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Ãéá ìéá åîáéñåôéêÞ åéóáãùãÞ óôéò ãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò êáé óôéò åöáñìïãÝò ôïõò óôç ÓõíäõáóôéêÞ
áëëÜ êáé óå Üëëåò ðåñéï÷Ýò ôùí ìáèçìáôéêþí, ðñïôåßíåôáé ôï âéâëßï ôïõ

Herbert S. Wilf (1994) Generatingfunctionology, 2nd edition

ðïõ âñßóêåôáé äéáèÝóéìï óå ìïñöÞ pdf (acrobat reader) óôçí ðñïóùðéêÞ éóôïóåëßäá ôïõ óõããñáöÝá:

http://www.math.upenn.edu/~wilf/

Ìå ôéò ãåííÞôñéåò óõíáñôÞóåéò áðïêôÜ êáíåßò Ýíá éó÷õñüôáôï åñãáëåßï ãéá ôç ìåëÝôç áêïëïõèéþí. Ìå
÷ñÞóç ãåííçôñéþí ìðïñåß êáíåßò íá äþóåé áðáíôÞóåéò óå ðïëëÜ åñùôÞìáôá ôïõ ôýðïõ:

• Íá âñåèåß êëåéóôüò ôýðïò ãéá ôï ãåíéêü üñï ìéáò áêïëïõèßáò.

• Íá âñåèåß ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí üñùí ìéáò áêïëïõèßáò.

• Íá âñåèïýí ìÝóïé üñïé êáé Üëëåò óôáôéóôéêÝò éäéüôçôåò ôùí üñùí ìéáò áêïëïõèßáò.

• Íá ìåëåôçèåß ç ïñéáêÞ óõìðåñéöïñÜ ìéáò áêïëïõèßáò.

• Íá áðïäåé÷èïýí éäéüôçôåò ìïíïôïíßáò êáé êõñôüôçôáò ìéáò áêïëïõèßáò.

• Íá õðïëïãéóôïýí áèñïßóìáôá êáé íá áðïäåé÷èïýí ôáõôüôçôåò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôïõò üñïõò ìéáò
áêïëïõèßáò.

Óôá ðëáßóéá áõôÞò ôçò äéÜëåîçò èá ðåñéïñéóôïýìå óôç ÷ñÞóç ãåííçôñéþí ãéá ôçí åýñåóç êëåéóôþí ôýðùí
ãéá ôï ãåíéêü üñï áêïëïõèéþí êáèþò êáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü áèñïéóìÜôùí êáé ôçí áðüäåéîç ôáõôïôÞôùí.

ÁóêÞóåéò

1. Äßíåôáé ç áêïëïõèßá (ak)k=0;1;2;::: ðïõ ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôéò ó÷Ýóåéò a0 = 0 êáé ak+1 =
2ak + 1, k = 0; 1; 2; : : :. Íá âñåèåß Ýíáò êëåéóôüò ôýðïò ãéá ôï ãåíéêü üñï ak.

2. Äßíåôáé ç áêïëïõèßá (ak)k=0;1;2;::: ðïõ ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôéò ó÷Ýóåéò a0 = 1 êáé ak+1 =
2ak + k, k = 0; 1; 2; : : :. Íá âñåèåß Ýíáò êëåéóôüò ôýðïò ãéá ôï ãåíéêü üñï ak.

3. Äßíåôáé ç áêïëïõèßá ôùí áñéèìþí Fibonacci (Fk)k=0;1;2;::: ðïõ ïñßæåôáé áíáäñïìéêÜ áðü ôéò ó÷Ýóåéò
F0 = 0, F1 = 1 êáé Fk+1 = Fk + Fk−1, k = 1; 2; : : :. Íá âñåèåß Ýíáò êëåéóôüò ôýðïò ãéá ôï ãåíéêü
üñï Fk.

4. ¸íáò ìáèçôÞò Ý÷åé k åõñþ. ÊÜèå ìÝñá áãïñÜæåé áêñéâþò Ýíá áðü ôá ðáñáêÜôù: Ýíá êñïõáóÜí
ðïõ êïóôßæåé 1 åõñþ, ìéá ôõñüðéôá ðïõ êïóôßæåé 2 åõñþ Þ ìéá ìðïõãÜôóá ðïõ êïóôßæåé 2 åõñþ ìÝ÷ñé
ðïõ íá îïäåõôïýí üëá ôá ëåöôÜ. Ìå ðüóïõò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ìðïñåß íá îïäÝøåé ôá ëåöôÜ
ôïõ;

5. ¸óôù S(n; k) ï áñéèìüò ôùí äéáìåñßóåùí ôïõ óõíüëïõ {1; 2; : : : ; n} óå k ìç-êåíÜ õðïóýíïëá. Íá
âñåßôå Ýíáí ôýðï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ S(n; k).
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6. Ìéá óôïßâá íïìéóìÜôùí åßíáé ìéá ôïðïèÝôçóç n íïìéóìÜôùí óå óåéñÝò Ýôóé þóôå ôá íïìßóìáôá ôçò
ðñþôçò óåéñÜò íá ó÷çìáôßæïõí ìéá óõìðáãÞ óåéñÜ êáé óå üëåò ôéò õøçëüôåñåò óåéñÝò êÜèå íüìéóìá
íá áêïõìðÜ óå áêñéâþò 2 íïìßóìáôá ôçò áìÝóùò ÷áìçëüôåñçò óåéñÜò. Áí ç ðñþôç óåéñÜ Ý÷åé
k íïìßóìáôá ôüôå ìéëÜìå ãéá ìéá (n; k) óôïßâá. Áí ôá íïìßóìáôá êÜèå óåéñÜò åßíáé óõíå÷üìåíá
êáé äåí õðÜñ÷ïõí êåíÜ ôüôå ëÝìå üôé ðñüêåéôáé ãéá óõìðáãÞ óôïßâá íïìéóìÜôùí. Íá âñåßôå Ýíáí
ôýðï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óõìðáãþí óôïéâþí ðïõ Ý÷ïõí âÜóç (ðñþôç óåéñÜ) ìå
k íïìßóìáôá. Áðïäåßîôå üôé ï áñéèìüò áõôüò åßíáé ï áñéèìüò Fibanacci F2k−1.

7. ¸íáò ôæïãáäüñïò îåêéíÜåé ìå 1 åõñþ êáé ðáßæåé ðïíôÜñïíôáò 1 åõñþ óå êÜèå ðáé÷íßäé ìÝ÷ñé íá
ìáæÝøåé n åõñþ Þ íá ÷ñåùêïðÞóåé. Óå êÜèå ðáé÷íßäé ç ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò åßíáé p, (p ∈ (0; 1))
êáé ç ðéèáíüôçôá áðïôõ÷ßáò åßíáé q = 1− p. Íá âñåèïýí:

(a) ç ðéèáíüôçôá ÷ñåùêïðßáò
(b) ï ìÝóïò áñéèìüò ðáé÷íéäéþí ðïõ èá ðáßîåé

8. ¸óôù U(n) ï áñéèìüò ôùí ôñüðùí ãéá íá êáëõöèåß ìéá 3×n óêáêéÝñá ìå íôüìéíá, äçëáäÞ ðëáêßäéá
1× 2. Íá âñåßôå Ýíáí êëåéóôü ôýðï ãéá ôï U(n).

9. Ðüóåò äéáöïñåôéêÝò ëÝîåéò ìÞêïõò n ìðïñïýí íá ó÷çìáôéóôïýí ìå ôá ãñÜììáôá á,â,ã,ä Ýôóé þóôå
ôá ãñÜììáôá á êáé â íá ìçí åßíáé ðïôÝ äéáäï÷éêÜ.

10. Ìéá åðéôñåðüìåíç ôïðïèÝôçóç n æåõãþí ðáñåíèÝóåùí åßíáé ìéá ôïðïèÝôçóç ìå ôçí éäéüôçôá íá ìç
âëÝðïõìå ðáñáðÜíù äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò áðü áñéóôåñÝò êáèþò óáñþíïõìå ôçí ôïðïèÝôçóç áðü ôá
áñéóôåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ. Ð.÷. õðÜñ÷ïõí 5 åðéôñåðüìåíåò ôïðïèåôÞóåéò ãéá 3 æåýãç ðáñåíèÝóåùí.
Åßíáé ïé

((())), (()()), (())(), ()()(), êáé ()(()).

Íá âñåßôå Ýíáí êëåéóôü ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò C(n) ôùí åðéôñåðüìåíùí ôïðïèåôÞóåùí n æåõãþí
ðáñåíèÝóåùí.

11. Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá
n∑

k=0

(
k

n− k

)
:

12. Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá
∞∑

k=0

(
n+ k
m+ 2k

)(
2k
k

)
(−1)k

k + 1
:

13. Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá
∞∑

k=0

(
n+ k
2k

)
2n−k:

14. Áðïäåßîôå üôé
∞∑

k=0

(
m
k

)(
n+ k
m

)
=

∞∑

k=0

(
m
k

)(
n
k

)
2k:

15. Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá
∞∑

k=0

(
2n+ 1

2p+ 2k + 1

)(
p+ k
k

)
:

16. Íá õðïëïãéóôåß ôï Üèñïéóìá
t∑

m=0

(
r
m

)(
s

t−m

)
:
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17. Áðïäåßîôå üôé
∞∑

k=0

(
2n+ 1

2k

)(
m+ k

2n

)
=

(
2m+ 1

2n

)
:

18. Áðïäåßîôå üôé ãéá êÜèå n ≥ 0

∞∑

k=0

(
n
k

)(
k
j

)
xk =

(
n
j

)
xj(1 + x)n−j :
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