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ÅéóáãùãÞ

Ç ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá ìåëåôÜ ãåùìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá áëëÜ åíäéáöÝñåôáé ìüíï ãéá ôéò

£ðïéïôéêÝò¤ éäéüôçôåò ôïõò. Ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé åßíáé ìßá ãåùìåôñßá ðïõ ìåëåôÜ

áíôéêåßìåíá áðü ëÜóôé÷ï. Äýï ôïðïëïãéêïß ÷þñïé åßíáé `ßäéïé' ãéá ôçí ôïðïëïãßá áí

åßíáé ïìïéïìïñöéêïß.

Ðáñáäåßãìáôá ïìïéïìïñöéêþí ÷þñùí:

Åíþ ïé ðáñáêÜôù ÷þñïé äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêïß:

Ç ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá åßíáé ç âÜóç êÜèå åßäïõò ãåùìåôñßáò, ôçò ÄéáöïñéêÞò, ôçò

ÁëãåâñéêÞò ê.ô.ë. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôç ÄéáöïñéêÞ Ãåùìåôñßá ïé £ôïðéêÝò ãåùìåôñéêÝò

éäéüôçôåò¤, üðùò ç êáìðõëüôçôá, ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí ôïðïëïãßá.

Äéá÷ùñßæïõìå ÷þñïõò ðïõ äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêïß ìåôáîý ôïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò

áëãåâñéêÝò áíáëëïßùôåò. Ïé êõñéüôåñåò áð' áõôÝò åßíáé ïé ïìÜäåò ïìïôïðßáò êáé ïé ïìÜäåò

ïìïëïãßáò åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ.

Ó' áõôü ôï ìÜèçìá èá åðéêåíôñùèïýìå óôçí ðñþôç ïìÜäá ïìïôïðßáò (èåìåëéþäç ïìÜäá)

ôïðïëïãéêþí ÷þñùí.

ÁõôÝò ïé ðñü÷åéñåò óçìåéþóåéò ðáñáäüóåùí âáóßæïíôáé óôï åîáéñåôéêü âéâëßï `Alge-

braic Topology' ôïõ A.Hatcher êáé ôá ó÷Þìáôá üðùò êáé ç äáêôõëïãñÜöçóç Ý÷ïõí ãßíåé

áðü ôçí ìåôáðôõ÷éáêÞ öïéôÞôñéá ÌÜñèá ÃéáííïõäïâáñäÞ ôçí ïðïßá êáé åõ÷áñéóôþ èåñìÜ.
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ÊåöÜëáéï 1

Ôïðïëïãéêïß ÷þñïé

1.1 Ìåôñéêïß êáé ôïðïëïãéêïß ÷þñïé

Ïñéóìüò 1.1. ¸íáò ìåôñéêüò ÷þñïò åßíáé Ýíá óýíïëï X ìå ìßá óõíÜñôçóç

d : X ×X → R

ðïõ éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò ãéá êÜèå x; y; z ∈ X:

1. d(x; y) ≥ 0 êáé d(x; y) = 0⇔ x = y

2. d(x; y) = d(y; x)

3. d(x; z) ≤ d(x; y) + d(y; z)

Ç áíïé÷ôÞ ìðÜëá áêôßíáò � êáé êÝíôñïõ x óå Ýíá ìåôñéêü ÷þñï X ïñßæåôáé ùò

B�(x) = {y ∈ X : d(x; y) < �}

¸íá õðïóýíïëï U åíüò ìåôñéêïý ÷þñïõ X ëÝãåôáé áíïé÷ôü áí ãéá êÜèå x ∈ U õðÜñ÷åé

� > 0 ôÝôïéï þóôå

B�(x) ⊂ U

¸íá óýíïëï K ëÝãåôáé êëåéóôü áí ôï X −K åßíáé áíïé÷ôü.

Ìðïñïýìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôç óõíÝ÷åéá ìéáò áðåéêüíéóçò ÷ñçóéìïðïéþíôáò áíïé÷ôÜ

óýíïëá:

Ðñüôáóç 1.1. ¸óôù X; Y ìåôñéêïß ÷þñïé êáé f : X → Y óõíÜñôçóç. Ôá áêüëïõèá

åßíáé éóïäýíáìá:

1. Ç f åßíáé óõíå÷Þò.

2. Ãéá êÜèå áíïé÷ôü óýíïëï U ôïõ Y ôï óýíïëï f−1(U) åßíáé áíïé÷ôü óôïí X.

3. Ãéá êÜèå êëåéóôü óýíïëï K ôïõ Y ôï óýíïëï f−1(K) åßíáé êëåéóôü óôïí X.
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Aðüäåéîç. Äåß÷íïõìå ðñþôá üôé (2)⇔ (3). Áí Z õðïóýíïëï ôïõ Y Ý÷ïõìå

f−1(Y − Z) = X − f−1(Z)

Åðßóçò Z áíïé÷ôü áí êáé ìüíï áí Y − Z êëåéóôü êáé

f−1(Z) áíïé÷ôü áí êáé ìüíï áí X − f−1(Z) êëåéóôü.

Óõìðåñáßíïõìå üôé ôá (2),(3) åßíáé éóïäýíáìá.

(1) ⇒ (2). ¸óôù U áíïé÷ôü ôïõ Y . Áí x ∈ f−1(U) ôüôå ôï U ðåñéÝ÷åé ìßá áíïé÷ôÞ

ìðÜëá ìå êÝíôñï f(x). ÁëëÜ ôüôå áöïý ç f åßíáé óõíå÷Þò ôï f−1(U) ðåñéÝ÷åé ìßá áíïé÷ôÞ

ìðÜëá ìå êÝíôñï ôï x, Üñá ôï f−1(U) åßíáé áíïé÷ôü.

(2)⇒ (1). ¸óôù x ∈ X êáé � > 0. Èåùñïýìå ôçí áíïé÷ôÞ ìðÜëá B ìå êÝíôñï f(x)

êáé áêôßíá � óôïí Y . Ôüôå f−1(B) åßíáé áíïé÷ôü, Üñá õðÜñ÷åé � > 0 ô.ù. ç ìðÜëá ìå

êÝíôñï x êáé áêôßíá � ðåñéÝ÷åôáé óôï f−1(B), åðïìÝíùò ç f åßíáé óõíå÷Þò.

�

ÐñáêôéêÜ üëïé ïé ÷þñïé ìå ôïõò ïðïßïõò èá áó÷ïëçèïýìå ó' áõôü ôï ìÜèçìá åßíáé

ìåôñéêïß ÷þñïé. Ùóôüóï âëÝðïõìå áðü ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç üôé ç óõíÝ÷åéá áðåéêïíßóåùí

ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò áíïé÷ôÜ óýíïëá, êÜôé ðïõ åßíáé óõ÷íÜ áðëïýóôåñï

áðü ôç ÷ñÞóç ôçò ìåôñéêÞò. Êáèþò áõôü ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé óõíÞèùò åßíáé ç óõíÝ÷åéá

áðåéêïíßóåùí èá åñãáóôïýìå óôï åõñýôåñï ðëáßóéï ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí:

Ïñéóìüò 1.2. ¸óôù X Ýíá óýíïëï. Ìßá ôïðïëïãßá T ôïõ X åßíáé ìßá ïéêïãÝíåéá

õðïóõíüëùí ôïõ × ðïõ éêáíïðïéïýí ôá áêüëïõèá:

1. ∅; × ∈ T
2. Áí U; V ∈ T ôüôå U ∩ V ∈ T .
3. Áí Ui ∈ T ãéá êÜèå i ∈ I ôüôå

⋃
i∈I Ui ∈ T .

Ôï æåõãÜñé (X; T ) ëÝãåôáé ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé ôá óôïé÷åßá ôçò T ëÝãïíôáé

áíïé÷ôÜ óýíïëá ôïõ X. ¸íá óýíïëï C ⊂ X ëÝãåôáé êëåéóôü áí ôï X−C åßíáé áíïé÷ôü.

ÐáñÜäåéãìá 1.1. 1. ¸óôù X óýíïëï. Èåùñïýìå ôçí ïéêïãÝíåéá T üëùí ôùí õðïóõíüëùí

ôïõ X. ÁõôÞ ç ïéêïãÝíåéá ïñßæåé ìßá ôïðïëïãßá ôïõ X ðïõ ïíïìÜæåôáé äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá.

2. Áí X åßíáé óýíïëï èåùñïýìå T = {∅; X}. H T ïñßæåé ìßá ôïðïëïãßá óôïí X ðïõ

ïíïìÜæåôáé ôåôñéììÝíç ôïðïëïãßá.

3. Áí (X; d) ìåôñéêüò ÷þñïò ôüôå ôï óýíïëï ôùí áíïé÷ôþí ùò ðñïò ôç ìåôñéêÞ d

ïñßæåé ìßá ôïðïëïãßá óôïí X.

4. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ X = R Ýíá áíïé÷ôü óýíïëï åßíáé Ýíá óýíïëï ðïõ ãñÜöåôáé óáí

áñéèìÞóéìç Ýíùóç îÝíùí áíïé÷ôþí äéáóôÞìáôùí ôçò ìïñöÞò (a; b); (−∞; a); (a;∞); (−∞;∞).

¢óêçóç 1.1. Ðüóåò ôïðïëïãßåò ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå óôï óýíïëï {1; 2; 3};
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¢óêçóç 1.2. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò (X; T ) ëÝãåôáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò áí õðÜñ÷åé

ìåôñéêÞ d óôïí X ôÝôïéá þóôå ôá áíïé÷ôÜ ùò ðñïò ôç ìåôñéêÞ d íá åßíáé ôá óôïé÷åßá

ôçò T . Äþóôå Ýíá ðáñÜäåéãìá ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ðïõ äåí åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò.

Ïñéóìüò 1.3. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé. Ìßá óõíÜñôçóç f : X → Y ëÝãåôáé

óõíå÷Þò áí ãéá êÜèå U ⊂ Y áíïé÷ôü ôï f−1(U) åßíáé áíïé÷ôü õðïóýíïëï ôïõ X.

Áí (X; T ) åßíáé ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé A ⊂ X ôüôå ç ôïðïëïãßá ôïõ X åðÜãåé ìßá

ôïðïëïãßá TA óôï A. Ïñßæïõìå

TA = {U ∩ A : U ∈ T }

Ç ôïðïëïãßá TA ëÝãåôáé åðáãüìåíç ôïðïëïãßá óôï Á.

Ïñéóìüò 1.4. Ìßá ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí B = {Bi} åíüò óõíüëïõ X ëÝãåôáé âÜóç ãéá

ìßá ôïðïëïãßá óôï X áí éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

1. ∅ ∈ B,
⋃
Bi = X.

2. Áí p ∈ Bi ∩Bj ôüôå õðÜñ÷åé Bk ∈ B ôÝôïéï þóôå p ∈ Bk êáé Bk ⊂ Bi ∩Bj.

Áí B åßíáé âÜóç ãéá ìßá ôïðïëïãßá óôï X ïñßæïõìå ìßá ôïðïëïãßá ðïõ Ý÷åé ùò áíïé÷ôÜ

óýíïëá ôá óýíïëá ðïõ ãñÜöïíôáé óáí Ýíùóç óôïé÷åßùí ôçò B.
Ãéá ðáñÜäåéãìá ìßá âÜóç ãéá ôçí óõíÞèç ôïðïëïãßá ôïõ R äßíåôáé áðü ôá äéáóôÞìáôá

ôçò ìïñöÞò (p; q) üðïõ p; q ∈ Q.

Ïñéóìüò 1.5. ¸óôù X ôïðïëïãéêïò ÷þñïò. Ï X ëÝãåôáé Hausdor� áí ãéá êÜèå

x; y ∈ X õðÜñ÷ïõí U; V áíïé÷ôÜ ôÝôïéá þóôå x ∈ U; y ∈ V êáé U ∩ V = ∅.

1.2 Óõìðáãåßò ÷þñïé

Ïñéóìüò 1.6. ¸óôù X ôïðïëïãéêïò ÷þñïò. Ï X ëÝãåôáé óõìðáãÞò áí ãéá êÜèå

ïéêïãÝíåéá áíïé÷ôþí óõíüëùí {Ui}; i ∈ I ðïõ êáëýðôïõí ôïí X, äçë. X ⊂
⋃
i∈I Ui

õðÜñ÷åé Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüò áð' áõôÜ Ui1 ; Ui2 ; :::; Uin ðïõ êáëýðôïõí ôïí X, äçë.

X ⊂ Ui1 ∪ Ui2 ∪ ::: ∪ Uin

Ðñüôáóç 1.2. Ôï I = [0; 1] åßíáé óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò.

Aðüäåéîç. ¸óôù U = {Ui} êÜëõøç ôïõ I. Èåùñïýìå ôï óýíïëï

S = {a ∈ I : ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò Ui êáëýðôïõí ôï [0; a]}
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¸óôù b = supS. Ôüôå åßôå S = [0; b) åßôå S = [0; b]. ¸óôù Ui ∈ U ôÝôïéï þóôå b ∈ Ui.
Ôüôå (b− �; b+ �) ⊂ Ui ãéá êÜðïéï � > 0, åðïìÝíùò õðÜñ÷åé ìßá ðåðåñáóìÝíç êÜëõøç ôïõ

äéáóôÞìáôïò [0; b+ �), Üôïðï.

�

Áí X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé A ⊂ X ôüôå ôï A ëÝãåôáé óõìðáãÝò õðïóýíïëï áí ôï

A ìå ôçí åðáãüìåíç ôïðïëïãßá áð' ôïí X åßíáé óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò.

Ðñüôáóç 1.3. Áí X Hausdor� ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé K ⊂ X åßíáé óõìðáãÝò ôüôå ôï

K åßíáé êëåéóôü.

Aðüäåéîç. Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï X − K åßíáé áíïé÷ôü. ¸óôù a ∈ X − K. Áöïý

ï X åßíáé Hausdor�, ãéá êÜèå x ∈ K õðÜñ÷ïõí Ux; Vx áíïé÷ôÜ ôÝôïéá þóôå x ∈ Ux; a ∈
Vx; Ux ∩ Vx = ∅. Áöïý U = {Ux; x ∈ X} åßíáé êÜëõøç ôïõ Ê êáé ï K åßíáé óõìðáãÞò,

õðÜñ÷ïõí U1; :::; Un ∈ U ôÝôïéá þóôå

Ê ⊂ U1 ∪ U2 ∪ ::: ∪ Un

ÁëëÜ ôüôå ôï V = V1 ∩ V2 ∩ ::: ∩ Vn åßíáé áíïé÷ôü ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï a êáé äåí ôÝìíåé ôï

K. ÅðïìÝíùò V ⊂ X −K. Óõìðåñáßíïõìå üôé ôï X −K åßíáé áíïé÷ôü äçë. ôï K åßíáé

êëåéóôü.

�

Ðñüôáóç 1.4. Áí X óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé K ⊂ X åßíáé êëåéóôü ôüôå ôï

K åßíáé óõìðáãÝò.

Aðüäåéîç. ¸óôù U = {Ui; i ∈ I} áíïé÷ôÞ êÜëõøç ôïõ K. Ôüôå áí ðñïóèÝóïõìå ôï

X − K óôçí U ðáßñíïõìå ìßá êÜëõøç ôïõ X. Áöïý ï X åßíáé óõìðáãÞò õðÜñ÷åé ìßá

ðåðåñáóìÝíç õðïêÜëõøç. Óõìðåñáßíïõìå üôé ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áð' ôá óôïé÷åßá ôçò U
êáëýðôïõí ôï K, Üñá ôï K åßíáé óõìðáãÝò.

�

Ðñüôáóç 1.5. Áí Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò (X; d) åßíáé óõìðáãÞò ôüôå êÜèå áêïëïõèßá (xn)

óôïí X Ý÷åé óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá.

Aðüäåéîç. ¸óôù üôé ç áêïëïõèßá (xn) óôïí X äåí Ý÷åé óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá.

Ôüôå ãéá êÜèå x ∈ X õðÜñ÷åé � > 0 ô.ù. ç áíïé÷ôÞ ìðÜëá B�(x) ðåñéÝ÷åé ôï ðïëý

ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò óôïé÷åßá ôçò (xn). ÁëëÜ ôüôå ç êÜëõøç ôïõ X áðü ôéò B�(x) äåí

Ý÷åé ðåðåñáóìÝíç õðïêÜëõøç, áöïý ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áðü ìðÜëåò ðåñéÝ÷åé ðåðåñáóìÝíá

ôï ðëÞèïò óôïé÷åßá ôçò (xn).
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�

Áí X ìåôñéêüò ÷þñïò êáé A ⊂ X ïñßæïõìå ôç äéÜìåôñï ôïõ A ìå

diam(A) = sup{d(x; y) : x; y ∈ A}

ËÞììá Lebesgue. ¸óôù (X; d) ìåôñéêüò ÷þñïò ôÝôïéïò þóôå êÜèå áêïëïõèßá Ý÷åé

óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá, êáé Ýóôù {Ui} ìßá áíïéêôÞ êÜëõøç ôïõ X. Ôüôå õðÜñ÷åé

" > 0 ôÝôïéï þóôå áí A ⊂ X êáé diam(A) < ", ôï A ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéï Ui.

Aðüäåéîç. ¸óôù üôé äåí éó÷ýåé ôï ëÞììá Lebesgue, ôüôå ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé

xn ôÝôïéï þóôå ç ìðÜëá B 1
n
(xn) äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï Ui ãéá êáíÝíá i. Ðåñíþíôáò óå ìßá

õðáêïëïõèßá Ý÷ïõìå üôé xkn → x ãéá êÜðïéï x ∈ X. ¼ìùò õðÜñ÷åé i ôÝôïéï þóôå x ∈ Ui,
Üñá ãéá êÜðïéï " > 0 èá Ý÷ïõìå üôé B"(x) ⊂ Ui. ¸óôù n ∈ N ôÝôïéï þóôå 1

n
< "

4
êáé

d(x; xn) < "
4
, ôüôå B(xn;

1
n
) ⊂ B"(x) ⊂ Ui, Üôïðï. �

Èåþñçìá 1.1. ¸íáò ìåôñéêüò ÷þñïò (X; d) åßíáé óõìðáãÞò áí êáé ìüíï áí êÜèå áêïëïõèßá

(xn) óôïí X Ý÷åé óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá.

Aðüäåéîç. ¸÷ïõìå Þäç äåßîåé ôçí ìßá êáôåýèõíóç óôçí ðñüôáóç 1.5

¸óôù üôé êÜèå áêïëïõèßá óôïí X Ý÷åé óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá. Èåùñïýìå U =

{Ui; i ∈ I} áíïé÷ôÞ êÜëõøç ôïõ X. Áðü ôï ëÞììá Lebesgue õðÜñ÷åé � > 0 ô.ù. êÜèå

ìðÜëá áêôßíáò � ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéï Ui. Éó÷õñéæüìáóôå üôé õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíç êÜëõøç

ôïõ X áðü ìðÜëåò áêôßíáò �. ÐñÜãìáôé áí áõôü äåí éó÷ýåé ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå

åðáãùãéêÜ áêïëïõèßá (xn) óôïí X ô.ù. d(xi; xj) ≥ � ãéá êÜèå i; j. ÁëëÜ ôüôå áõôÞ ç

áêïëïõèßá äåí Ý÷åé óõãêëßíïõóá õðáêïëïõèßá.

¸÷ïõìå äçëáäÞ üôé

X =
n⋃
i=1

Bi

üðïõ ïé Bi åßíáé ìðÜëåò áêôßíáò �. Áðü ôï ëÞììá Lebesgue ãéá êÜèå Bk õðÜñ÷åé Uik ô.ù.

Bk ⊂ Uik . ÁëëÜ ôüôå

X =
n⋃
k=1

Uik

åðïìÝíùò ï X åßíáé óõìðáãÞò.

�

Èåþñçìá 1.2. ¸íá õðïóýíïëï K ôïõ Rn åßíáé óõìðáãÝò áí êáé ìüíï áí åßíáé êëåéóôü

êáé öñáãìÝíï.
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ÐáñÜäåéãìá 1.2. Èåùñïýìå ôç ìïíáäéáßá óöáßñá äéÜóôáóçò n :

Sn = {(x1; x2; :::xn+1) ∈ Rn+1|
n+1∑
i=1

x2
1 = 1}

Áí

f(x) =
n+1∑
i=1

x2
i

ôüôå Sn = f−1(1). Áöïý ôï {1} åßíáé êëåéóôü ç Sn åßíáé êëåéóôü óýíïëï. Åðßóçò ç Sn

åßíáé öñáãìÝíï óýíïëï, Üñá ç Sn åßíáé óõìðáãÞò.

Ðñüôáóç 1.6. ¸óôù X óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé f : X → Y óõíå÷Þò áðåéêüíéóç.

Ôüôå ç åéêüíá ôçò f , f(X), åßíáé óõìðáãÝò.

Aðüäåéîç. ¸óôù {Ui}; i ∈ I ìßá áíïé÷ôÞ êÜëõøç ôïõ f(X). Ôüôå {f−1(Ui)}; i ∈ I åßíáé
ìßá áíïé÷ôÞ êÜëõøç ôïõ X. Áöïý ï X åßíáé óõìðáãÞò õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíç õðïêÜëõøç

f−1(Ui1); f−1(Ui2); :::; f−1(Uin). ÁëëÜ ôüôå Ui1 ; Ui2 ; :::; Uin åßíáé ìßá êÜëõøç ôïõ f(X),

Üñá f(X) óõìðáãÞò.

�

1.3 Ïìïéïìïñöéóìïß

Ïñéóìüò 1.7. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé, ìßá áðåéêüíéóç f : X → Y åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò

áí ç f åßíáé 1-1, åðß êáé ïé f; f−1 åßíáé óõíå÷åßò.

Éóïäýíáìá áí ïé X; Y åßíáé ìåôñéêïß ÷þñïé:

Ç f åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò áí åßíáé 1-1, åðß êáé ãéá êÜèå áêïëïõèßá (xn)n∈N óôïé÷åßùí

ôïõ X êáé x ∈ X éó÷ýåé üôé xn → x⇔ f(xn)→ f(x).

Ïñéóìüò 1.8. Áí õðÜñ÷åé f : X → Y ïìïéïìïñöéóìüò, ëÝìå üôé ïé X; Y åßíáé ïìïéïìïñöéêïß

êáé ãñÜöïõìå X ∼ Y .

ÐáñáôÞñçóç 1.1. Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ∼ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

ÐáñÜäåéãìá 1.3. Áí èåùñÞóïõìå X = [0; 1) , Y = S1 êáé ôçí áðåéêüíéóç f : X → Y

ìå f(x) = (cos(2�x); sin(2�x)), ôüôå ç f åßíáé 1-1, åðß êáé óõíå÷Þò. ÁëëÜ ç f−1 äåí

åßíáé óõíå÷Þò.

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðáñáðÜíù ÷þñïé X; Y äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêïß áöïý ï Y åßíáé

óõìðáãÞò åíþ ï X äåí åßíáé óõìðáãÞò.
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Ðñüôáóç 1.7. Áí X óõìðáãÞò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, Y Hausdor� êáé f : X → Y

óõíå÷Þò, 1-1 êáé åðß, ôüôå ç f åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

Aðüäåéîç. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç f−1 åßíáé óõíå÷Þò áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí K ⊂ X

êëåéóôü ôüôå f(K) åßíáé êëåéóôü. Áðü ôçí ðñüôáóç 1.4 ôï K åßíáé óõìðáãÝò. ÅðïìÝíùò

ôï f(K) åßíáé óõìðáãÝò. ÁëëÜ ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 1.3 ôï f(K) åßíáé êëåéóôü. �

ÐáñÜäåéãìá 1.4. ÕðÜñ÷åé f ç ïðïßá åßíáé óõíå÷Þò êáé åðß áðü ôï [0; 1] óôï [0; 1]×[0; 1].

ÃåííÜôáé ëïéðüí ôï åñþôçìá, õðÜñ÷åé ðáñüìïéá ðáèïëïãßá áí ç f äåí åßíáé áðëÜ

óõíå÷Þò óõíÜñôçóç áëëÜ åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò;

Ç áðÜíôçóç óå áõôü åßíáé ü÷é, ãéá ðáñÜäåéãìá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò èåùñßá ïìïëïãßáò

ìðïñåß íá áðïäåé÷ôåß üôé Rn � Rk áí n 6= k, äçëáäÞ ç Ýííïéá ôïõ ïìïéïìïñöéóìïý

áíôáðïêñßíåôáé óôç äéáßóèçóÞ ìáò.

Ôï íá äåßîïõìå üôéX ∼ Y åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëï, êáèþò áñêåß íá âñïýìå ïìïéïìïñöéóìü

f : X → Y . Åßíáé ðéï äýóêïëï íá äåßîïõìå üôé X � Y . Ãéá áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå

áíáëëïßùôåò ôùí ÷þñùí X; Y . Êýñéá ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí áíáëëïßùôùí åßíáé ïé ïìÜäåò

ïìïôïðïßáò �n(X) êáé ïé ïìÜäåò ïìïëïãßáò Hn(X) (êáé óõíïìïëïãßáò Hn(X)).

Óå áõôü ôï ìÜèçìá èá áó÷ïëçèïýìå êõñßùò ìå ôçí èåìåëéþäç ïìÜäá �1(X).

ÊÜíïõìå ôç óýìâáóç üôé ìå f : X → Y áðåéêüíéóç, èá åííïïýìå óõíå÷Þ áðåéêüíéóç.

ÐáñÜäåéãìá 1.5.

1. ¸õêïëá âëÝðïõìå üôé (0; 1) ∼ (a; b); a < b; a; b ∈ R, Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò åßíáé:

f : (0; 1)→ (a; b); ìå f(t) = a+ (b− a)t;∀t ∈ (0; 1)

¼ìïéá, äåß÷íïõìå üôé [0; 1] ∼ [a; b].

2. ¸÷ïõìå üôé (0; 1) ∼ R. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå ùò åîÞò:

Èåùñïýìå

f1 : (0; 1)→ (1;+∞) , x 7−→ 1

x

f2 : (1;+∞)→ (0;+∞) , x 7−→ x− 1

f3 : (0;+∞)→ R , x 7−→ ln(x)
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¼ëåò ïé ðáñáðÜíù áðåéêïíßóåéò åßíáé ïìïéïìïñöéóìïß, åðïìÝíùò Ý÷ïõìå üôé

(0; 1) ∼ (1;+∞) ∼ (0;+∞) ∼ R, Üñá (0; 1) ∼ R.

ÅíáëëáêôéêÜ, áðü ôï 1 Ý÷ïõìå üôé (0; 1) ∼ (−�
2
; �

2
) Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç

f : (−�
2
;
�

2
)→ R, ìå f(x) = tan(x)

ç ïðïßá åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò. ¢ñá Ý÷ïõìå (0; 1) ∼ (−�
2
; �

2
) ∼ R.

3. Èá óõìâïëßæïõìå ìå I ôï êëåéóôü äéÜóôçìá [0; 1].

¸÷ïõìå É2 = [0; 1]× [0; 1] ∼ D2 üðïõ

D2 = {(x; y) ∈ R2|x2 + y2 6 1}

ï êëåéóôüò ìïíáäéáßïò äßóêïò.

¸íáò ïìïéïìïñöéóìüò áíÜìåóá óå áõôÜ ôá óýíïëá åßíáé ç áðåéêüíéóç (äåò ðáñ. 1)

ðïõ óôÝëíåé ôï äéÜóôçìá ÏÁ ôïõ êýêëïõ, óôï äéÜóôçìá ÏÂ ôïõ ôåôñáãþíïõ :

4. Ãéá ôá ðáñáðÜíù I êáé D2 Ý÷ïõìå åðßóçò üôé : I̊ × I̊ ∼ R2 êáé D̊2 ∼ I̊ × I̊.

5. ÃåíéêÜ éó÷ýåé üôé áí K ⊆ Rn, áíïéêôü, êõñôü, ôüôå K ∼ Rn ∼ D̊n:

6. Áò èåùñÞóïõìå ôç ìïíáäéáßá n−óöáßñá :

Sn = {(x1; x2; :::xn+1) ∈ Rn+1|
n+1∑
i=1

x2
i = 1} êáé N = (0; 0; :::; 0; 1) ∈ Sn:

¸÷ïõìå ôç óôåñåïãñáöéêÞ ðñïâïëÞ � : Sn r {N} → Rn ìå

�(x1; x2; :::xn+1) =
(x1; x2; :::; xn)

1− xn+1
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Ç � åßíáé 1-1, åðß êáé ç áíôßóôñïöç áðåéêüíéóç äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

�−1(x1; :::; xn) =
( 2x1

1 + x2
1 + :::+ x2

n

; :::;
2xn

1 + x2
1 + :::+ x2

n

;
−1 + x2

1 + :::+ x2
n

1 + x2
1 + :::+ x2

n

)
åðïìÝíùò ç �−1 åßíáé óõíå÷Þò.

Óõíåðþò Sn r {N} ∼ Rn. ÃåùìåôñéêÜ :

7. ¸÷ïõìå ôïí ïìïéïìïñöéóìü R2 r {0} ∼ S1 × R. ÃåùìåôñéêÜ :

Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå ùò åîÞò : ÈÝôïõìå f : R2 r {0} → S1 × (0;+∞) ìå

f(r cos �; r sin �) = (ei2��; r)

Ç f åßíáé 1-1, åðß, óõíå÷Þò êáé ç áíôßóôñïöÞ ôçò åßíáé åðßóçò óõíå÷Þò, Üñá åßíáé

ïìïéïìïñöéóìüò êáé R2 r {0} ∼ S1 × (0;+∞). ¼ìùò (0;+∞) ∼ R, ïðüôå S1 ×
(0;+∞) ∼ S1 × R, êáé ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.

1.4 Óõíåêôéêïß ÷þñïé

Ïñéóìüò 1.9. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X ëÝãåôáé óõíåêôéêüò áí äåí ìðïñåß íá ãñáöåß

óáí îÝíç Ýíùóç X = A ∪B üðïõ A;B áíïé÷ôÜ ìç êåíÜ óýíïëá.
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ÐáñÜäåéãìá 1.6. Ôï [0; 1] åßíáé óõíåêôéêüò ÷þñïò (áðüäåéîç?).

¸íá õðïóýíïëïA åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ëÝãåôáé óõíåêôéêü áí ôïA åßíáé óõíåêôéêüò

÷þñïò ìå ôçí ôïðïëïãßá ðïõ åðÜãåôáé áðü ôïí X.

¢óêçóç 1.3. Äåßîôå üôé áí A ⊂ X åßíáé óõíåêôéêü óýíïëï ôüôå êáé ç êëåéóôüôçôá ôïõ

A, Ā, åßíáé óõíåêôéêü.

¢óêçóç 1.4. ¸óôù X óõíåêôéêüò ÷þñïò êáé f : X → Y óõíå÷Þò êáé åðß áðåéêüíéóç.

Ôüôå ï Y åßíáé óõíåêôéêüò.

Åéäéêüôåñá áí ï X åßíáé óõíåêôéêüò êáé ï Y åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôïí X ôüôå êáé

ï Y åßíáé óõíåêôéêüò.

Ïñéóìüò 1.10. ¸íá ìïíïðÜôé óôïí ôïðïëïãéêü ÷þñï X åßíáé ìßá áðåéêüíéóç p :

[0; 1] → X. Ôï óçìåßï p(0) ëÝãåôáé áñ÷éêü óçìåßï ôïõ ìïíïðáôéïý êáé ôï óçìåßï p(1)

ëÝãåôáé ôåëéêü óçìåßï. ËÝìå üôé ôï p óõíäÝåé ôï p(0) ìå ôï p(1).

Ïñéóìüò 1.11. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X ëÝãåôáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá áí ãéá

êÜèå x; y ∈ X õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé ðïõ ôá óõíäÝåé.

¢óêçóç 1.5. Äåßîôå üôé áí o X åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá ôüôå ï X åßíáé óõíåêôéêüò.

ÐáñÜäåéãìá 1.7. ÕðÜñ÷ïõí ðáñáäåßãìáôá óõíåêôéêþí ÷þñùí ðïõ äåí åßíáé óõíåêôéêïß

êáôÜ ôüîá. Ãéá ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ôï ãñÜöçìá ôçò óõíÜñôçóçò sin(1=x), x ∈ (0;∞).

Ôüôå ç Ýíùóç áõôïý ôïõ ãñáöÞìáôïò ìå ôï äéÜóôçìá [−1; 1] ôïõ Üîïíá ôùí y åßíáé

óõíåêôéêü áëëÜ äåí åßíáé êáôÜ ôüîá óõíåêôéêü.

¢óêçóç 1.6. Äåßîôå üôé ôï R äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêü ìå ôï Rn áí n > 1.

1.5 Ôïðïëïãßá Ðçëßêï

Ç ôïðïëïãßá ðçëßêï åßíáé Ýíá ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá £áðëÞ¤ áíáðáñÜóôáóç ôïðïëïãéêþí

÷þñùí (áðïöåýãïõìå ôïõò ïñéóìïýò ìå åîéóþóåéò, ðïëýðëïêïõò ôýðïõò, ê.ô.ë.).

Ïñéóìüò 1.12. ¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé ∼ ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X. Ãéá

êÜèå x ∈ X, óõìâïëßæïõìå ìå [x] ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ x ùò ðñïò ôçí ó÷Ýóç ∼.
Ïñßæïõìå ôï ÷þñï ðçëßêï ôïõ X modulo ∼ ùò åîÞò. Èåùñïýìå ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí

éóïäõíáìßáò:

X= ∼= {[x] : x ∈ X}
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¸÷ïõìå ôçí áðåéêüíéóç ðñïâïëÞò :

p : X → X= ∼ ; x 7→ [x]

êáé ïñßæïõìå ôïðïëïãßá óôïí X= ∼ ìå:

U ⊆ X= ∼ åßíáé áíïé÷ôü áí êáé ìüíï áí ç áíôßóôñïöç åéêüíá ôïõ, p−1(U), åßíáé áíïé÷ôü

õðïóýíïëï ôïõ X.

ÐáñáôÞñçóç 1.2. ÁõôÞ ç ôïðïëïãßá åßíáé ç ìåãáëýôåñç (ìå ôá ðåñéóóüôåñá áíïé÷ôÜ)

ôïðïëïãßá ùò ðñïò ôçí ïðïßá ç p åßíáé óõíå÷Þò.

ÐáñÜäåéãìá 1.8.

1. ¸óôù X = [0; 1]∪ [2; 3]. Ïñßæïõìå ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X, ðïõ ôáõôßæåé ôï

1 ìå ôï 2. ÄçëáäÞ, 1 ∼ 2 êáé [1] = [2] = {1; 2} , åíþ [x] = {x} , ∀x ∈ X r {1; 2}.

Ôüôå ï X= ∼ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôï [0; 1].

2. ¸óôù X = [0; 1] êáé ∼ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X ôÝôïéá þóôå 0 ∼ 1 êáé [x] =

{x}, ∀x ∈ X r {0; 1}. Ôüôå ï ÷þñïò ðçëßêï X= ∼ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôçí S1.

¸íáò ïìïéïìïñöéóìüò äßíåôáé áðü ôçí áðåéêüíéóç :

f : X= ∼→ S1; x 7→ (cos(2�x); sin(2�x))

Ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç (f(0) = f(1)), 1-1, åðß êáé ç áíôßóôñïöÞ

ôçò åßíáé óõíå÷Þò.

3. ¸óôù X = R êáé ∼ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X, üðïõ ãéá x; y ∈ X Ý÷ïõìå

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q

Ôüôå ï ÷þñïò X= ∼ äåí åßíáé Hausdor�.

Aðüäåéîç. ¸óôù [x]; [y] ∈ X= ∼ ìå [x] 6= [y] êáé U ⊂ X= ∼ áíïéêôü ìå [y] ∈ U .
Ôüôå ôï U

′
= p−1(U) åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ R êáé ðåñéÝ÷åé ôï y. ÅðïìÝíùò

õðÜñ÷åé � > 0 ôÝôïéï þóôå (y − �; y + �) ⊂ U
′
. ÅðéðëÝïí, ãíùñßæïõìå üôé õðÜñ÷åé

áêïëïõèßá ñçôþí (qn)n∈N ç ïðïßá óõãêëßíåé óôï x − y, Üñá ãéá ôï ðáñáðÜíù �

õðÜñ÷åé n0 ∈ N ôÝôïéï þóôå ∀n > n0 éó÷ýåé üôé |(x− y)− qn| < �. Ïðüôå Ý÷ïõìå:

|(x− y)− qn0 | < �⇒ |(x− qn0)− y| < �⇒ y − � < x− qn0 < y + �

⇒ x− qn0 ∈ (y − �; y + �) ⊂ U
′ ⇒ [x− qn0 ] ∈ U ⇒ [x] ∈ U

äéüôé [x] = [x− qn0 ] êáèþò x− (x− qn0) = qn0 ∈ Q. �

14



4. Èåùñïýìå D = {(x; y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1}, êáé ïñßæïõìå ó÷Ýóç óôï D ìå

a ∼ b ⇐⇒ a; b ∈ @D ãéá êÜèå a; b ∈ D (üðïõ @D = S1).

Ôüôå ï D= ∼ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôç óöáßñá S2.

Ðñüôáóç 1.8. Áí ï ÷þñïò X åßíáé óõìðáãÞò (óõíåêôéêüò), ôüôå ï ÷þñïò X= ∼ åßíáé

åðßóçò óõìðáãÞò (óõíåêôéêüò).

Aðüäåéîç. Ç áðåéêüíéóç ðñïâïëÞ p : X → X= ∼, åßíáé óõíå÷Þò êáé åðß. Ãíùñßæïõìå

üôé åéêüíá óõìðáãïýò (óõíåêôéêïý) ÷þñïõ ìÝóù óõíå÷ïýò áðåéêüíéóçò åßíáé óõìðáãÞò

(óõíåêôéêüò) ÷þñïò, åðïìÝíùò áöïý X åßíáé óõìðáãÞò (óõíåêôéêüò), êáé ï X= ∼ åßíáé

óõìðáãÞò (óõíåêôéêüò). �

Ïñéóìüò 1.13. ¸óôù A õðïóýíïëï åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ X êáé ∼ ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò

óôïí X.

1. Ï êïñåóìüò( saturation) ôïõ A ùò ðñïò ôç ó÷Ýóç ∼ åßíáé ôï óýíïëï

Â = {x ∈ X=∃a ∈ A : x ∼ a}

Áí éó÷ýåé üôé Â = A, ôüôå ôï óýíïëï A ëÝãåôáé êïñåóìÝíï.

2. Ç ó÷Ýóç ∼ ëÝãåôáé êëåéóôÞ áí ãéá êÜèå A ⊂ X êëåéóôü, ôï Â åßíáé åðßóçò

êëåéóôü.

3. ¸íáò ÷þñïò Hausdor�, X, ëÝãåôáé öõóéïëïãéêüò (normal) áí ãéá êÜèå K1; K2

îÝíá êáé êëåéóôÜ õðïóýíïëá ôïõ X, õðÜñ÷ïõí A1; A2 îÝíá êáé áíïéêôÜ õðïóýíïëá

ôïõ X, ôÝôïéá þóôå K1 ⊂ A1; K2 ⊂ A2.

¢óêçóç 1.7. Áí ôï A åßíáé êïñåóìÝíï êáé áíïéêôü, äåßîôå üôé ôï p(A) åßíáé áíïéêôü

õðïóýíïëï ôïõ X= ∼.

Ðñüôáóç 1.9. ¸óôù X normal ÷þñïò êáé ∼ ìéá êëåéóôÞ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X.

Ôüôå ï X= ∼ åßíáé Hausdor�(normal).

Aðüäåéîç. ¸óôù [a]; [b] ∈ X= ∼. Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷ïõí K;H îÝíá êáé áíïéêôÜ

õðïóýíïëá ôïõ X= ∼ ôÝôïéá þóôå [a] ∈ K; [b] ∈ H. Ôá [a]; [b] åßíáé êëåéóôÜ õðïóýíïëá

ôïõ X äéüôé åßíáé ïé êïñåóìïß ôùí êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïõ X, {a}; {b} áíôßóôïé÷á, ùò
ðñïò ìéá êëåéóôÞ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. Ôþñá, áöïý ï X åéíáé normal êáé ôá [a]; [b] ⊂ X

åßíáé êëåéóôÜ, Ýðåôáé üôé õðÜñ÷ïõí U; V ⊂ X îÝíá áíïéêôÜ, ôÝôïéá þóôå [a] ⊂ U; [b] ⊂ V .

Èåùñïýìå ôï óýíïëï A = X r U , ôï ïðïßï åßíáé êëåéóôü áöïý ôï U åßíáé áíïéêôü,

êáé ðáßñíïõìå ôïí êïñåóìü ôïõ, Â. Ôüôå ôï óýíïëï Â åßíáé êëåéóôï, Üñá ôï K =
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p(X r Â) åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X= ∼. ÅðéðëÝïí Ý÷ïõìå üôé [a] ∈ p(X r Â).

ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá ôï [b] êáé ðáßñíïõìå B = X r V êáé ôåëéêÜ

H = p(X r B̂) ìå [b] ∈ H êáé H ⊂ X= ∼ áíïéêôü. ÔÝëïò ôá óýíïëá K;H åßíáé îÝíá

êáèþò K ⊂ U;H ⊂ V , U ∩ V = ∅ êáé ôá X r Â;X r B̂ åßíáé êïñåóìÝíá. ¼ìïéá

áðïäåéêíýïõìå üôé ï X= ∼ åßíáé normal. �

ÐáñÜäåéãìá 1.9. ¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé A ⊂ X êëåéóôü. Ïñßæïõìå óôïí X

ôç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò: a ∼ b ⇐⇒ a; b ∈ A.
Ïñßæïõìå X=A = X= ∼. Ðáñáôçñïýìå üôé áí ï X åßíáé normal, ôüôå êáé ï X= ∼

åßíáé normal.

Ðñüôáóç 1.10. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé, f : X → Y óõíå÷Þò áðåéêüíéóç êáé

∼ ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X. Áí f(x1) = f(x2);∀x1; x2 ∈ X ìå x1 ∼ x2, ôüôå ç

áðåéêüíéóç f̄ : X=∼→ Y , üðïõ f̄([x]) = f(x), åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç êáé óõíå÷Þò.

Aðüäåéîç. Ôï üôé ç f̄ åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç åßíáé ðñïöáíÝò. Ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò f̄ ,

Ýóôù U ⊂ Y áíïéêôü, ôüôå f̄−1(U) ⊂ X= ∼ êáé p−1(f̄−1(U)) = f−1(U). Ôï f−1(U)

åßíáé áíïéêôü áöïý ç f åßíáé óõíå÷Þò êáé ôï U åßíáé áíïéêôü. ÅðïìÝíùò ôï f̄−1(U) åßíáé

áíïéêôü, Üñá ç f̄ åßíáé óõíå÷Þò. �

ÐáñÜäåéãìá 1.10. 1. Ìéá Üëëç áðüäåéîç ãéá ôï üôé ï ÷þñïò [0; 1]=0 ∼ 1 ðïõ ïñßæåôáé

óôï ÐáñÜäåéãìá 1.8.2 åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôçí S1 åßíáé ç åîÞò :

Ïñßæïõìå f : [0; 1] → S1 ìå f(x) = ei2�x. Ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé åðß, óõíå÷Þò

êáé éó÷ýåé üôé f(0) = f(1). ¢ñá ç f̄ åßíáé óõíå÷Þò êáé 1-1 êáé áöïý ïé [0; 1]=0 ∼ 1,

S1 åßíáé óõìðáãåßò, Ýðåôáé üôé ç f̄ åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

2. Ìéá Üëëç áðüäåéîç ãéá ôï üôé o D= ∼= D=@D ðïõ ïñßæåôáé óôï ÐáñÜäåéãìá 4

åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôçí S2 åßíáé ç åîÞò :

¸÷ïõìå äåß üôé S2 r {N} ∼ R2 ∼ D̊ (áðü ôá Ðáñáäåßãìáôá 2).

¸óôù ëïéðüí f̂ : D̊ → S2 r {N} Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò. Ïñßæïõìå f : D → S2 ùò

åîÞò :

f(x) =

{
f̂(x) , áí x ∈ D̊
N , áí x ∈ @D

Ãéá êÜèå x; y ∈ @D Ý÷ïõìå f(x) = f(y) = N , åðéðëÝïí ç f åßíáé óõíå÷Þò êáé åðß,

åíþ ïé D;S2 åßíáé óõìðáãåßò, Üñá ç f̄ : D=@D → S2 åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

¼ìïéá äåß÷íïõìå üôé Dn=@Dn ∼ Sn.
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3. ¸óôù X = S1 × I êáé A = S1 × 1, ôüôå éó÷ýåé üôé X=A ∼ D2. ÐñÜãìáôé ï

X åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôïí äáêôýëéï C = {−→x ∈ R2 | 1
2
6 |−→x | 6 1} êáé

A = {−→x ∈ R2 | |−→x | = 1
2
}. Ïñßæïõìå

f : C → D2 ìå f(−→x ) = 2(|−→x | − 1

2
)−→x

Ç f åßíáé óõíå÷Þò áðåéêüíéóç êáé f(−→x ) = 0 , ∀−→x ∈ A , Üñá ïñßæåôáé ç f̄ :

C=A → D2 êáé åßíáé óõíå÷Þò. ÅðéðëÝïí ç f̄ åßíáé 1-1 êáé åðß, åðïìÝíùò åßíáé

ïìïéïìïñöéóìüò êáé C=A ∼ D2.

Ïñéóìüò 1.14. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé. ¼ñßæïõìå ôçí îÝíç Ýíùóç ôùí X; Y ùò

ôï óýíïëï XtY = X×{0}∪Y×{1}, ìå ôçí ðñïöáíÞ ôïðïëïãßá, äçë. ôï A×{0}∪B×{1}
åßíáé áíïé÷ôü áí êáé ìüíï áí ôá A;B åßíáé áíïé÷ôÜ.

ÐáñÜäåéãìá 1.11. ¸óôù X = Y = [0; 1], ôüôå X t Y = [0; 1] t [0; 1] êáé

Ïñéóìüò 1.15. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé Z ⊂ X êáé f : Z → Y . Ïñßæïõìå ôï

÷þñï X ∪
f
Y ìå X ∪

f
Y = X t Y=z ∼ f(z); ∀z ∈ Z

ÐáñÜäåéãìá 1.12. Èåùñïýìå i : @Dn → @Dn , ìå i(x) = x , ôüôå Ý÷ïõìå üôé

Sn = Dn ∪
i
Dn = Dn tDn=x ∼ i(x); x ∈ @Dn

Aðüäåéîç. ¸÷ïõìå

Sn = {(x1; x2; : : : ; xn+1) ∈ Rn+1 |
n+1∑
i=1

x2
i = 1}

êáé Sn = S+ ∪ S− üðïõ

S+ = {(x1; x2; : : : ; xn+1) ∈ Sn | xn+1 > 0}

S− = {(x1; x2; : : : ; xn+1) ∈ Sn | xn+1 6 0}

Ïñßæïõìå ôéò áðåéêïíßóåéò

p : S+ → Dn , ìå p((x1; x2; : : : ; xn+1)) = (x1; x2; : : : ; xn)
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êáé

q : S− → Dn , ìå q((x1; x2; : : : ; xn+1)) = (x1; x2; : : : ; xn)

Ôüôå ïé áðåéêïíßóåéò p; q åßíáé ïìïéïìïñöéóìïß, Üñá S+ ∼ Dn êáé S− ∼ Dn. ÈÝôïõìå

D1 = D2 = Dn, äçë. Dn tDn = D1 tD2 êáé ïñßæïõìå f : D1 tD2= ∼→ Sn ìå

f(x) =

{
p−1(x) , áí x ∈ D1

q−1(x) , áí x ∈ D2

Áí x ∼ y, ôüôå f(x) = f(y). ÄçëáäÞ ç áðåéêüíéóç f åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç óôïí ÷þñï

ðçëßêï. ÅðéðëÝïí ç f åßíáé 1-1, åðß êáé óõíå÷Þò Üñá ïìïéïìïñöéóìüò. �

Ïñéóìüò 1.16. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé, êáé x0 ∈ X, y0 ∈ Y . Ïñßæïõìå ôï

óöçíïåéäÝò Üèñïéóìá ôùí X; Y ìå X ∨ Y = X t Y=x0 ∼ y0.

ÐáñÜäåéãìá 1.13. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï óöçíïåéäÝò Üèñïéóìá S1 ∨ S1 åßíáé :

1.6 ÓõìðëÝãìáôá Êåëéþí

ÐñáêôéêÜ üëïé ïé ÷þñïé ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí ìðïñïýí íá ðáñáóôáèïýí óáí óõìðëÝãìáôá

êåëéþí (cell-complex, CW-complex ).

To n−êåëß, en, ïñßæåôáé ùò:

en = {(x1; x2; :::; xn) |
n∑
i=1

x2
i < 1}

äçë. ôï en åßíáé ç áíïé÷ôÞ ìïíáäéáßá ìðÜëá óôïí Rn. Ïñßæïõìå åðßóçò ôï e0 íá åßíáé Ýíá

óçìåßï.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, e1 = (−1; 1) êáé ôï e2 åßíáé ôï åóùôåñéêü ôïõ ìïíáäéáßïõ äßóêïõ D2.

Ïñéóìüò 1.17. ¸íá óýìðëåãìá êåëéþí ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ :

1. ÎåêéíÜìå ìå Ýíá äéáêñéôü óýíïëï óçìåßùí (0-êåëéþí), ôï X0.

2. ÊáôáóêåõÜæïõìå ôïí n−óêåëåôü Xn áðü ôïí (n− 1)−óêåëåôü Xn−1 £êïëëþíôáò¤

n−êåëéÜ ea ìå áðåéêïíßóåéò fa : Sn−1 → Xn−1.
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ÄçëáäÞ, èåùñïýìå ôïí ÷þñï

Xn−1 t
a∈A

Dn
a

üðïõ A Ýíá óýíïëï äåéêôþí, áðåéêïíßóåéò

fa : @Dn
a = Sn−1

a → Xn−1 , ∀a ∈ A

êáé ïñßæïõìå ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò

x ∼ fa(x) , ∀x ∈ Sn−1
a

Ï Xn åßíáé ï ÷þñïò ðçëßêï ðïõ ðñïêýðôåé :

Xn = Xn−1 t
a
Dn
a= ∼

3. Åßôå óôáìáôÜìå óå êÜðïéï n ∈ N, ïðüôå X = Xn, åßôå óõíå÷ßæïõìå åð'Üðåéñï ,

ïðüôå X = ∪
n∈N

Xn.

Áí Ý÷ïõìå Ýíá CW-complex

X = t
n∈N
a

Dn
a= ∼ = t

n;a
Dn
a= ∼

ôüôå Ý÷ïõìå ôçí áðåéêüíéóç ðñïâïëÞò

p : t
n;a
Dn
a → X

êáé óôçí ôïðïëïãßá ðçëßêï éó÷ýåé üôé

U ⊂ X áíïéêôü ⇐⇒ p−1(U) áíïéêôü

Ãéá êÜèå a Ý÷ïõìå ôéò áðåéêïíßóåéò ia : Dn
a → t

n;a
Dn
a , Ýôóé ïñßæïõìå ôçí ÷áñáêôçñéóôéêÞ

áðåéêüíéóç ôïõ êåëéïý ena ùò ôç óýíèåóç ôùí ia êáé p, äçëáäÞ :

�a : Dn
a → X ìå �a(x) = p(ia(x))

ÐáñÜäåéãìá 1.14. 1. Ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí Sn óáí CW-óýìðëåãìá ìå 2 êåëéÜ, e0

êáé en, üðïõ êïëëÜìå ôï n-êåëß óôï 0-êåëß ìå ôç óôáèåñÞ áðåéêüíéóç f : @Dn → e0

19



2. ¸íáò Üëëïò ôñüðïò íá äïýìå ôçí Sn, åßíáé ùò

Sn = Sn−1 tDn
1 tDn

2= ∼

üðïõ ç ó÷Ýóç äßíåôáé áðü ôéò áðåéêïíßóåéò fi : @Dn
i → Sn−1. Ïðüôå Ý÷ïõìå

3. Ï Êýëéíäñïò

K2 = [0; 1]× [0; 1]=(0; t) ∼ (1; t); ∀t ∈ [0; 1]

åßíáé CW-óýìðëåãìá ìå äýï 0-êåëéÜ, ôñßá 1-êåëéÜ êáé Ýíá 2-êåëß.
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ÅðáãùãéêÜ:

4. Ï torus T = S1 × S1

åßíáé CW-óýìðëåãìá ìå Ýíá 0-êåëß, äýï 1-êåëéÜ êáé Ýíá 2-êåëß.

ÅðáãùãéêÜ :

5. Ç ôáéíßá ôïõ Möbius

21



åßíáé CW-óýìðëåãìá ìå äýï 0-êåëéÜ, ôñßá 1-êåëéÜ êáé Ýíá 2-êåëß.

6. Ôï Ðñïâïëéêü åðßðåäï P 2 åßíáé CW-óýìðëåãìá ìå Ýíá 0-êåëß, Ýíá 1-êåëß êáé Ýíá

2-êåëß.
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ÊåöÜëáéï 2

ÂáóéêÝò Ýííïéåò

Ïñéóìüò 2.1. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé êáé f0; f1 óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò áðü ôïí

X óôïí Y . ËÝìå üôé ïé f0; f1 åßíáé ïìïôïðéêÝò áí õðÜñ÷åé F : X × I → Y óõíå÷Þò

áðåéêüíéóç, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå x ∈ X éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù:

F (x; 0) = f0(x)

F (x; 1) = f1(x)

Ôüôå ëÝìå üôé ç F åßíáé ìéá ïìïôïðßá ðïõ åíþíåé ôéò f0; f1 êáé ãñÜöïõìå f0 ' f1.

ÐáñáôÞñçóç 2.1. Ç ó÷Ýóç ' åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

Aðüäåéîç.

• Ðñïöáíþò f0 ' f0

• ¸óôù f0 ' f1, èÝôïõìå G(x; t) = F (x; 1 − t), ôüôå Ý÷ïõìå G(x; 0) = F (x; 1) =

f1(x), G(x; 1) = F (x; 0) = f0(x) Üñá f1 ' f0.

• ¸óôù f0 ' f1 êáé f1 ' f2 ìå ïìïôïðßåò F1; F2 áíôßóôïé÷á, èÝôïõìå

G(x; t) =

{
F1(x; 2t) , áí 0 6 t 6 1

2

F2(x; 2t− 1) , áí 1
2
6 t 6 1

ôüôå Ý÷ïõìåG(x; 0) = F1(x; 0) = f0(x) êáéG(x; 1) = F2(x; 1) = f2(x), Üñá f0 ' f2.

�

Èá óõìâïëßæïõìå ìå ft(x) ôï F (x; t).
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ÐáñÜäåéãìá 2.1. ¸óôù Y óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, Dn ï n-äßóêïò

êáé g : Dn → Y ç óôáèåñÞ áðåéêüíéóç ìå g(x) = y0;∀x ∈ Dn, ãéá êÜðïéï y0 ∈ Y . Áí

f : Dn → Y óõíå÷Þò áðåéêüíéóç, ôüôå f ' g.

Aðüäåéîç. ¸óôù x ∈ Dn, ïñßæïõìå

ft(x) = f((1− t)x); t ∈ [0; 1]

äçëáäÞ

F (x; t) = f((1− t)x)

Ôüôå, f0(x) = f(x); f1(x) = f(0) ïðüôå f ' f1 üðïõ f1(x) = f(0) ç óôáèåñÞ áðåéêüíéóç.

Ï ÷þñïò Y åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, Üñá õðÜñ÷åé p : [0; 1] → Y ôÝôïéï þóôå

p(0) = f(0) êáé p(1) = y0.

Ïñßæïõìå G : Dn × I → Y ìå G(x; t) = p(t). Ç G åßíáé ïìïôïðßá áðü ôçí f1 óôçí g,

Üñá Ý÷ïõìå üôé f ' f1; f1 ' g êáé åðïìÝíùò f ' g. �

Ïñéóìüò 2.2. Ìßá óõóôÝëëïõóá ðáñáìüñöùóç ôïõ X óôï A ⊂ X åßíáé ìßá áðåéêüíéóç

F : X × I → X ôÝôïéá þóôå

F (x; 0) = x , ∀x ∈ X

F (x; 1) ∈ A , ∀x ∈ X

F (a; t) = a , ∀a ∈ A; ∀t ∈ I

Ôüôå ëÝìå üôé ï A åßíáé óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ X.

ÐáñÜäåéãìá 2.2. 1. Èåùñïýìå ôï äáêôýëéï R = {rei� | 1 6 r 6 2} , A = {ei�} ⊂ R

êáé F : R × I → R ìå F (rei�; t) = (t + (1 − t)r)ei�. Ôüôå Ý÷ïõìå : F (rei�; 0) =

rei�; F (rei�; 1) = ei� ∈ A; F (ei�; t) = ei� ¢ñá ç F åßíáé ìßá óõóôÝëëïõóá ðáñáìüñöùóç

ôïõ R óôï A.

¸÷ïõìå ôéò óõóôïëÝò ðáñáìüñöùóçò:
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2.

3.

Ïñéóìüò 2.3. ¸óôù A ⊂ X. Ìßá óõóôïëÞ (retraction) ôïõ X óôïí A åßíáé ìßá

áðåéêüíéóç r : X → A, ôÝôïéá þóôå r(a) = a , ∀a ∈ A.

ÐáñáôÞñçóç 2.2. ¢í x0 ∈ X, ôüôå ç óôáèåñÞ áðåéêüíéóç r : X → {x0} åßíáé ìßá

óõóôïëÞ.

Áí X = S1, èá äåßîïõìå áñãüôåñá üôé äåí õðÜñ÷åé óõóôÝëëïõóá ðáñáìüñöùóç ôïõ X

óå óçìåßï.

Ïñéóìüò 2.4. Ìßá áðåéêüíéóç f : X → Y åßíáé ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá áí õðÜñ÷åé

g : Y → X ôÝôïéá þóôå f ◦ g ' 1Y , g ◦ f ' 1X (üðïõ 1X ; 1Y ïé ôáõôïôéêÝò áðåéêïíßóåéò

ôùí X; Y áíôßóôïé÷á).

Ïñéóìüò 2.5. Áí õðÜñ÷åé ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá f : X → Y , ëÝìå üôé ïé X; Y åßíáé

ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïé (ëÝìå åðßóçò üôé ïé X; Y Ý÷ïõí ôïí ßäéï ôýðï ïìïôïðßáò Þ üôé

åßíáé ïìïôïðéêïß).

ÐáñáôÞñçóç 2.3. Ç ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.
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ÐáñáôÞñçóç 2.4. Ï n-äßóêïò Dn åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïò ìå Ýíá óçìåßï.

Aðüäåéîç. Èåùñïýìå ôç óôáèåñÞ áðåéêüíçóç f : Dn → {P} êáé ôçí áðåéêüíçóç g :

{P} → Dn ìå g(P ) = 0. Ôüôå Ý÷ïõìå üôé f ◦ g = 1{P} êáé g ◦ f(Dn) = {0}. Áðü ôï

ðáñÜäåéãìá 2.1 Ý÷ïõìå üôé g ◦ f ' 1Dn , Üñá ï Dn åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïò ìå óçìåßï.

�

Ðñüôáóç 2.1. Áí A ⊂ X åßíáé óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ X, ôüôå ïé A;X åßíáé

ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïé.

Aðüäåéîç. ¸÷ïõìå ôçí åìöýôåõóç i : A ,→ X êáé ôéò áðåéêïíßóåéò F : X × I → A

, r : X → A , ìå r(x) = F (x; 1) , r ◦ i = 1Á , i ◦ r : X → X ìå i ◦ r(x) = F (x; 1) ,

1X = F (x; 0) ' F (x; 1). �

Ïñéóìüò 2.6. ËÝìå üôé ï ÷þñïò X åßíáé óõóôáëôüò ( contractible) áí ï X åßíáé

ïìïôïðéêüò ìå óçìåßï.

ÐáñÜäåéãìá 2.3. 1. Áðü ôá ðñïçãïýìåíá Ý÷ïõìå üôé ï Dn åßíáé óõóôáëôüò.

2. Ï R åßíáé óõóôáëôüò.

Aðüäåéîç. ¸÷ïõìå ôçí óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò:

F : R× I → {0} , F (x; t) = (1− t)x

�

3. Áí Ý÷ïõìå ôïí ðáñáêÜôù ÷þñï X

äýï óõóôÝëïõóåò ðáñáìïñöþóåéò ôïõ åßíáé ïé ðáñáêÜôù Y êáé Z

¢ñá ïé Y; Z åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïé.
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Éó÷ýåé ôï èåþñçìá:

Èåþñçìá 2.1. ¸óôù X; Y ôïðïëïãéêïß ÷þñïé. Ïé X; Y åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïé áí

êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ÷þñïò Z, ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïõò X; Y , ôÝôïéïò þóôå ïé X; Y íá åßíáé

óõóôïëÝò ðáñáìüñöùóçò ôïõ Z.

ÐáñÜäåéãìá 2.4. Ï ÷þñïò ðçëßêï S2=x ∼ y, üðïõ x; y ∈ S2, åßíáé ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìïò

ìå ôï óöçíïåéäÝò Üèñïéóìá S2 ∨ S1.
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ÊåöÜëáéï 3

Ç Èåìåëéþäçò ïìÜäá

3.1 Ïñéóìüò

¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé I = [0; 1].

Ïñéóìüò 3.1. ¸íá ìïíïðÜôé óôïí X åßíáé ìßá óõíå÷Þò áðåéêüíéóç f : I → X.

Ìßá ïìïôïðßá ìïíïðáôéþí óôïí X åßíáé ìßá ïéêïãÝíåéá ft : I → X, t ∈ [0; 1],

ôÝôïéá þóôå

1. Ôá Üêñá ft(0) = x0; ft(1) = x1 åßíáé áíåîÜñôçôá áðü ôï t.

2. Ç áðåéêüíéóç F : I × I → X üðïõ F (s; t) = ft(s) åßíáé óõíå÷Þò.

Áí ôá ìïíïðÜôéá f0; f1 óõíäÝïíôáé ì' áõôüí ôïí ôñüðï ìå ìßá ïìïôïðßá, ëÝìå üôé åßíáé

ïìïôïðéêÜ êáé ãñÜöïõìå f0 ' f1

Ðñüôáóç 3.1. Ç ó÷Ýóç ïìïôïðßáò ìïíïðáôéþí ìå óôáèåñÜ Üêñá åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

Aðüäåéîç. Ðñïöáíþò åßíáé áõôïðáèÞò, èåùñïýìå ft = f; ∀t ∈ [0; 1].

¸óôù f0 ' f1 ìå ôçí ft, ôüôå f1 ' f0 ìå ôçí f1−t, Üñá åßíáé óõììåôñéêÞ.

¸óôù f ' g ìå ôçí F êáé g ' h ìå ôçí G, ôüôå f ' h ìå ôçí

Ç(s; t) =

{
F (s; 2t) , áí t ∈ [0; 1

2
]

G(s; 2t− 1) , áí t ∈ [1
2
; 1]

¢ñá ç ó÷Ýóç ïìïôïðßáò ìïíïðáôéþí ìå óôáèåñÜ Üêñá åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. �

Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò åíüò ìïíïðáôéïý f óõìâïëßæåôáé ìå [f ].
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Áí f; g ìïíïðÜôéá ìå f(1) = g(0), ïñßæïõìå ôç óýíèåóç (ãéíüìåíï) ôùí ìïíïðáôéþí

ìå

f · g(s) =

{
f(2s) , áí s ∈ [0; 1

2
]

g(2s− 1) , áí s ∈ [1
2
; 1]

Ç ðñÜîç áõôÞ åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç óå êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ìïíïðáôéþí. ÐñÜãìáôé áí

f0 ' f1 êáé g0 ' g1 , ôüôå f0 · g0 ' f1 · g1 ìå ôçí ïìïôïðßá ft · gt.
ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç ìïíïðáôéþí áðïôåëïýí ôá ìïíïðÜôéá f : I → X ìå f(0) = f(1) =

x0. Ôá ìïíïðÜôéá áõôÜ ïíïìÜæïíôáé âñüã÷ïé(loops) êáé ôï x0 ëÝãåôáé óçìåßï óôÞñéîçò

Þ âÜóç(base point).

Ïñéóìüò 3.2. Ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ôùí âñüã÷ùí óôïí X, ìå óçìåßï

óôÞñéîçò ôï x0, óõìâïëßæåôáé ìå �1(X; x0).

Ðñüôáóç 3.2. Ôï óýíïëï �1(X; x0) åßíáé ïìÜäá ìå ðñÜîç ôï ãéíüìåíï [f ][g] = [f · g],

üðïõ f; g âñüã÷ïé óôïí X ìå óçìåßï óôÞñéîçò ôï x0.

ÁõôÞ ç ïìÜäá ïíïìÜæåôáé èåìåëéþäçò ïìÜäá ôïõ X óôï x0.

Aðüäåéîç. Ôï ãéíüìåíï f · g, üðïõ [f ]; [g] ∈ �1(X; x0), ïñßæåôáé êáé åîáñôÜôáé ìüíï áðü

ôéò êëÜóåéò ïìïôïðßáò ôùí f; g.

Èá äåßîïõìå ôá áêüëïõèá :

1. Ç ðñÜîç åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, äçëáäÞ áí [f ]; [g]; [h] ∈ �1(X; x0), ôüôå

[(f · g) · h] = [f · (g · h)]

2. ÕðÜñ÷åé ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôçò ðñÜîçò êáé áõôü åßíáé ç óôáèåñÞ áðåéêüíéóç:

c : I → X ìå c(t) = x0 , ∀t ∈ I

3. ÕðÜñ÷åé áíôßóôñïöï ãéá êÜèå [f ] ∈ �1(X; x0) êáé áõôü åßíáé ç êëÜóç ôçò áðåéêüíéóçò:

f̄ : I → X ìå f̄(s) = f(1− s) , ∀s ∈ I

Ðñéí áðïäåßîïõìå ôá ðáñáðÜíù äéáôõðþíïõìå ôïí ðáñáêÜôù éó÷õñéóìü:

¸óôù ' : I → I ôÝôïéá þóôå '(0) = 0 , '(1) = 1.

Áí [f ] ∈ �1(X; x0) , ç áðåéêüíéóç f ◦ ' ëÝãåôáé áíáðáñáìÝôñçóç ôçò f .

Éó÷õñéæüìáóôå üôé f ◦ ' ' f , äçëáäÞ [f ◦ '] = [f ].
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Áðüäåéîç ôïõ éó÷õñéóìïý:

Ïñßæïõìå ïìïôïðßá

't(s) = (1− t)'(s) + ts , t; s ∈ I

ôüôå '0(s) = '(s); '1(s) = s êáé ç áðåéêüíéóç f ◦ 't åßíáé ïìïôïðßá áðü ôçí f ◦ ' óôçí

f . Ïðüôå ðñÜãìáôé [f ◦ '] = [f ].

Óõíå÷ßæïõìå ìå ôçí áðüäåéîç ôùí 1,2,3 :

1. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ãéíïìÝíïõ ìïíïðáôéþí ðñïêýðôåé üôé ç (f ·g)·h åßíáé áíáðáñáìÝôñçóç
ôçò f · (g · h) êáé åðïìÝíùò [(f · g) · h] = [f · (g · h)].

2. Ãéá êÜèå f ∈ �1(X; x0), ôï ìïíïðÜôé f åßíáé áíáðáñáìÝôñçóç ôùí f ◦ c; c ◦ f , Üñá
[f ] = [f ◦ c] = [c ◦ f ].

3. Ïñßæïõìå :

ft(s) = f((1− t)s) , ïðüôå f0 = f; f1 = c = f(0)

êáé

f̄t(s) = f̄(t+ (1− t)s) , ïðüôå f̄0 = f̄ ; f̄1 = c = f̄(1) = f(0)

Ç ft · f̄t åßíáé ïìïôïðßá áðü ôçí f · f̄ óôçí c êáèþò f0 · f̄0 = f · f̄ êáé f1 · f̄1 = c.

ÅðéðëÝïí éó÷ýåé üôé ft · f̄t(0) = ft · f̄t(1) = x0, äçëáäÞ ft · f̄t ∈ �1(X; x0).

�

Éóïäýíáìá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí �1(X; x0) èåùñþíôáò áðåéêïíßóåéò

f : (S1; P )→ (X; x0)

äçëáäÞ áðåéêïíßóåéò

f : S1 → X ôÝôïéåò þóôå f(P ) = x0

êáé ïìïôïðßåò ôçò ìïñöÞò:

ft : S1 → X ìå ft(P ) = x0;∀t ∈ I

Ç �1(X; x0) ïñßæåôáé ôüôå ùò êëÜóåéò ïìïôïðßáò ôùí áðåéêïíßóåùí f : (S1; P )→ (X; x0).

Åßíáé öõóéêü íá ñùôÞóåé êáíåßò ðùò åîáñôÜôáé ç �1(X; x0) áðü ôï x0.

Áò èåùñÞóïõìå Ýíá ôïðïëïãéêü ÷þñï X ï ïðïßïò åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá. ¸óôù

x1 ∈ X, h ìïíïðÜôé áðü ôï x0 óôï x1 êáé h̄ ìïíïðÜôé áðü ôï x1 óôï x0 ìå h̄(s) =

h(1− s);∀s ∈ I. Ôüôå, áí f âñüã÷ïò ìå âÜóç ôï x1, Ý÷ïõìå üôé ôï ìïíïðÜôé h · f · h̄ åßíáé

âñüã÷ïò ìå âÜóç ôï x0.
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Ðñüôáóç 3.3. Ìå ôá ðáñáðÜíù äåäïìÝíá, ç áðåéêüíéóç

�h : �1(X; x1)→ �1(x; x0)

ðïõ ïñßæåôáé ìå :

�h([f ]) = [h · f · h̄]

åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Aðüäåéîç.

1. Ç �h åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç, êáèþò áí ft åßíáé ïìïôïðßá, ôüôå ç h·ft ·h̄ åßíáé ïìïôïðßá.

2. Ç �h åßíáé ïìïìïñöéóìüò, êáèþò áí [f ]; [g] ∈ �1(X; x1) ôüôå

�h([f · g]) = [h · f · g · h̄] = [h · f · h̄ · h · g · h̄] = [h · f · h̄][h · g · h̄] = �h([f ])�h([g])

3. ÔÝëïò, ç �h̄ åßíáé ç áíôßóôñïöç ôçò �h.

Áðü ôá ðáñáðÜíù Ýðåôáé üôé ç �h åßíáé éóïìïñöéóìüò. �

Ðüñéóìá 3.1. Áí ï X åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, ç �1(X; x0) äåí åîáñôÜôáé áðü ôï

x0. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áíôß ãéá �1(X; x0) ãñÜöïõìå �1(X).

Ïñéóìüò 3.3. ¸óôù X óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá. ËÝìå üôé ï × åßíáé áðëÜ óõíåêôéêüò

áí �1(X) = {e}.

Ðñüôáóç 3.4. Ï X åßíáé áðëÜ óõíåêôéêüò áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå äýï óçìåßá ôïõ X

õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ êëÜóç ïìïôïðßáò ìïíïðáôéþí ðïõ ôá óõíäÝåé.

Aðüäåéîç. ¸óôù üôé ï X åßíáé áðëÜ óõíåêôéêüò, äçëáäÞ �1(X) = {e}. ¸óôù a; b ∈ X
êáé p1; p2 ìïíïðÜôéá ðïõ óõíäÝïõí ôá a, b.

¸÷ïõìå üôé

p1 ' p1 · p̄2 · p2 ' p2

¢ñá [p1] = [p2] ãéá ïðïéáäÞðïôå ìïíïðÜôéá p1; p2 ðïõ óõíäÝïõí ôá a; b.

Ôï áíôßóôñïöï åßíáé ðñïöáíÝò. �
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ÐáñÜäåéãìá 3.1. Áí X êõñôü õðïóýíïëï ôïõ Rn, ôüôå �1(X) = {e}.

Aðüäåéîç. ¸óôù f âñüã÷ïò óôï X ìå f(0) = f(1) = x0.

Ïñßæïõìå

ft(x) = (1− t)f(x) + tx0

Ç ft åßíáé ïìïôïðßá áðü ôï f óôï x0, êáèþò f0 = f êáé f1 = x0.

ÅðïìÝíùò [f ] = [x0], Üñá �1(X) = {e}. �

3.2 Èåìåëéþäçò ïìÜäá ôïõ êýêëïõ

Ïñéóìüò 3.4. ¸óôù p : E → B áðåéêüíéóç. Áí f : X → B áðåéêüíéóç, ìßá áíýøùóç

ôçò f óôï E åßíáé ìßá áðåéêüíéóç f̃ : X → E ôÝôïéá þóôå p ◦ f̃ = f

E

p

��
X

f̃
>>}

}
}

} f // B

Èåþñçìá 3.1. Ç èåìåëéþäçò ïìÜäá ôïõ êýêëïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ôï Z, äçëáäÞ

�1(S1) ' Z

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò èá ÷ñåéáóôïýìå ìåñéêÜ ëÞììáôá.

ËÞììá 3.1. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç:

p : R→ S1 , üðïõ p(x) = (cos(2�x); sin(2�x))

¸óôù f : I → S1 Ýíá ìïíïðÜôé ìå f(0) = x0 êáé x̃0 ∈ p−1(x0).

Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ f̃ : I → R ôÝôïéá þóôå p ◦ f̃ = f êáé f̃(0) = x̃0.

Aðüäåéîç. ¸óôù U; V áíïéêôÜ, óõíåêôéêÜ ãíÞóéá õðïóýíïëá ôçò S1, ôÝôïéá þóôå

U ∪ V = S1 êáé (1; 0); (−1; 0) ∈ U ∩ V . Ãéá ðáñÜäåéãìá ðáßñíïõìå U = S1 r {N} ,
V = S1 r {S}.
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Ôï ìïíïðÜôé f åßíáé ïìïéüìïñöá óõíå÷Ýò, êáèþò ôï I åßíáé óõìðáãÝò, Üñá õðÜñ÷åé n ∈ N
ôÝôïéï þóôå áí x; y ∈ I ìå d(x; y) < 1

n
, éó÷ýåé üôé d(f(x); f(y)) < 1

4
. ÅðïìÝíùò åßôå

f(x); f(y) ∈ U åßôå f(x); f(y) ∈ V .
Èåùñïýìå ôçí ðáñáêÜôù äéáìÝñéóç ôïõ [0; 1]:

0 = s0 < s1 =
1

n
< · · · < sn−1 =

n− 1

n
< sn = 1

Ôüôå, áöïý si − si−1 = 1
n
, Ý÷ïõìå üôé f([s0; s1]) ⊂ U Þ f([s0; s1]) ⊂ V . Áò ðïýìå üôé

f([s0; s1]) ⊂ U . ¸óôù Ũ0 ç óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá (ôï äéÜóôçìá) ôïõ p
−1(U) ðïõ ðåñéÝ÷åé

ôï x̃0.

Ôüôå ç p ðåñéïñéóìÝíç óôï Ũ0, p|
Ũ0
, åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò êáé f([s0; s1]) ⊂ U . ¢ñá

ãéá ôçí f̃ ðïõ øÜ÷íïõìå èá éó÷ýåé üôé f̃([s0; s1]) ⊂ Ũ0, áöïý ôï f̃([s0; s1]) åßíáé Ýíá

óõíåêôéêü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï p−1(U) êáé ðåñéÝ÷åé ôï f(s0) = f(0) = x̃0. ¸ôóé,

ãéá x ∈ [s0; s1] èá Ý÷ïõìå üôé f̃(x) ∈ Ũ0. ÁëëÜ óôï Ũ0 ç p åßíáé 1− 1, ïðüôå

p ◦ f̃(x) = f(x) ⇐⇒ f̃(x) = p−1(f(x))

Ïñßæïõìå ëïéðüí ôçí f̃ áñ÷éêÜ óôï äéÜóôçìá [s0; s1], ùò f̃(x) = p−1(f(x)). Ðáñáôçñïýìå

üôé ç f ïñßæåôáé ìå ìïíáäéêü ôñüðï ó' áõôü ôï äéÜóôçìá.

Óõíå÷ßæïõìå åðáãùãéêÜ :

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí f̃ óôï äéÜóôçìá [0; sk] êáé üôé [sk; sk+1] ⊂ V . ¸óôù Ṽk ç

óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ p−1(V ) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï f̃k(sk), ïñßæïõìå f̃(x) = p−1(f(x)) ãéá

êÜèå x ∈ [sk; sk+1], üðïõ ç p åßíáé ðåñéïñéóìÝíç óôï Ṽk êáé Üñá 1− 1.

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò, ç f̃ åßíáé óõíå÷Þò, éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç p ◦ f̃(x) = f(x);∀x ∈ [0; 1]

êáé åßíáé ìïíáäéêÞ. �

ËÞììá 3.2. ¸óôù p : R → S1, p(x) = (cos(2�x); sin(2�x)) êáé F : I × I → S1

áðåéêüíéóç ìå F (0; 0) = x0. Áí x̃0 ∈ R ôÝôïéï þóôå p(x̃0) = x0, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ

áíýøùóç F̃ : I × I → R ôÝôïéá þóôå F̃ (0; 0) = x̃0.

Aðüäåéîç. Áðü ôï ëÞììá 3.1 Ý÷ïõìå üôé ç F åðåêôåßíåôáé ìå ìïíáäéêü ôñüðï óôï I×{0}.
Èåùñïýìå ôçí ßäéá êÜëõøç ôçò S1 üðùò óôï ëÞììá 3.1, S1 = U∪V . Èåùñïýìå äéáìåñßóåéò
ôïõ I:

0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1
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0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1

ôÝôïéåò þóôå

F ([ti; ti+1]× [sj; sj+1]) ⊂ U Þ óôï V , ãéá i; j = 1; 2; : : : ; n

Ç F åßíáé ïìïéüìïñöá óõíå÷Þò, Üñá õðÜñ÷åé ôÝôïéá äéáìÝñéóç.

Ïñßæïõìå ôçí F̃ åðáãùãéêÜ :

Áò ðïýìå üôé F ([t0; t1] × [s0; s1]) ⊂ U . Ôï F̃ ([t0; t1] × [s0; s1]) åßíáé óõíåêôéêü, Üñá èá

ðåñéÝ÷åôáé óå ìßá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá Ũ00 ôïõ p
−1(U). Ç F̃|[0;t0]×{0} Ý÷åé Þäç ïñéóôåß(áðü

ôï ëÞììá 3.1).

Ïñßæïõìå ôçí F̃ óôï [t0; t1]× [s0; s1] ìå

F̃ (x; y) = p−1(F (x; y))

üðïõ ç p åßíáé ðåñéïñéóìÝíç óôï Ũ00.

Óõíå÷ßæïõìå ìå ôïí ßäéï ôñüðï óå üëá ôá äéáóôÞìáôá [ti; ti+1] × [sj; sj+1] êáé ôåëéêÜ

ïñßæïõìå, ôç æçôïýìåíç F̃ . Ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôïí ôñüðï ðïõ ïñßóáìå ôçí F̃ Ýðåôáé üôé

åßíáé ìïíáäéêÞ.

�

Ìðïñïýìå ôþñá íá åðáíáäéáôõðþóïõìå êáé íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá 3.1:

Èåþñçìá 3.2. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç  : Z → �1(S1; x0), ìå  (n) = [!n(s)] , üðïõ

!n : I → S1 åßíáé âñüã÷ïò óôçí S1 ìå !n(s) = (cos(2�ns); sin(2�ns)) , ∀s ∈ I (êáé

óçìåßï óôÞñéîçò ôï x0 = (1; 0)).

Ç áðåéêüíéóç  åßíáé éóïìïñöéóìüò, Üñá �1(S1) ' Z.

Aðüäåéîç.

1. Ç  åßíáé åðß.

¸óôù 
 ∈ �1(S1; x0), ôüôå õðÜñ÷åé 
̃ : I → R áíýøùóç ôïõ 
, ìå 
̃(0) = 0; 
̃(1) = n

ãéá êÜðïéï n ∈ Z (äéüôé p−1(1; 0) = Z).

Éó÷õñéæüìáóôå üôé 
̃ ' !̃n üðïõ !̃n(s) = ns.

ÐñÜãìáôé, ïñßæïõìå

F̃ (s; t) = (1− t)
̃(s) + t!̃n(s)

¸÷ïõìå F̃ (s; 0) = 
̃(s) êáé F̃ (s; 1) = !̃n(s). Ç áðåéêüíéóç p ◦ F̃ åßíáé ïìïôïðßá

áíÜìåóá óôï 
 êáé ôï !n, Üñá [
] ∈ im( ).

2. Ç  åßíáé ïìïìïñöéóìüò.

Ãéá n;m ∈ Z Ý÷ïõìå:

 (n+m) = [!n+m(s)] = [(cos(2�(n+m)s); sin(2�(n+m)s))]
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ÁëëÜ, áí ôá n;m Ý÷ïõí ôï éäéï ðñüóçìï, ôï ìïíïðÜôé !n(s)·!m(s) åßíáé áíáðáñáìÝôñçóç

ôïõ !n+m(s), Üñá  (n) ·  (m) =  (n+m).

Áí ôá n;m äåí Ý÷ïõí ôï ßäéï ðñüóçìï, ðáñáôçñïýìå üôé  (n) ·  (m) '  (n + m)

áöïý ôá !n(s) ·!m(s) êáé !n+m(s) áíõøþíïíôáé êáé ôá äýï óå ìïíïðÜôéá óôï R ìå

Üêñá ôá 0; n+m. ÅðïìÝíùò áðü ôï âÞìá 1 ôçò áðüäåéîçò åßíáé ïìïôïðéêÜ.

3. Ç  åßíáé 1− 1.

ÕðÜñ÷åé áíýøùóç !̃n ôïõ !n óôï R:

!̃n : I → R , !̃n(s) = ns

ìå x̃0 = 0 êáé p : R→ S1, ùò óõíÞèùò.

¸óôù  (n) =  (m), ïðüôå !n ' !m. ¢ñá õðÜñ÷åé ïìïôïðßá F : I×I → S1 ôÝôïéá

þóôå

F (s; 0) = !n(s) êáé F (s; 1) = !m(s)

ÅðéðëÝïí, ãéá ôçí F Ý÷ïõìå üôé

F (0; 0) = (1; 0) êáé F (0; t) = F (1; t) = x0;∀t ∈ I

Áðü ôï ëÞììá 3.2 Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ áíýøùóç ôçò F , F̃ : I × I → R, ìå
F̃ (0; 0) = 0.

ÔÝëïò Ý÷ïõìå:

F̃ (s; 0) = !̃n(s) , F̃ (s; 1) = !̃m(s)

êáé

F̃ (0; t) = 0 , F̃ (1; 0) = n , F̃ (1; 1) = m

ÁëëÜ ç F̃ (1; t) åßíáé óôáèåñÞ áöïý p◦F̃ (1; t) = F (1; t) = x0 êáé ôï I åßíáé óõíåêôéêü.

ÅðïìÝíùò F̃ (1; 0) = F̃ (1; 1)⇒ n = m êáé Üñá ç  åßíáé 1− 1.

�

Èåþñçìá 3.3. (Brouwer) ÊÜèå óõíå÷Þò áðåéêüíéóç h : D2 → D2 Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï,

äçëáäÞ õðÜñ÷åé x ∈ D2 ôÝôïéï þóôå h(x) = x.

Aðüäåéîç. ¸óôù üôé ç h äåí Ý÷åé óôáèåñü óçìåßï.

Ïñßæïõìå ìßá óõíå÷Þ áðåéêüíéóç r : D2 → S1 ôÝôïéá þóôå

r(x) = x , áí x ∈ S1

Ãéá x ∈ D2, ïñßæïõìå ôï r(x) ùò åîÞò: Åðåêôåßíïõìå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá [h(x); x] óå

çìéåõèåßá ðñïò ôï x êáé ïñßæïõìå r(x) íá åßíáé ôï óçìåßï üðïõ áõôÞ ç çìéåõèåßá ôÝìíåé
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ôçí S1. Ç áðåéêüíéóç r åßíáé óõíå÷Þò êáé ßóç ìå ôçí ôáõôïôéêÞ óôçí S1 åðïìÝíùò åßíáé

óõóôïëÞ ôçò D2 óôçí S1.

Èá äåßîïõìå üôé äåí õðÜñ÷åé óõóôïëÞ ôïõ D2 óôçí S1. ¸óôù f0 Ýíáò âñüã÷ïò óôçí S1

ìå óçìåßï óôÞñéîçò ôï x0 ∈ S1, ôüôå ôï f0 åßíáé êáé ìïíïðÜôé óôïí D2, Üñá ïìïôïðéêü,

óôïí D2, ìå ôï óôáèåñü ìïíïðÜôé. ¸÷ïõìå ëïéðüí, óôïí D2, ôçí ïìïôïðßá

ft(s) = (1− t)f0(s) + tx0

áðü ôï ìïíïðÜôé f0 óôï óôáèåñü ìïíïðÜôé x0. Ç ðáñáðÜíù áðåéêüíéóç åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç,

êáèþò ôï D2 åßíáé êõñôü óýíïëï.

Ðáñáôçñïýìå üôé, áöïý ç r åßíáé óõíå÷Þò êáé r|
S1 = idS1 , ç r ◦ ft åßíáé ïìïôïðßá áðü ôï

f0 óôï óôáèåñü ìïíïðÜôé óôçí S1. Ïðüôå �1(S1) = {e}, ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. �

Èåþñçìá 3.4. (Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôçò ¢ëãåâñáò) ÊÜèå ìç óôáèåñü ðïëõþíõìï

p(z) ìå óõíôåëåóôÝò áðü ôï C, Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ñßæá óôï C.

Aðüäåéîç. ¸óôù p(z) = zn+an−1z
n−1 + · · ·+a1z+a0. ÕðïèÝôïõìå üôé p(z) 6= 0 , ∀z ∈

C, oðüôå éó÷ýåé üôé |p(re2�i�)| 6= 0. ÈÝôïõìå :

f̄r(�) =
p(re2�i�)

|p(re2�i�)|
, ãéá � ∈ [0; 1]

ôüôå

f̄r(0) = f̄r(1) =
p(r)

|p(r)|
ÁëëÜæïõìå ëßãï ôçí f̄r þóôå ç ôéìÞ ôçò óôï 0 êáé óôï 1 íá åßíáé 1, äçëáäÞ èåùñïýìå ôçí:

fr(�) =
p(re2�i�)

|p(re2�i�)|
|p(r)|
p(r)

, ãéá � ∈ [0; 1] (∗)

Ç fr åßíáé âñüã÷ïò óôçí S
1 êáé Ý÷ïõìå

fr(0) = fr(1) = 1 , f0(�) = 1

ÂëÝðïõìå ôçí fr óáí ïìïôïðßá áðü ôï f0 = 1 óôï fr.

Ãéá áñêåôÜ ìåãÜëï r (ð.÷. áí r > 1 + |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|), áí |z| = r, Ý÷ïõìå :

|z|n = r|z|n−1

> (1 + |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|)|z|n−1

> 1|z|n−1 + |a0||z|n−1 + |a1||z|n−1 + · · ·+ |an−1||z|n−1

> |a0||z|n−1 + |a1||z|n−1 + · · ·+ |an−1||z|n−1

> |a0||z|+ |a1||z|+ · · ·+ |an−1||z|n−1

> |a0z + a1z + · · ·+ an−1z
n−1|
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ÄçëáäÞ,

|z|n > |a0z + a1z + · · ·+ an−1z
n−1|

¢ñá ãéá 0 6 t 6 1 ôï ðïëõþíõìï pt(z) = zn + t(an−1z
n−1 + · · ·+ a0) äåí Ý÷åé ñßæåò óôïí

êýêëï |z| = r.

Ç pt åßíáé ïìïôïðßá áðü ôï p1 = p óôï p0 = zn = e2�i�n. Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (∗) ôï p ìå
pt êáé êñáôþíôáò ôï r óôáèåñü åíþ ôï t ìåôáâÜëëåôáé óôï [0; 1] Ý÷ïõìå üôé fr(�) ' e2�i�n.

ÄçëáäÞ [0] = [f0] = [fr] = [e2�i�n] ∈ �1(S1), Üôïðï. �

Ðñüôáóç 3.5. Áí ïé X; Y åßíáé óõíåêôéêïß êáôÜ ôüîá, ôüôå ç �1(X×Y ) åßíáé éóüìïñöç

ìå ôï ãéíüìåíï �1(X)× �1(Y ).

Aðüäåéîç. Áí f(s) âñüã÷ïò óôïí X × Y ìå âÜóç ôï óçìåßï (x0; y0), ôüôå f(s) =

(x(s); y(s)) üðïõ x(s); y(s) âñüã÷ïé óôïõò X; Y ìå óçìåßá óôÞñéîçò ôá x0; y0 áíôßóôïé÷á.

Ïñßæïõìå :

' : �1(X × Y )→ �1(X)× �1(Y ) , ìå '([f(s)]) = ([x(s)]; [y(s)])

Ç ' åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç, áí ï âñüã÷ïò f0(s) = (x0(s); y0(s)) åßíáé ïìïôïðéêüò ìå Ýíá

âñüã÷ï f1(s) = (x1(s); y1(s)) ìÝóù ìßáò ïìïôïðßáò ft ôüôå ç ft äßíåé ïìïôïðßåò xt; yt
áíÜìåóá óôïõò âñüã÷ïõò x0; x1 êáé y0; y1 áíôßóôïé÷á.

Åðßóçò ç ' åßíáé ïìïìïñöéóìüò.

Èá äåßîïõìå üôé ç ' åßíáé 1− 1 :

¸óôù f1(s) = (x1(s); y1(s)); f2(s) = (x2(s); y2(s)) âñüã÷ïé óôï X × Y êáé '([f1]) =

'([f2]). ¸÷ïõìå ïìïôïðßåò xt; yt áðü ôï x1 óôï x2 êáé áðü ôï y1 óôï y2, áíôßóôïé÷á.

ÁëëÜ ôüôå ç (xt; yt) åßíáé ïìïôïðßá áðü ôçí f1 óôçí f2, Üñá [f1] = [f2] êáé ç ' åßíáé 1− 1.

ÔÝëïò, èá äåßîïõìå üôé ç ' åßíáé åðß :

Áí x(s); y(s) âñüã÷ïé óôïõò X; Y ìå óçìåßá óôÞñéîçò ôá x0; y0 áíôßóôïé÷á, ôüôå ôï

f(s) = (x(s); y(s)) åßíáé âñüã÷ïò óôï X × Y ìå âÜóç ôï óçìåßï (x0; y0) êáé '([f(s)]) =

([x(s)]; [y(s)]).

Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé ç ' åßíáé éóïìïñöéóìüò. �

Ðüñéóìá 3.2. Áöïý T 2 = S1 × S1 Ý÷ïõìå üôé �1(T 2) = �1(S1) × �1(S1) = Z × Z.
Ãåíéêüôåñá ãéá ôïí n-äéÜóôáôï torus T n = S1 × S1 : : : S1, Ý÷ïõìå �1(T n) = Zn.

3.3 Åðáãüìåíïé Ïìïìïñöéóìïß

¸óôù áðåéêüíéóç ' : X → Y ôÝôïéá þóôå '(x0) = y0 (óõìâïëéóìüò ' : (X; x0) →
(Y; y0)). Ôüôå ï ' åðÜãåé Ýíáí ïìïìïñöéóìü :

'? : �1(X; x0)→ �1(Y; y0) , ìå '?([f ]) = [' ◦ f ]
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Aðüäåéîç.

1. Ï '? åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò.

ÐñÜãìáôé, áí [f0] = [f1] óôçí �1(X), ôüôå õðÜñ÷åé ïìïôïðßá ft áðü ôï f0 óôï f1. Ç

óýíèåóç ' ◦ ft åßíáé ïìïôïðßá áðü ôï ' ◦ f0 óôï ' ◦ f1, äçëáäÞ '?([f0]) = '?([f1]).

2. Ç '? åßíáé ïìïìïñöéóìüò.

ÐñïöáíÝò, áöïý '(f · g) = '(f) · '(g).

�

Áí id : (X; x0) → (X; x0) ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå ðñïöáíþò ï åðáãüìåíïò

ïìïìïñöéóìüò id? åßíáé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç óôçí �1(X; x0).

ÐáñáôÞñçóç 3.1. Áí Ý÷ïõìå ôéò áðåéêïíßóåéò ' : (X; x0) → (Y; y0) ,  : (Y; y0) →
(Z; z0), ôüôå

( ◦ ')? =  ? ◦ '?
ÐñÜãìáôé áí [f ] ∈ �1(X; x0), Ý÷ïõìå

( ◦ ')?([f ]) = [( ◦ ') ◦ f ] = [ ('(f))] =  ?(['(f)]) =  ?('?([f ])) =  ? ◦ '?([f ])

Ðñüôáóç 3.6. Áí ' : (X; x0)→ (Y; y0) ïìïéïìïñöéóìüò, ôüôå ï åðáãüìåíïò ïìïìïñöéóìüò

'? : �1(X; x0)→ �1(Y; y0) åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Aðüäåéîç. Áöïý ï ' åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò, ïñßæåôáé ç áíôßóôñïöç áðåéêüíéóç  :

(Y; y0)→ (X; x0). Ïðüôå

 ? ◦ '? = ( ◦ ')? = id? = id�1(X;x0)

êáé

'? ◦  ? = (' ◦  )? = id? = id�1(Y;y0)

¢ñá ï '? åßíáé 1− 1 êáé åðß, äçëáäÞ éóïìïñöéóìüò. �

Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç óõìðåñáßíïõìå üôé ç Èåìåëéþäçò ïìÜäá åßíáé áíáëëïßùôç

áðü ïìïéïìïñöéóìïýò.

Ðñüôáóç 3.7. Ãéá n > 2 éó÷ýåé üôé �1(Sn) = 0.

Aðüäåéîç. ¸óôù f ∈ �1(Sn; x0). Áí ç f äåí åßíáé åðß, äçëáäÞ õðÜñ÷åé x ∈ Sn ôÝôïéï

þóôå x =∈ im(f), ôüôå im(f) ⊂ Sn r {x}. ÁëëÜ Sn r {x} ∼ Rn êáé �1(Rn) = {e},
åðïìÝíùò f ' x0 ([f ] = 1), Üñá �1(Sn) = {e}.
ÃåíéêÜ, Ýóôù x ∈ Sn. Èåùñïýìå ìßá áíïéêôÞ ìðÜëá áêôßíáò r ãýñù áðü ôï x, B̊r(x) êáé

38



èåùñïýìå ôçí ôïìÞ f([0; 1])∩B̊r(x). Ôï óýíïëï f−1(B̊r(x)) åßíáé áíïéêôü, Üñá åßíáé Ýíùóç

îÝíùí áíïé÷ôþí äéáóôçìÜôùí. Áöïý ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï [0; 1], ôï f−1(x) åßíáé óõìðáãÝò

åðïìÝíùò ðåñéÝ÷åôáé óôçí Ýíùóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò äéáóôçìÜôùí ôïõ f−1(B̊r(x)).

ÅðïìÝíùò õðÜñ÷ïõí ðåðåñáóìÝíá ôï ðëÞèïò áíïéêôÜ äéáóôÞìáôá I̊1; I̊2; : : : ; I̊k ôÝôïéá þóôå

x ∈ f(Ik). ¸óôù ak; bk ôá Üêñá ôïõ Ik. Èåùñïýìå ìïíïðÜôé gk ðÜíù óôç óöáßñá @Br(x),

áðü ôï ak óôï bk. Ôá ìïíïðÜôéá f|Ik êáé gk åßíáé ïìïôïðéêÜ áöïý ôï Br åßíáé áðëÜ

óõíåêôéêü. ÌåôÜ áðü ðåðåñáóìÝíåò ïìïôïðßåò Ý÷ïõìå üôé :

f ' g , üðïõ x =∈ g(I)

¸ôóé áíáãüìáóôå óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç êáé Ý÷ïõìå üôé f ' x0. �

Ðüñéóìá 3.3. Ï torus, T 2, äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôçí óöáßñá S2.

ÐáñáôÞñçóç 3.2. Éó÷ýåé üôé Rn r {x} ∼ Sn−1 × R

Aðüäåéîç. ¸óôù x ∈ Rr {0}, ôüôå x = trx , ãéá t ∈ (0;∞) êáé |rx| = 1.

Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç :

' : Rn r {0} → Sn−1 × (0;∞) , ìå '(x) = (rx; t)

Ç ' åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò êáé Sn−1 × (0;∞) ∼ Sn−1 × R, Üñá

Rn r {x} ∼ Sn−1 × (0;∞) ∼ Sn−1 × R

�

Ðüñéóìá 3.4.

�1(Rn r {0}) = �1(Sn−1)× �1(R) =

{
Z , áí n = 2

0 , áí n > 2

Ðüñéóìá 3.5. Ôï R2 äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêü ìå ôï Rn áí n 6= 2.

Aðüäåéîç. ¸óôù f : R2 → Rn ïìïéïìïñöéóìüò.

Áí n = 1, ôüôå ôï R2 r {0} åßíáé óõíåêôéêü áëëÜ ôï Rr {f(0)} äåí åßíáé, Üôïðï.
Áí n > 2, ôüôå êáôáëÞãïõìå ðÜëé óå Üôïðï, äéüôé :

�1(R2 r {0}) = Z
�1(Rn r {0}) = 0

}
⇒ �1(R2 r {0}) 6= �1(Rn r {0})

�
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Ðñüôáóç 3.8. Áí A óõóôïëÞ ôïõ X, ôüôå ç áðåéêüíéóç

i? : �1(A; x0)→ �1(X; x0)

ðïõ åðÜãåôáé áðü ôçí åìöýôåõóç i : A ,→ X åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

Áí A óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ X, ôüôå ç áðåéêüíéóç i? åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Aðüäåéîç. ¸óôù r : X → A óõóôïëÞ.

Ôüôå Ý÷ïõìå üôé r ◦ i = idA, Üñá r? ◦ i? = id?. óõíåðþò ç i? åßíáé 1− 1.

¸óôù rt óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ X óôï A. Ôüôå, áí f ∈ �1(X; x0), ç rt(f) åßíáé

ïìïôïðßá áðü ôï f óôï r1(f) ∈ A, äçëáäÞ êÜèå âñüã÷ïò óôï X åßíáé ïìïôïðéêüò ìå Ýíáí

âñüã÷ï óôï A. ¢ñá ç i? åßíáé åðß.

Áöïý ôï A åßíáé óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ X, åßíáé êáé óõóôïëÞ ôïõ X, Üñá ç i? åßíáé

1− 1. ÅðïìÝíùò ç i? åßíáé éóïìïñöéóìüò. �

Ðüñéóìá 3.6. Ç S1 äåí åßíáé óõóôïëÞ ôïõ D2.

Aðüäåéîç. Áí ç S1 åßíáé óõóôïëÞ ôïõ D2, ôüôå ç áðåéêüíéóç i?�1(S1) → �1(D2) åßíáé

1− 1, Üôïðï êáèþò �1(S1) = Z åíþ �1(D2) = 0. �

Ïñéóìüò 3.5. ¸óôù G ïìÜäá êáé H < G. ËÝìå üôé ç H åßíáé óõóôïëÞ ôçò G, áí

õðÜñ÷åé ïìïìïñöéóìüò % : G→ H ôÝôïéïò þóôå %(h) = h , ∀h ∈ H.

ÐáñáôÞñçóç 3.3. Áí 't : X → Y ïìïôïðßá áðü ôçí '0 óôçí '1 ôÝôïéá þóôå 't(x0) =

y0 , ∀t ∈ I, ôüôå '0? = '1?.

Aðüäåéîç. ÐñÜãìáôé, áí [f ] ∈ �1(X; x0), ïé âñüã÷ïé '0(f); '1(f) åßíáé ïìïôïðéêïß ìå

ôçí ïìïôïðßá 't(f). ¢ñá ['0(f)] = ['1(f)]⇒ '0?(f) = '1?(f). �

Ðñüôáóç 3.9. Áí ' : X → Y ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá, ôüôå, ãéá êÜèå x0 ∈ X, ç

áðåéêüíéóç '? : �1(X; x0)→ �1(Y; '(x0)) åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò áõôÞò èá ÷ñåéáóôïýìå ôï ðáñáêÜôù ëÞììá.

ËÞììá 3.3. Áí 't : X → Y ïìïôïðßá êáé h(t) = 't(x0), ôüôå '0? = �h ◦ '1?.

Aðüäåéîç. ¸óôù ht = h|[0;t] , äçëáäÞ ht(s) = h(ts), s ∈ [0; 1] êáé [f ] ∈ �1(X; x0).

Ïñßæïõìå ïìïôïðßá áðü ôï '0(f) óôï h'1(f)h̄:

 t(f) = ht · 't(f) · h̄t = �ht('t(f))
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Ïðüôå ãéá êÜèå [f ] ∈ �1(X; x0) Ý÷ïõìå :

['0(f)] = [h · '1(f) · h̄]⇔

['0(f)] = �h(['1(f)])⇔

'0?([f ]) = �h('1?([f ]))

¢ñá '0? = �h ◦ '1?. �

Aðüäåéîç Ðñüôáóçò 3.9

¸óôù  : Y → X ïìïôïðéêÞ áíôßóôñïöç ôçò '.

¸÷ïõìå:

�1(X; x0)
'?−→ �1(Y; '(x0))

 ?−→ �1(X; ('(x0))

êáé ' ◦  ' id Üñá áðü ôï ëÞììá 3.3 :

 ? ◦ '? = �h ◦ id : �1(X; x0)
∼−→ �1(X; ('(x0)))

ÅðïìÝíùò ç '? åßíáé 1− 1.

¼ìïéá, Ý÷ïõìå üôé ç '? ◦  ? : �1(Y; y1)
∼→ �1(Y; y2) åßíáé éóïìïñöéóìüò, Üñá ç '? åßíáé

åðß.

ÅðïìÝíùò ç '? åßíáé éóïìïñöéóìüò. �

3.4 Åëåýèåñåò ÏìÜäåò

Ïñéóìüò 3.6. ¸óôù A óýíïëï. Ìßá ëÝîç w óôï A åßíáé ìßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá:

w = (a1; a2; : : : ; an) , ìå ai ∈ A i = 1; 2; : : : ; n

ÃñÜöïõìå áðëïýóôåñá:

w = a1a2 : : : an

Ìå W (A) óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí ëÝîåùí óôï A.

Èåùñïýìå ôï óýíïëï A ∪ A−1 = {a±1 | ai ∈ A}.
Ìßá áíçãìÝíç ëÝîç óôï A∪A−1 åßíáé ìßá ëÝîç ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé õðïëÝîåéò ôçò ìïñöÞò

aia
−1
i ; a−1

i ai.
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Åëåýèåñç ÏìÜäá ìå äýï ãåííÞôïñåò

Åëåýèåñç ïìÜäá ìå äýï ãåííÞôïñåò åßíáé ç ïìÜäá :

F2 = 〈a; b〉 = {w | w áíçãìÝíç ëÝîç óôá a±1; b±1}

¼ðïõ ç ðñÜîç ïñßæåôáé ùò åîÞò : áí w; v ∈ F2, ôüôå ôï ãéíüìåíï w · v åßíáé ç áíçãìÝíç

ëÝîç ðïõ ðáßñíïõìå áðü ôçí ëÝîç wv ìå äéáäï÷éêÝò áðëïðïéÞóåéò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí w = aba−1b; v = b−1a2b−1, ôüôå w · v = abab−1.

Ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôçò F2 åßíáé ç êåíÞ ëÝîç, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå 1.

Åýêïëá âëÝðïõìå üôé êÜèå óôïé÷åßï Ý÷åé áíôßóôñïöï. ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ç ðñÜîç åßíáé

ðñïóåôáéñéóôéêÞ. Áõôü èá ôï äåßîïõìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

ÁíÜëïãá ïñßæïõìå êáé ôçí åëåýèåñç ïìÜäá ìå n ãåííÞôïñåò, Fn = 〈a1; a2; : : : ; an〉.

3.5 Åëåýèåñï ãéíüìåíï ïìÜäùí

Ïñéóìüò 3.7. ¸óôù (Ga)a∈I ïéêïãÝíåéá ïìÜäùí. Ìßá ëÝîç g1g2 : : : gn üðïõ gi ∈ Gai

ëÝãåôáé áíçãìÝíç áí ôá gi; gi+1 áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò êáé gi 6= 1 , ∀i.
Èåùñïýìå ôï óýíïëï:

?
a∈I
Ga = {w | w áíçãìÝíç ëÝîç óôï t

a∈I
Ga}

Ôï óýíïëï ?
a∈I
Ga åöïäéáóìÝíï ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ëÝîåùí åßíáé ïìÜäá. ÐñÜãìáôé

ïñßæïõìå:

1. Ðïëëáðëáóéáóìüò.

Áí w = g1g2 : : : gn; v = h1h2 : : : hk ∈ ?
a∈I
Ga, ôüôå ôï ãéíüìåíï wv åßíáé ç áíçãìÝíç

ëÝîç ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ëÝîç g1g2 : : : gnh1h2 : : : hk ìå äéáäï÷éêÝò áðëïðïéÞóåéò

(Áí ôá gn; h1 äåí áíÞêïõí óôçí ßäéá ïìÜäá, ôüôå ç ëÝîç åßíáé áíçãìÝíç áëëéþò

áíôéêáèéóôïýìå ôï ãéíüìåíü ôïõò ìå Ýíá óôïé÷åßï êáé óõíå÷ßæïõìå Ýôóé).

2. ÏõäÝôåñï.

ÏõäÝôåñï óôïé÷åßï ôçò ?
a∈I
Ga åßíáé ç êåíÞ ëÝîç, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå 1.

3. Áíôßóôñïöï.

Áí g1g2 : : : gn ∈ ?
a∈I
Ga, ôï áíôßóôñïöü ôïõ åßíáé ôï óôïé÷åßï (g1g2 : : : gn)−1 =

g−1
n g−1

n−1 : : : g
−1
1
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Ïñéóìüò 3.8. Ôï óýíïëï ?
a∈I
Ga ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ðïõ ïñßóáìå ðáñáðÜíù åßíáé

ïìÜäá êáé ïíïìÜæåôáé åëåýèåñï ãéíüìåíï ôùí (Ga)a∈I .

Aðüäåéîç. Ôï ìüíï ðïõ ìÝíåé íá äåßîïõìå åßíáé üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò,

äçëáäÞ üôé áí w; u; v ∈ ?
a∈I
Ga, ôüôå (wv)u = w(vu).

¸óôþ W ôï óýíïëï ôùí áíçãìÝíùí ëÝîåùí. Áí g ∈ Ga, ïñßæïõìå Lg : W → W ùò åîÞò:

Áí w = (g1; g2; : : : ; gn) ∈ ?
a∈I
Ga, ôüôå

Lg(w) = gw = g(g1; g2 : : : ; gn) =


(g; g1; : : : ; gn) , áí g =∈ Ga1

(gg1; g2; : : : ; gn) , áí g ∈ Ga1 êáé gg1 6= 1

(g2; g3; : : : ; gn) , áí g ∈ Ga1 êáé gg1 = 1

Áí g; g
′ ∈ Ga, ôüôå Lgg′ = Lg◦Lg′ áöïý ï ðïëëáðëáóéáóìüò óôçíGa åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò.

ÅðïìÝíùò Lg◦Lg−1 = idW , Üñá ç Lg åßíáé 1−1 êáé åðß, äçëáäÞ Lg ∈ Perm(W ) (ìåôÜèåóç

ôïõ W ).

ÃåíéêÜ, áí (g1; g2; : : : ; gn) ∈ W , ôüôå ïñßæïõìå

L(g1;g2;:::;gn) = Lg1 ◦ Lg2 ◦ · · · ◦ Lgn

êáé ç áðåéêüíéóç

L : W → Perm(W ) , ìå L(w) = Lw

åßíáé 1 − 1 áöïý Lw(1) = w. Åðßóçò éó÷ýåé üôé Lwv = Lw ◦ Lv, áöïý Lgg′ = Lg ◦
Lg′ , ∀g; g

′ ∈ Ga.

ÅðïìÝíùò ï ðïëëáðëáóéáóìüò óôïW åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò, êáèþò áíôéóôïé÷åß óå óýíèåóç

ìåôáèÝóåùí óôçí Perm(W ), ç ïðïßá åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ. �

Ðñüôáóç 3.10. ¸óôù (Ga)a∈I ïéêïãÝíåéá ïìÜäùí êáé ïìïìïñöéóìïß 'a : Ga → G, ôüôå

õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò ' : ?
a∈I
Ga → G ðïõ êÜíåé ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá

ìåôáèåôéêÜ :

Ga
ia //

'a
��>

>>
>>

>>
>

?
a∈I
Ga

'
}}{{

{{
{{

{{

G

Aðüäåéîç. Áí w = g1g2 : : : gn, ïñßæïõìå '(w) = 'a1(g1)'a2(g2) : : : 'an(gn) (gi ∈ Gai).

Ç ' åßíáé ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí ?
a∈I
Ga óôçí G. �

Áí I = {1; 2}, óõìâïëßæïõìå ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï G = ?
a∈I
Ga ìå G1 ? G2. Ãéá

ðáñÜäåéãìá ç åëåýèåñç ïìÜäá ìå äýï ãåííÞôïñåò åßíáé F2 = Z ? Z.
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Ïñéóìüò 3.9. ¸óôù S óýíïëï. Èåùñïýìå ôéò êõêëéêÝò ïìÜäåò 〈si〉 ãéá êÜèå si ∈ S êáé

ïñßæïõìå ôçí åëåýèåñç ïìÜäá ìå âÜóç ôï S ùò F(S) = ?
si∈S
〈si〉.

Ôï óýíïëï S ïíïìÜæåôáé âÜóç ôçò F(S), ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïõ S, Card(S) ïíïìÜæåôáé

âáèìüò (rank ) ôçò F(S). Áí Card(S) = n, áíôß ãéá F(S) ãñÜöïõìå Fn.

Ðñüôáóç 3.11. Áí ' : S → G áðåéêüíéóç, ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò

'̄ : F(S)→ G

ôÝôïéïò þóôå '̄(s) = '(s) , ∀s ∈ S

Aðüäåéîç. Ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôç ' óå ïìïìïñöéóìïýò 's : 〈s〉 → 〈'(s)〉, ïðüôå
áíáãüìáóôå óôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç. �

ÐáñáôÞñçóç 3.4. Éó÷ýåé üôé F(S1) ' F(S2) áí êáé ìüíï áí |S1| = |S2|

ÐñÜãìáôé áí |S1| 6= |S2| ôüôå ïé áâåëéáíïðïéÞóåéò ôùí F(S1);F(S2) äåí åßíáé éóüìïñöåò.

ÐáñáôÞñçóç 3.5. ÊÜèå ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ðçëßêï åëåýèåñçò ïìÜäáò.

Aðüäåéîç. ¸óôù G ïìÜäá. Èåùñïýìå ôçí F(G) êáé ' : G→ G , ìå '(g) = g;∀g ∈ G.
Ôüôå åðÜãåôáé åðéìïñöéóìüò '̄ : F(G) → G êáé áðü ôï Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí

Ý÷ïõìå :

G ' F(G)

ker('̄)

�

Ïñéóìüò 3.10. Ìßá ïìÜäá ëÝãåôáé ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç áí åßíáé éóüìïñöç ìå

ðçëßêï ôçò Fn ãéá êÜðïéï n ∈ N.

Ïñéóìüò 3.11. Ç ðáñÜóôáóç 〈a1; a2; : : : ; ak | r1; r2; : : : ; rl; : : : 〉 , üðïõ ôá ri åßíáé ëÝîåéò

óôá a±1
i ãéá i = 1; 2; : : : ; k, åßíáé ìßá ðáñÜóôáóç ôçò G áí G ' F(a1; a2; : : : ; ak)=N , üðïõ

N åßíáé ç ìéêñüôåñç êáíïíéêÞ õðïïìÜäá ôçò F(a1; a2; : : : ; ak) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá {r1; r2; : : : ; rl; : : : }.
Ç N óõìâïëßæåôáé ìå N = 〈〈r1; r2; : : : ; rl; : : : 〉〉 êáé ôá ri ëÝãïíôáé ó÷Ýóåéò ôçò G.

Ðáñáôçñïýìå üôé n ∈ N ⇐⇒ n =
k∏
i=1

uir
±1
i u−1

i .

Ïñéóìüò 3.12. Áí G = 〈a1; a2; : : : ; ak | r1; r2; : : : ; rl〉, ôüôå ç G ëÝãåôáé ðåðåñáóìÝíá

ó÷åôéæüìåíç Þ ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç.
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ÐáñÜäåéãìá 3.2. 1. G = 〈a; b | aba−1b−1〉 = 〈a; b | ab = ba〉 ' Z2 = Z× Z.
Áðüäåéîç: Ïñßæïõìå ' : F2 → Z2 ìå '(a) = (1; 0); '(b) = (0; 1). ¸óôù N =

〈〈aba−1b−1〉〉: Ôüôå aba−1b−1 ∈ ker' Üñá N ⊂ ker'.

Óôçí F2=N éó÷ýåé aba−1b−1 = 1⇒ ab = ba.

Áí w = ak1bl1ak2bl2 : : : aknbln ∈ ker', ôüôå k1 + k2 + : : : kn = l1 + l2 : : : ln = 0,

åðïìÝíùò w = 1 óôçí F2=N , äçëáäÞ w ∈ N . ÅðïìÝíùò ker' ⊂ N .

2. Áí ìßá ïìÜäá G åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ôüôå åßíáé ðåðåñáóìÝíá ó÷åôéæüìåíç, ìßá

ðáñÜóôáóÞ ôçò åßíáé :

G = 〈xi ∈ G | xixj = xk; ∀xi; xj ∈ G〉

üðïõ ïé ó÷Ýóåéò xixj = xk; ∀xi; xj ∈ G åßíáé ï ðßíáêáò ðïëëáðëáóéáóìïý ôçò G.

3. Áí G = 〈x1; x2; x3 | x2x1x
−1
2 = x2

1; x3x2x
−1
3 = x2

2; x1x3x
−1
1 = x2

3〉, ôüôå ç G åßíáé ç

ôåôñéìÝíç ïìÜäá.

Ïñéóìüò 3.13. Áí N /G êáé A ⊂ N ôÝôïéá þóôå êÜèå óôïé÷åßï ôïõ N íá ãñÜöåôáé óáí

ãéíüìåíï óõæõãþí ôïõ A, ôüôå ëÝìå üôé ôï A ðáñÜãåé êáíïíéêÜ ôçí N êáé ãñÜöïõìå

N = 〈〈A〉〉.

3.6 Èåþñçìá van Kampen

¸óôù üôé ï ÷þñïò X ãñÜöåôáé X = A ∪B üðïõ ôá A;B åßíáé áíïéêôÜ, óõíåêôéêÜ êáôÜ

ôüîá êáé ç ôïìÞ ôïõò, A ∩B, åßíáé ìç êåíÞ êáé óõíåêôéêÞ êáôÜ ôüîá.

Ïé åìöõôåýóåéò A ,→ X;B ,→ X åðÜãïõí ïìïìïñöéóìïýò jA : �1(A) → �1(X) , jB :

�1(B)→ �1(X).

ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå Ýíáí ïìïìïñöéóìü :

' : �1(A) ? �1(B)→ �1(X)

ìå '|�1(A)
= jA; '|�1(B)

= jB
Ðïéüò åßíáé ï ðõñÞíáò ôïõ ';

¸óôù

iAB : �1(A ∩B)→ �1(A)

iBA : �1(A ∩B)→ �1(B)

ïé åðáãüìåíïé ìïñöéóìïß ôùí åìöõôåýóåùí A∩B ,→ A , A∩B ,→ B áíôßóôïé÷á. ¸÷ïõìå

üôé jA◦iAB = jB◦iBA áöïõ ïé jA◦iAB; jB◦iBA åðÜãïíôáé áðü ôçí åìöýôåõóç A∩B ,→ X.

ÅðïìÝíùò, áí w ∈ �1(A ∩B), ôüôå :

'(iAB(w)) = '(iBA(w))
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äéüôé '|�1(A)
= 1A , '|�1(B)

= 1B.

ÄçëáäÞ, iAB(w) ◦ iBA(w)−1 ∈ ker'.

Èåþñçìá van Kampen. ¸óôù üôé X = A ∪ B, ìå A;B;A ∩ B áíïéêôÜ, óõíåêôéêÜ

êáôÜ ôüîá. Ôüôå ç áðåéêüíéóç :

' : �1(A) ? �1(B)→ �1(X)

åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé ï ðõñÞíáò ôïõ N = ker' ðáñÜãåôáé êáíïíéêÜ áðü ôá óôïé÷åßá

ôçò ìïñöÞò iAB(w)iBA(w)−1, üðïõ w ∈ �1(A ∩B).

¸÷ïõìå äçëáäÞ �1(X) ' �1(A) ? �1(B)=N .

ÐáñÜäåéãìá 3.3. Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç äßíïõìå ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãþí

ôïõ ÈåùñÞìáôïò van-Kampen.

Ãéá ôï ìðïõêÝôï áðü n ôï ðëÞèïò êýêëïõò, áðïäåéêíýåôáé åðáãùãéêÜ üôé:

Áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò van Kampen.

ÄéáëÝãïõìå Ýíá óçìåßï âÜóçò x0 ∈ A ∩ B. Èá äåßîïõìå ðñþôá üôé ï ïìïìïñöéóìüò

' : �1(A) ? �1(B)→ �1(X) åßíáé åðß.

¸óôù [f ] ∈ �1(X; x0). Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ï âñüã÷ïò f åßíáé ïìïôïðéêüò ìå Ýíá

ãéíüìåíï âñüã÷ùí f ' a1b1:::akbk üðïõ ai ∈ �1(A; x0); bi ∈ �1(B; x0). ÂëÝðïõìå ôïí f

óáí áðåéêüíéóç f : I → X ìå f(0) = f(1) = x0.
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Áöïý ôá A;B åßíáé áíïé÷ôÜ f−1(A); f−1(B) åßíáé áíïé÷ôÞ êÜëõøç ôïõ I. Áðü ôï

ëÞììá Lebesgue õðÜñ÷åé äéáìÝñéóç 0 = t0 < t1 < ::: < tk = 1 ôïõ I ôÝôïéá þóôå:

1) f([ti; ti+1]) ⊂ A Þ f([ti; ti+1]) ⊂ B ãéá êÜèå i.

2) Äýï äéáäï÷éêÜ äéáóôÞìáôá äåí ðåñéÝ÷ïíôáé óôï ßäéï óýíïëï.

Áðü ôç äåýôåñç éäéüôçôá Ýðåôáé üôé xi = f(ti) ∈ A ∩B ãéá êÜèå i.

ÄéáëÝãïõìå ìïíïðÜôéá p1; :::; pk−1 áðü ôï x0 óôá x1; ::; xk−1 ôÝôïéá þóôå áí xi ∈ A(B)

ôüôå pi ⊂ A(B).. ¸÷ïõìå ôüôå üôé

f ' (f([0; t1]) · p−1
1 ) · (p1 · f([t1; t2]) · p−1

2 ) · ::::(pk−1 · f([tk−1; tk]))

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé âñüã÷ïé

g1 = f([0; t1]) · p−1
1 ; g2 = p1 · f([t1; t2]) · p−1

2 ; :::; gk = pk−1 · f([tk−1; tk])

áíÞêïõí üëïé åßôå óôçí �1(A; x0) åßôå óôçí �1(Â; x0). ÅðïìÝíùò ç ' åßíáé åðß.

Õðïëïãßæïõìå ôþñá ôïí ðõñÞíá ôçò '. Èåùñïýìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõ ker('). ¸÷ïõìå

äçëáäÞ [g1] · [g2]::: · [gn] ∈ �1(A; x0) ? �1(B; x0) ðïõ áíÞêåé óôï ðõñÞíá. Ôüôå ôï ìïíïðÜôé

f = g1 · g2::: · gn

åßíáé ïìïôïðéêü ìå ôï óôáèåñü ìïíïðÜôé óôïí X. ¸óôù ëïéðüí ïìïôïðßá

F : [0; 1]× [0; 1]→ X

ìå

F (0; t) = F (1; t) = x0; ∀t ∈ [0; 1]

F (s; 1) = f(s); ∀s ∈ [0; 1]

F (s; 0) = x0; ∀s ∈ [0; 1]
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Áöïý ôá A;B åßíáé áíïé÷ôÜ Ý÷ïõìå ìßá áíïé÷ôÞ êÜëõøç ôïõ I×I áðü ôá F−1(A); F−1(B).

Áðü ôï ëÞììá Lebesgue õðÜñ÷åé äéáìÝñéóç ôïõ I × I,

0 = s0 < s1 < ::: < sk = 1; 0 = t0 < t1 < ::: < tk = 1

ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå i; j ôï

F ([si; si+1]× [tj; tj+1])

ðåñéÝ÷åôáé åßôå óôï A åßôå óôï B. Ìðïñþ åðßóçò íá õðïèÝóù (åêëåðôýíïíôáò åí áíÜãêç

ôçí áñ÷éêÞ äéáìÝñéóç) üôé éó÷ýåé ôï åîÞò: Áí gi = f |[a;b] ôüôå a; b ∈ {s0; s1; :::; sk}.
Ãéá êÜèå óçìåßï (si; tj) ∈ I × I äéáëÝãïõìå Ýíá ìïíïðÜôé pij áðü ôï x0 óôï F (si; tj)

Ýôóé þóôå íá éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

Áí F (si; tj) ∈ A ôüôå pij ⊂ A

Áí F (si; tj) ∈ B ôüôå pij ⊂ B

Áí F (si; tj) ∈ A ∩B ôüôå pij ⊂ A ∩B
Åðßóçò áí F (si; tj) = x0 ïñßæïõìå pij íá åßíáé ôï óôáèåñü ìïíïðÜôé. Ðáñáôçñïýìå

ôþñá üôé

f = F (sk × [t0; t1]) · F (sk × [t1; t2]) · :::F (sk × [tk−1; tk]) '

' (�1 · p−1
k1 ) · (pk1 · �2 · p−1

k2 )::: · (pk;k−1 · �k)

üðïõ �i = F (sk × [ti−1; ti]).

ÈÝôïõìå �̄i = pk;i−1 · �2 · p−1
ki êáé âëÝðïõìå ôï �̄i óáí óôïé÷åßï ôçò �1(A; x0) Þ ôçò

�1(B; x0). Óçìåéþíïõìå üôé ôï óôïé÷åßï [g1] · [g2]::: · [gn] ôïõ �1(A; x0) ? �1(B; x0) åßíáé

ßóï ìå ôï [�̄1] · [�̄2]:::[�̄k], áðëÜ êÜèå gi Ý÷åé áíôéêáôáóôáèåß áðü Ýíá ãéíüìåíï ìïíïðáôéþí

ðïõ áíÞêåé óôïí ßäéï ðáñÜãïíôá ôïõ åëåýèåñïõ ãéíïìÝíïõ üðùò ôï gi. ×ñçóéìïðïéþíôáò

ôçí ïìïôïðßá F èá äåßîïõìå üôé ôï

�̄1 · �̄2:::�̄k

åßíáé ãéíüìåíï óõæõãþí óôïé÷åßùí ôçò ìïñöÞò iAB(w)iBA(w)−1. Ç äéáìÝñéóç ôïõ I×I ðïõ
ïñßóáìå ðáñáðÜíù õðïäéáéñåß ôçí F óå `ìéêñüôåñåò' ïìïôïðßåò. ×ñçóéìïðïéïýìå áõôÝò ôéò

ïìïôïðßåò ãéá íá ãñÜøïõìå ôï óôïé÷åßï �̄1 · �̄2:::�̄k ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï óôçí �1(A; x0)?

�1(B; x0). ÎåêéíÜìå áðü ôï ðÜíù äåîéÜ ôåôñáãùíÜêé ôçò ïìïôïðßáò êáé ðáñáôçñïýìå üôé:

F (sk × [tk−1; tk]) · F ([sk−1; sk]× tk) ' F ([sk−1; sk]× tk−1) · F (sk−1 × [tk−1; tk])

Áöïý ôï F ([sk−1; sk]× tk) åßíáé ôï óôáèåñü ìïíïðÜôé óõìðåñáßíïõìå üôé �̄k = c̄ · d̄ üðïõ

c̄ = pk−1;k−1 · F ([sk−1; sk]× tk−1) · p−1
k;k−1

d̄ = pk−1;k−1 · F (sk−1 × [tk−1; tk]) · p−1
k−1;k
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Óçìåéþíïõìå üôé ç éóüôçôá �̄k = c̄d̄ éó÷ýåé óôçí �1(A; x0) Þ óôçí �1(B; x0) áíÜëïãá ìå

ôï óå ðïéÜ áð' ôéò äýï ðåñéÝ÷åôáé ôï �̄k. Óõíå÷ßæïõìå äéáäï÷éêÜ ìå ôï åðüìåíï ôåôñÜãùíï

êëð. Ðáñáôçñïýìå üôé êÜðïéá äéáäï÷éêÜ ôåôñÜãùíá áðåéêïíßæïíôáé óå äéáöïñåôéêü óýíïëï,

ôï Ýíá óôï A êáé ôï Üëëï óôï B. Ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç êïéíÞ ôïõò ðëåõñÜ áðåéêïíßæåôáé

óôï A∩B. ¸óôù ëïéðüí üôé ìåôÜ áðü äéáäï÷éêÝò ïìïôïðßåò Ý÷ïõìå öôÜóåé óôçí ãñáöÞ:

�̄1�̄2:::�̄ic̄ic̄i−1:::c̄1

Ôþñá ôá óôïé÷åßá �̄i; c̄i áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò åðïìÝíùò äåí ìðïñïýìå íá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ïìïôïðßá êáé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï óôïé÷åßï. Ðáñáôçñïýìå

ùóôüóï üôé ôï ìïíïðÜôé w ðïõ ðáñéóôÜ ôï c̄i ðåñéÝ÷åôáé óôï A ∩ B. ÅðïìÝíùò '(c̄i) =

'(d̄i) ãéá êÜðïéï d̄i ðïõ áíÞêåé óôçí ßäéá ïìÜäá üðùò ôï �̄i. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò

�̄1�̄2:::�̄ic̄ic̄i−1:::c̄1 = �̄1�̄2:::�̄id̄i(d̄
−1
i c̄i)c̄i−1:::c̄1

ÈÝôïõìå xi = c̄i−1:::c̄1 êáé Ý÷ïõìå

�̄1�̄2:::�̄ic̄ic̄i−1:::c̄1 = �̄1�̄2:::�̄id̄ixi(x
−1
i d̄−1

i c̄ixi)

üðïõ ôï d̄−1
i c̄i åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôçò ìïñöÞò iAB(w)iBA(w)−1 Þ iBA(w)iAB(w)−1. Óõíå÷ßæïõìå

ôþñá ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò üðùò ðñßí óôï �̄1�̄2:::�̄id̄ic̄i−1:::c̄1. Óôï ôÝëïò êáôáëÞãïõìå óôï

ìïíïðÜôé ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí êÜôù ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ ôï ïðïßï åßíáé óôáèåñü êáé

Ý÷ïõìå ãñÜøåé ôï óôïé÷åßï �̄1 · �̄2:::�̄k óáí ãéíüìåíï óõæõãþí ôùí iAB(w)iBA(w)−1 ,

iBA(w)iAB(w)−1.

�

Ïñéóìüò 3.14. ¸íá ãñÜöçìá åßíáé Ýíá CW-óýìðëåãìá äéÜóôáóçò 1.

ÐáñÜäåéãìá 3.4. ¸íá ðáñÜäåéãìá ãñáöÞìáôïò:

Ðñüôáóç 3.12. ¸óôù Γ ðåðåñáóìÝíï óõíåêôéêü ãñÜöçìá. Ôüôå ç �1(Γ) åßíáé åëåýèåñç.
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Aðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ Γ, n. Áí n = 0, ôï Γ åßíáé

Ýíá óçìåßï, Üñá �1(Γ) = {e} åëåýèåñç. ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá n. Èá ôï äåßîïõìå ãéá n+1.

ÐñïóèÝôïõìå äéáäï÷éêÜ ôéò áêìÝò ôïõ Γ.

�1(Γ ∨ e) = �1(Γ) åëåýèåñç.

�1(Γ ∨ S1) = �1(Γ) ? �1(S1) = Fk ? Z åëåýèåñç.

¸óôù p Ýíá áðëü ìïíïðÜôé ðïõ óõíäÝåé ôéò a êáé b. ¸óôù A ìßá áíïé÷ôÞ ãåéôïíéÜ ôïõ Γ

ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï p áëëÜ äåí ðåñéÝ÷åé ôçí e êáé B ìßá áíïé÷ôÞ ãåéôïíéÜ ôïõ p ∪ e ç ïðïßá

äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áêìÞ ôïõ Γ, åêôüò áðü ôéò áêìÝò ôïõ p ∪ e. Ôüôå ôï p åßíáé óõóôïëÞ
ðáñáìüñöùóçò ôïõ A∩B, Üñá �1(A∩B) = {e}. ¼ìùò �1(A) = �1(Γ) = Fk, áöïý ôï A
åßíáé óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ Γ êáé �1(B) = �1(p ∪ e) = Z. ¸ôóé, áðü ôï Èåþñçìá

van Kampen, Ý÷ïõìå üôé �1(Γ ∪ e) = Fk ? Z. �

ÐáñáôÞñçóç 3.6. Ôï ßäéï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé êáé ãéá Üðåéñá ãñáöÞìáôá.

Ïñéóìüò 3.15. ¸íá óõóôáëôü ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé äÝíôñï.

Éóïäýíáìá äÝíôñï åßíáé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé áðëü êëåéóôü ìïíïðÜôé.

3.7 Èåìåëéþäçò ïìÜäá CW-óõìðëåãìÜôùí äéÜóôáóçò 2

¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá êáé Y ï ÷þñïò ðïõ ðáßñíïõìå

£êïëëþíôáò¤ Ýíá êåëß äéÜóôáóçò 2 óôïí X.
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ÄçëáäÞ, Ý÷ïõìå ìßá óõíå÷Þ áðåéêüíéóç

f : @D2 → X

êáé

Y = X tD= ∼ üðïõ x ∼ f(x); ∀x ∈ @D

ÂëÝðïõìå ôïí Y óáí Ýíùóç ôïõ X ìå Ýíá äßóêï êáé Ýíá äáêôýëéï. Áí D = B1(0)

èåùñïýìå ôï äáêôýëéï

R = B1(0)−
◦
B 1

2
(0)

Ïñßæïõìå:

X̂ = X tR= ∼ üðïõ x ∼ f(x); ∀x ∈ @D

Ï X åßíáé óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ X̂ (áöïý @D óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ R, áí

't : R→ @D óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò, åðåêôåßíïõìå óå 't : X̂ → X ìå 't(x) = x; ∀x ∈
X)

¢ñá �1(X̂) = �1(X).

Y = X̂ tB 1
2
(0)=x = i(x); ∀x ∈ B 1

2
(0)

×ñçóéìïðïéïýìå ôþñá ôï èåþñçìá van Kampen:

A = B 2
3
(0); B = X̂

Ôï A ∩B åßíáé:

Üñá �1(A ∩B) åßíáé êõêëéêÞ, Ýóôù �1(A ∩B) =< 
 >. Áðü ôï èåþñçìá van Kampen:

�1(Y; x0) = �1(X̂) ? �1(A)=〈〈
〉〉 êáé �1(A) = {e}

Áí èÝóïõìå r = f(@D) ìðïñïýìå íá äïýìå ôï r óá âñüã÷ï óôïí X ìå óçìåßï áíáöïñÜò

êÜðïéï x1 ∈ f(@D). Tüôå

�1(Y; x0) = �1(X̂; x0)=〈〈arā〉〉

áöïý 
 ' arā
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Ðáñáôçñïýìå üôé Ý÷ïõìå äéáëÝîåé óçìåßï áíáöïñÜò x0 ∈ A ∩ B. Áí äéáëÝîïõìå óçìåßï

áíáöïñÜò x1 ∈ X Ý÷ïõìå:

�1(X̂; x1)
fa−→
∼

�1(X̂; x0)
'−→ �1(Y; x0)

fā−→
∼

�1(Y; x1)

üðïõ ' : �1(X̂; x0) → �1(Y; x0) åßíáé ç ðñïöáíÞò ðñïâïëÞ óôçí ïìÜäá ðçëßêï. Ôþñá

áðü ôçí

ÐáñáôÞñçóç 3.7. ¸óôù éóïìïñöéóìüò ' : G→ G êáé '(a) = b, ôüôå

'(〈〈a〉〉) = 〈〈b〉〉

Ý÷ïõìå üôé

f−1
a (〈〈arā〉〉) = 〈〈r〉〉

Üñá o ðõñÞíáò ôçò

fā'fa : �1(X̂; x1)→ �1(Y; x1)

åßíáé 〈〈r〉〉, åðïìÝíùò
�1(Y; x1) = �1(X; x1)=〈〈r〉〉

Ãåíéêüôåñá áí äéáëÝîïõìå Ýíá óçìåßï áíáöïñÜò x2 ðïõ äåí áíÞêåé óôï f(@D) êáé � åßíáé

Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôï x2 óôï x0 âëÝðïõìå üðùò ðñéí üôé

�1(Y; x2) = �1(X; x2)=〈〈�r�̄〉〉

ÅðáãùãéêÜ Ý÷ïõìå:

¸óôù X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò, óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá êáé Y ï ÷þñïò ðïõ ðáßñíïõìå

êïëþíôáò n êåëéÜ äéÜóôáóçò 2 óôïí X. ÄçëáäÞ:

Y = X tD1 t · · · tDn=x ∼ fi(x); x ∈ D1 t · · · tDn üðïõfi : @Di → X

¸óôù x0 ∈ X êáé ai ìïíïðÜôéá áðü ôï x0 óôï 
i = fi(@Di), ôüôå

�1(Y ) = �1(X)=〈〈a1
1ā1; : : : an
nān〉〉
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ÐáñÜäåéãìá 3.5. �1(T 2) = F(a; b)=〈〈aba−1b−1〉〉, �1(T 2) = Z⊕ Z

Ðñüôáóç 3.13. Áí Y = X tDn=x ∼ f(x); x ∈ @Dn ãéá n > 2 êáé f : @Dn → X, ôüôå

�1(Y ) = �1(X).

Aðüäåéîç. Y = A ∪ B, üðïõ A = X ∪ ìðÜëá ìå ôñýðá, ôï A ∩ B åßíáé ïìïôïðéêÜ

éóïäýíáìï ìå ôçí Sn−1.

�1(A ∩B) = 1

�1(B) = 1

�1(Y ) = �1(X) ? {1}

�

Ðñüôáóç 3.14. Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá G, õðÜñ÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï

CW-óýìðëåãìá äéÜóôáóçò 2, X, ôÝôïéï þóôå �1(X) = G

Aðüäåéîç. ¸óôù G = 〈a1; : : : an | r1 : : : rk〉, üðïõ ri åßíáé ëÝîåéò óôá a±1
i . Èåùñïýìå

Ýíá ìðïõêÝôï áðü n-êýêëïõò, Y . �1(Y ) = Fn = F(a1; :::; an), ôáõôßæïõìå äçëáäÞ ôïõò

ãåííÞôïñåò ôçò Fn ìå ôá a1; :::; an. ÊÜèå (ðñïóáíáôïëéóìÝíïò) êýêëïò óôï ìðïõêÝôï

áíôéóôïé÷åß óå Ýíá âñüã÷ï ðïõ äßíåé Ýíá ãåííÞôïñá ai. ÂÜæïõìå åôéêÝôåò óôïõò êýêëïõò

ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôïõò ãåííÞôïñåò.

Ãéá êÜèå ó÷Ýóç rj èåùñïýìå Ýíá äßóêï Dj ðïõ áíáðáñéóôïýìå óáí êõñôü ðïëýãùíï ìå

ðëÞèïò áêìþí ßóï ìå ôï áñéèìü ôùí ãñáììÜôùí ôçò rj. ÂÜæïõìå åôéêÝôåò óôéò áêìÝò Ýôóé

þóôå äéáâÜæïíôáò ôéò äéáäï÷éêÜ íá ðáßñíïõìå ôç ó÷Ýóç rj.
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ÊïëëÜìå áõôü ôï äßóêï óôï X ôáõôßæïíôáò ôéò áêìÝò óôïõò âñüã÷ïõò ìå ôçí ßäéá

åôéêÝôá. Óçìåéþíïõìå üôé ç åôéêÝôá ð÷ a−1
i áíôéóôïé÷åß óå ôáýôéóç ìå áíôßèåôç öïñÜ.

Áí X åßíáé ôï CW -óýìðëåãìá ðïõ êáôáóêåõÜæïõìå ì' áõôü ôïí ôñüðï ðáñáôçñïýìå üôé

�1(X) = G. �

ÁóêÞóåéò 3.1. Õðïëïãßóôå

�1(D2 r {x1; : : : ; xn})

�1(S2 r {x1; : : : ; xn})

�1(B3 r äéÜìåôñïò)

�1(B3 r äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá)

Ïñéóìüò 3.16. Ìßá ðïëëáðëüôçôá äéÜóôáóçò n, M , åßíáé Ýíáò Hausdor� ôïðïëïãéêüò

÷þñïò ôÝôïéïò þóôå êÜèå óçìåßï ôïõ M Ý÷åé ìßá ãåéôïíéÜ U ïìïéïìïñöéêÞ ìå áíïé÷ôü

õðïóýíïëï ôïõ Rn.

ÐáñÜäåéãìá 3.6. 1. Ïé ÷þñïé R; S1 åßíáé ðïëëáðëüôçôåò äéÜóôáóçò 1.

2. Ï torus T 2 åßíáé ðïëëáðëüôçôá äéÜóôáóçò 2.

3. Ç Sn åßíáé ðïëëáðëüôçôá äéÜóôáóçò n.

4. Ç ðñïóáíáôïëßóéìç åðéöÜíåéá ãÝíïõò 2 åßíáé ðïëëáðëüôçôá äéÜóôáóçò 2.

�1(S2) = 〈a; b; c; d | aba−1b−1cdc−1d−1〉

ÃåíéêÜ, Sg, åßíáé ç ðñïóáíáôïëßóéìç åðéöÜíåéá ãÝíïõò g.

�1(Sg) = 〈a1; b1 : : : ag; bg | a1b1a
−1
1 b−1

1 : : : agbga
−1
g b−1

g 〉

Ç áâåëéáíïðïßçóç ôçò �1(Sg) åßíáé ç Z2g.
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3.8 Ìç Ðñïóáíáôïëßóéìåò ÅðéöÜíåéåò

Ôï ðñïâïëéêü åðßðåäï

Ôï ðñïâïëéêü åðßðåäï, RP 2, ïñßæåôáé ùò ôï óýíïëï ôùí åõèåéþí ðïõ ðåñíÜíå áðü ôï

0 óôïí R3. Ôï âëÝðïõìå äçëáäÞ óá ÷þñï ðçëßêï ôïõ R3:

RP 2 = R3 r {0}=~v ∼ �~v; � ∈ R?; ~v ∈ R3

Éóïäýíáìá ìðïñïýìå íá äïýìå ôï ðñïâïëéêü åðßðåäï óáí ôï ÷þñï ðçëßêï ôçò óöáßñáò S2

üðïõ ôáõôßæïõìå áíôéðïäéêÜ óçìåßá: RP 2 = S2=x ∼ −x.

�1(RP 2) = 〈a | a2〉 = Z2

Ç ìðïôßëéá ôïõ Klein

a

b

a

b

�1(N2) = 〈a; b | abab−1〉

Áâåëéáíïðïßçóç: 〈a; b | a2 = 1; [a; b] = 1〉 = Z⊕ Z2

ÃåíéêÜ Ý÷ïõìå ôçí åðéöÜíåéá Ng,
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ìå èåìåëéþäç ïìÜäá �1(Ng) = 〈a1; : : : ag | a2
1 : : : a

2
g = 1〉. Ç áâåëéáíïðïßçóç áõôÞò ôçò

ïìÜäáò åßíáé:

〈a1 : : : ag | (a1 : : : ag)
2 = 1; [ai; aj] = 1〉 ' Zg−1 ⊕ Z2

Áðü ôïõò ðáñáðÜíù õðïëïãéóìïýò óõìðåñáßíïõìå üôé ïé åðéöÜíåéåò S2 , Ng , Sg äåí åßíáé

ïìïéïìïñöéêÝò, äåí åßíáé êáí ïìïôïðéêÜ éóïäýíáìåò.

3.9 Ôáîéíüìçóç ôùí Óõìðáãþí Åðéöáíåéþí äéÜóôáóçò 2

Ïñéóìüò 3.17. ËÝìå üôé ìßá åðéöÜíåéá åßíáé ôñéãùíïðïéÞóéìç áí õðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá

óõìðáãþí {T1; : : : ; Tn} ôÝôïéá þóôå

S =
n⋃
i=1

Ti

êáé õðÜñ÷ïõí ïìïéïìïñöéóìïß

'i : Ti → T ′i ; üðïõ T ′i ⊂ R2 ôñßãùíï (ìå ôï åóùôåñéêü ôïõ)

êáé

Ti ∩ Tj = ∅ Þ áêìÞ êáé ôùí äýï Þ êïñõöÞ êáé ôùí äýï

Èåþñçìá 3.5. (Rado 1925) ÊÜèå óõìðáãÞò åðéöÜíåéá ìðïñåß íá ôñéãùíïðïéçèåß.

Èåþñçìá 3.6. Áí S óõìðáãÞò óõíåêôéêÞ åðéöÜíåéá, ôüôå S ' Sg Þ Ng Þ S
2.

Aðüäåéîç.

ÂÞìá 1

Ç S ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß óáí Ýíá ðïëýãùíï Π, ôáõôßæïíôáò æåõãÜñéá áêìþí ôïõ Π.

Aðüäåéîç. Áöïý ç S ìðïñåß íá ôñéãùíïðïéçèåß Ý÷ïõìå S =
⋃n

i=1 Ti= ∼ üðïõ ç ó÷Ýóç ∼
äßíåôáé áðü ôáõôßóåéò ðëåõñþí ôùí Ti. ÎåêéíÜìå ìå ôï T1 êáé êïëëÜìå äéáäï÷éêÜ ôá Ti.

Óå êÜèå âÞìá êïëëÜìå Ýíá ôñßãùíï óå ìßá ðëåõñÜ ôïõ ðïëõãþíïõ, åðïìÝíùò ðáßñíïõìå

ðÜëé ðïëýãùíï. ÌåôÜ áðü ðåðåñáóìÝíá âÞìáôá èá Ý÷ïõìå êïëëÞóåé üëá ôá Ti åðåéäÞ ôï
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S åßíáé óõíåêôéêü. �

ÂÞìá 2

Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ Π ôáõôßæïíôáé óå ìßá ìåôÜ áðü ôéò

ôáõôßóåéò ôùí áêìþí ôïõ Π.

Aðüäåéîç. ¸óôù üôé äåí éó÷ýåé. Èåùñïýìå ãéá êÜèå êïñõöÞ Q ∈ Π(0) ôçí êëÜóç [Q]

üëùí ôùí êïñõöþí ðïõ ôáõôßæïíôáé ìå ôçí Q. ÄéáôñÝ÷ïõìå ôï Π îåêéíþíôáò áðü ìßá

êïñõöÞ óôçí êëÜóç [Q] êáé èåùñïýìå ôçí ðñþôç áêìÞ, Ýóôù b, ðïõ äåí Ý÷åé êáé ôá äýï

Üêñá ôçò óôçí [Q].

Åëáôôþíïõìå ôï ðëÞèïò êïñõöþí ôçò [Q] üðùò óôï ó÷Þìá:

Ç [Q] Ý÷åé Ýíá óôïé÷åßï ëéãüôåñï. Ìðïñïýìå íá óõíå÷ßóïõìå þóðïõ ç [Q] íá Ý÷åé

ìüíï ìßá êïñõöÞ.

¸÷ïõìå ôüôå Ýíá æåõãÜñé áêìþí ðïõ áðëïðïéåßôáé êáé ç [Q] åîáöáíßæåôáé.

Óçìåéþíïõìå üôé áí ôï ðïëýãùíï Ý÷åé áêñéâþò 2 êïñõöÝò ôüôå äåí ìðïñïýìå íá

êÜíïõìå ôïí ðáñáðÜíù ìåôáó÷çìáôéóìü áëëÜ ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç åðéöÜíåéá åßíáé

ç S2. �

ÂÞìá 3

Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé áí äýï áêìÝò ìå ôïí ßäéï ðñïóáíáôïëéóìü ôáõôßæïíôáé, ôüôå

áõôÝò åßíáé äéáäï÷éêÝò.

Aðüäåéîç.
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ÂÞìá 4

Áí õðÜñ÷ïõí áíôßóôñïöá ðñïóáíáôïëéóìÝíåò áêìÝò ðïõ ôáõôßæïíôáé ìåôÜ ôï ôñßôï âÞìá,

áõôÝò åìöáíßæïíôáé óå æåýãç ôçò ìïñöÞò:

a : : : b : : : a−1 : : : b−1

Aðüäåéîç. Áöïý ïé üìïéá ðñïóáíáôïëéóìÝíåò åßíáé óõíå÷üìåíåò áí áíÜìåóá óôéò áêìÝò

a; a−1 ìåóïëáâïýí ìüíï üìïéá ðñïóáíáôïëéóìÝíåò áêìÝò ôüôå ôá Üêñá ôçò a äåí ôáõôßæïíôáé

ìåôáîý ôïõò. Áõôü Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôï âÞìá 2.

Êüâùíôáò êáé êïëëþíôáò ìðïñïýìå íá ôéò êÜíïõìå óõíå÷üìåíåò.

�

ÂÞìá 5

Áí Ý÷ïõìå æåõãÜñéá áíôßèåôá ðñïóáíáôïëéóìÝíùí áêìþí êáé æåõãÜñéá üìïéá ðñïóáíáôïëéóìÝíùí

áêìþí óôï Π, ôüôå ôéò ìåôáôñÝðïõìå óå æåõãÜñéá üìïéá ðñïóáíáôïëéóìÝíùí áêìþí.
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Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé õðÜñ÷ïõí 3 Ðåñéðôþóåéò:

�
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ÊåöÜëáéï 4

×þñïé ÅðéêÜëõøçò

4.1 Ïñéóìïß êáé âáóéêÝò éäéüôçôåò

Ïñéóìüò 4.1. ¸óôù X; X̃ ôïðïëïãéêïß ÷þñïé êáé p : X̃ → X.

Ç p ëÝãåôáé ðñïâïëÞ åðéêÜëõøçò (covering space projection) áí ãéá êÜèå x ∈ X õðÜñ÷åé

ãåéôïíéÜ U ôïõ x ôÝôïéá þóôå ôï p−1(U) åßíáé îÝíç Ýíùóç áíïé÷ôþí óõíüëùí {Ua}a∈A,
êáé ãéá êÜèå a ç p|Ua : Ua → U åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

ËÝìå ó' áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç üôé ï X̃ åßíáé ÷þñïò åðéêÜëõøçò(covering space) ôïõ X.

ÐáñÜäåéãìá 4.1. 1. Áí S äéáêñéôü óýíïëï, ð.÷. ôï Z, Ý÷ïõìå p : X × Z→ X

2. p : R→ S1 ìå p(x) = (cos(2�x); sin(2�x))

3.

60



4. p : S1 → S1, z 7→ zn, S1 = {ei� | � ∈ [0; 2�]}

5.

6.

7. Èåùñïýìå ôïí ðñïâïëéêü ÷þñï: RP n = {ïé åõèåßåò ôïõ Rn+1 ðïõ ðåñíïýí áðü ôï 0}.
Ç ôïðïëïãßá ïñßæåôáé ùò åîÞò: ¸óôù U ⊂ Sn áíïéêôü. Ôï óýíïëï ôùí åõèåéþí

ðïõ ôÝìíïõí ôï U åßíáé áíïéêôü óýíïëï ôïõ RP n.

¸÷ïõìå ìßá áðåéêüíéóç p : Sn → RP n ðïõ óôÝëíåé ôï x ∈ Sn óôçí åõèåßá 0̄x.

Áí f : Sn → Sn ìå f(x) = −x , ôüôå RP n ' Sn=x ∼ f(x).

Ç áðåéêüíéóç p : Sn → RP n åßíáé ðñïâïëÞ åðéêÜëõøçò ôïõ RP n.

ÅðéðëÝïí ∀x ∈ RP n;#|p−1(x)| = 2

Ìßá ãåéôïíéÜ U óôïí X ëÝãåôáé ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò áí ôï p−1(U) åßíáé îÝíç Ýíùóç

áíïé÷ôþí Ua êáé p|Ua :Ua→U ïìïéïìïñöéóìüò ãéá êÜèå a.

Éäéüôçôåò Áíýøùóçò (lifting)

Ïñéóìüò 4.2. Áí (X̃; p) ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X êáé f : Y → X áðåéêüíéóç, ôüôå ìßá

áíýøùóç ôçò f åßíáé ìßá áðåéêüíéóç f̃ : Y → X̃, ôÝôïéá þóôå f = p ◦ f̃

X̃

p

��
Y

f̃
??�

�
�

� f // X
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Ðñüôáóç 4.1. ¸óôù (X̃; p) ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X êáé f : I → X ìïíïðÜôé ìå

f(0) = x; f(1) = y. Ãéá êÜèå x̃ ∈ p−1(x), õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ f̃ : I → X̃ ôÝôïéá þóôå:

f̃(0) = x̃ êáé p ◦ f̃ = f

Aðüäåéîç.

¾ðáñîç: ¸óôù {Ua} ìßá áíïéêôÞ êÜëõøç ôïõ X, ôÝôïéá þóôå êÜèå Ua åßíáé ãåéôïíéÜ

åðéêÜëõøçò.

Ãéá êÜèå x ∈ I õðÜñ÷åé ãåéôïíéÜ Vx 3 x ôÝôïéá þóôå f(Vx) ⊂ Ua ãéá êÜðïéï a.

¢ñá {Vx : x ∈ I} åßíáé áíïéêôÞ êÜëõøç ôïõ I. ÁëëÜ ôï I åßíáé óõìðáãÝò, åðïìÝíùò áðü ôï
ëÞììá Lebesgue Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé � > 0 ôÝôïéï þóôå áí |x− y| 6 �, ôüôå f([x; y]) ⊂ Ua
ãéá êÜðïéï a.

¸óôù n ∈ N ôÝôïéï þóôå 1
n
< � êáé xk = k

n
. Áò ðïýìå üôé f(0) ∈ Ua.

Áöïý ôï Ua åßíáé ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò ôï p−1(Ua) åßíáé îÝíç Ýíùóç áíïé÷ôþí U i
a ìå

p|
Uia

ïìïéïìïñöéóìïýò. Ïñßæïõìå f̃(0) = x̃ ∈ U i
a ⊂ p−1(Ua).

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå t ∈ [x0; x1], f(t) ∈ Ua. Åðßóçò p : U i
a → Ua ïìïéïìïñöéóìüò.

Ïñßæïõìå f̃(t) = p−1(f(t)) ãéá êÜèå t ∈ [x0; x1].

Ìïíáäéêüôçôá: Ôï [x0; x1] åßíáé óõíåêôéêü, ôï p−1(Ua) åßíáé îÝíç Ýíùóç áíïé÷ôþí,

x̃ ∈ U i
a Üñá f̃([x0; x1]) ⊂ U i

a. Ïðüôå ç f̃ åßíáé ìïíáäéêÜ ïñéóìÝíç.

Óõíå÷ßæïõìå åðáãùãéêÜ, åðåêôåßíïõìå ôçí f̃ ïñßæïíôáò f̃|[x1;x2]
êôë. ¸ôóé åðåêôåßíïõìå

ôçí f óå üëï ôï I. Ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ç f̃ åßíáé ìïíáäéêÞ. �

Ðñüôáóç 4.2. ¸óôù (X̃; p) ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X, ft : Y → X (F : Y × I → X)

ìßá ïìïôïðßá êáé f̃0 : Y → X̃ áíýøùóç ôçò f0.

Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ïìïôïðßá f̃t : Y → X̃ ôçò f̃0 ôÝôïéá þóôå p ◦ f̃t = ft.

Aðüäåéîç. Ãéá êÜèå (y; t) ∈ Y ×I õðÜñ÷åé ãåéôïíéÜ U×(a; b) ôÝôïéá þóôå ôï F (U×(a; b))

ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéá ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò Ua.

¸óôù y ∈ Y , ãéá êÜèå t ∈ I èåùñïýìå ãåéôïíéÜ Ut × (at; bt) üðùò ðñéí. Ôï I åßíáé

óõìðáãÝò, Üñá õðÜñ÷ïõí U1 × (a1; b1); : : : ; Un × (an; bn) ôÝôïéåò þóôå ôï (a1; b1) ∪ · · · ∪
(an; bn) åßíáé êÜëõøç ôïõ I. Èåùñïýìå ôçí ôïìÞ ôïõò V = U1 ∩ · · · ∩ Un. Áðü ôï ëÞììá

Lebesgue, õðÜñ÷ïõí t0 = 0 < t1 < · · · < tn = 1 ôÝôïéá þóôå F (V × [ti; ti+1]) ⊂ Vi, üðïõ

Vi £ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò¤, äçëáäÞ p−1(Vi) îÝíç Ýíùóç áíïé÷ôþí W a
i ôÝôïéùí þóôå p|Wa

i

ïìïéïìïñöéóìüò.
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¸÷ïõìå ïñßóåé F̃ : V ×{0} → X̃, (F̃ : Y ×{0} = f̃0). To F̃ (y; 0) ðåñéÝ÷åôáé óôï p̃−1(V0),

áò ðïýìå ëïéðüí üôé F̃ (y; 0) ∈ W0, üðïõ p : W0 → V0 åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

Ðåñéïñßæïíôáò (áí åßíáé áíáãêáßï) ôï V ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï F̃ (V × {0})
ðåñéÝ÷åôáé óôï W0. ¸÷ïõìå üôé F̃ (V × {0}) ⊂ W0.

Ìðïñïýìå ôþñá íá ïñßóïõìå åðÝêôáóç ôçò F̃ óôï F̃ (V × [t0; t1]) ìå

F̃ (v; t) = p−1F (v; t); ∀(v; t) ∈ V × [t0; t1]

üðïõ åäþ èåùñïýìå ôçí p ðåñéïñéóìÝíç óôï W0 êáé p : W0 → V0 åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò,

åðïìÝíùò ç p−1 åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç óõíÜñôçóç.

Óõíå÷ßæïõìå åðáãùãéêÜ. ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí F̃ óôï F̃ (V × {ti})
êáé åðåêôåßíïõìå óôï F̃ (V × [ti; ti+1]) ìå F̃ (v; t) = p−1 ◦ F (v; t), üðïõ p : Wi → Vi
ïìïéïìïñöéóìüò.

Ìå áõôüí ôïí ôñüðï, ãéá êÜèå y ∈ Y , ïñßæïõìå F̃ : Vy × I → X̃, üðïõ Vy åßíáé áíïéêôÞ

ãåéôïíéÜ ôïõ y.

Ôþñá, áí Vy ∩ Vz 6= ∅, ãéá êÜèå x ∈ Vy ∩ Vz ôï F̃ (x; 0) åßíáé ïñéóìÝíï áðü ôçí õðüèåóç

(= f̃0(x)) êáé õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ áíýøùóç ôïõ F (x; t); t ∈ [0; 1] Üñá ç F̃ (x; t) ïñßæåôáé

ìå ôïí ßäéï ôñüðï óôçí Vy ∩ Vz.
ÅðïìÝíùò, ç F̃ : Y × I → X åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç, óõíå÷Þò, ìïíáäéêÞ. �

Ðñüôáóç 4.3. ¸óôù (X̃; p) ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X. Ç áðåéêüíéóç

p? : �1(X̃; x̃0)→ �1(X; x0)

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

Ç õðïïìÜäá p?(�1(X̃; x̃0)) áðïôåëåßôáé áðü ôïõò âñüã÷ïõò 
 ìå âÜóç ôï x0 ðïõ áíõøþíïíôáé

óå âñüã÷ïõò ìå âÜóç ôï x̃0.

Aðüäåéîç.

1. ¸óôù [f̃0] ∈ ker(p?), äçëáäÞ f̃0 : I → X̃, f̃0(0) = f̃0(1) = x̃0 êáé f0 = p ◦ f̃0

ïìïôïðéêü ìå ôï óôáèåñü ìïíïðÜôé f1(t) = x0; ∀t ∈ I.
ÕðÜñ÷åé ïìïôïðßá ft áðü ôï f0 óôï f1. ÁëëÜ ôüôå, áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç,

õðÜñ÷åé ïìïôïðßá f̃t áðü ôï f̃0 óôï f̃1, äçëáäÞ [f̃0] = 1.
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2. Áí ï 
 áíõøþíåôáé óå âñüã÷ï 
̃ óôï x̃0, ôüôå 
 = p?(
̃), äçëáäÞ 
 ∈ Im(p?).

Áíôßóôñïöá, áí 
 ∈ Im(p?), ôüôå ï 
 åßíáé ïìïôïðéêüò ìå âñüã÷ï p ◦ f̃ . ÁëëÜ ç

ïìïôïðßá áðü ôïí 
 óôïí p ◦ f̃ áíõøþíåôáé óå ïìïôïðßá áðü ôïí 
̃ óôïí f̃ , äçëáäÞ

ï 
̃ åßíáé âñüã÷ïò óôï x̃0.

�

ÐáñáôÞñçóç 4.1. Áí p : X̃ → X ðñïâïëÞ åðéêÜëõøçò, ôüôå ï ðëçèÜñéèìïò Card(p−1(x))

åßíáé ôïðéêÜ óôáèåñüò, äçëáäÞ ãéá êÜèå x ∈ X õðÜñ÷åé U áíïéêôÞ ãåéôïíéÜ ôïõ x ôÝôïéá

þóôå ãéá êÜèå y ∈ U éó÷ýåé

Card(p−1(y)) = Card(p−1(x))

ÅðïìÝíùò áí ï X åßíáé óõíåêôéêüò, ôüôå ï Card(p−1(x)) åßíáé óôáèåñüò. Ï áñéèìüò

áõôüò ëÝãåôáé áñéèìüò êáëõììÜôùí (öýëëùí) ôçò åðéêÜëõøçò.

Aðüäåéîç. Ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí y ∈ Y , ìå Card(p−1(y)) = Card(p−1(x)) åßíáé

áíïéêôü. Ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åßíáé åðßóçò áíïéêôü. ÁõôÜ ôá äýï åßíáé îÝíá êáé ï X åßíáé

óõíåêôéêüò, Üñá {y ∈ Y ìå Card(p−1(y)) = Card(p−1(x))} = X. �

Ðñüôáóç 4.4. ¸óôù X; X̃ óõíåêôéêïß êáôÜ ôüîá êáé p : (X̃; x̃0)→ (X; x0) åðéêÜëõøç.

Ï áñéèìüò êáëõììÜôùí ôçò åðéêÜëõøçò p åßíáé ßóïò ìå ôï äåßêôç ôçò p?(�1(X̃; x̃0)) óôçí

�1(X; x0).

Aðüäåéîç. ¸óôù H = p?(�1(X̃; x̃0)).

Ïñßæïõìå ìßá áðåéêüíéóç áðü ôá äåîéÜ óýìðëïêá {H[g]} óôï {p−1(x0)}. Èåùñïýìå ôçí

áíýøùóç ôïõ g, g̃ ðïõ îåêéíÜ áðü ôï x̃0 êáé ïñßæïõìå '(H[g]) = g̃(1).

• Ç ' åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç:

Áí hg ∈ H[g], ôüôå h̃g = h̃g̃ (üðïõ g̃ îåêéíÜ óôï h̃(1)) áëëÜ h̃g̃(1) = g̃(1) áöïý h̃

âñüã÷ïò óôï x̃0.
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• Ç ' åßíáé 1− 1.

Áí g̃1(1) = g̃2(1), ôüôå g̃1g̃
−1
2 (1) = x̃0, äçëáäÞ g̃1g̃

−1
2 ∈ �1(X̃; x̃0)

⇒g1g
−1
2 ∈ H

⇒g1g
−1
2 = h ∈ H

⇒g1 = hg2

⇒Hg1 = Hg2

• Ç ' åßíáé åðß.

Áí x̃1 ∈ p−1(x0) êáé g̃ ìïíïðÜôé áðü ôï x̃0 óôï x̃1, ôüôå p(g̃) = g ∈ �1(X; x0) êáé

'(Hg) = x̃1.

�

Ïñéóìüò 4.3. Ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò Y åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá áí ãéá

êÜèå y ∈ Y êáé ãéá êÜèå ãåéôïíéÜ U ôïõ y, õðÜñ÷åé ãåéôïíéÜ y ∈ V ⊂ U ôÝôïéá þóôå V

óõíåêôéêÞ êáôÜ ôüîá.

Ðñüôáóç 4.5. ¸óôù p : (X̃; x̃0) → (X; x0) êáé f : (Y; y0) → (X; x0), üðïõ ï Y åßíáé

óõíåêôéêüò êáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá. Ôüôå õðÜñ÷åé áíýøùóç f̃ : (Y; y0) →
(X̃; x̃0) ôçò f áí êáé ìüíï áí f?(�1(Y; y0)) ⊂ p?(�1(X̃; x̃0))

Aðüäåéîç. £⇒¤ Áí õðÜñ÷åé áíýøùóç f̃ ôçò f , ôüôå f? = (p ◦ f̃)? = p? ◦ f̃?. ¢ñá

Im(f?) ⊂ Im(p?)

£⇐¤ ¸óôù y ∈ Y êáé 
 ìïíïðÜôé áðü ôï y0 óôï y. Èåùñïýìå ôï ìïíïðÜôé f(
). ÕðÜñ÷åé

ìïíáäéêÞ áíýøùóç ôïõ f(
) ðïõ îåêéíÜ áðü ôï x̃0. Ïñßæïõìå

f̃(y) =
∼

f(
)(1)

Èá äåßîïõìå üôé ç f̃ åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.

Õðåíèõìßæïõìå üôé áí � ìïíïðÜôé óõìâïëßæïõìå ìå �̄ ôï ìïíïðÜôé �(t) = �(1− t).

¸óôù 
′ Ýíá Üëëï ìïíïðÜôé áðü ôï y0 óôï y. Ôüôå ôï f(
)
−

f(
′) åßíáé âñüã÷ïò óôï

x0.

f(
)
−

f(
′) ' f(

̄′) ∈ f?(�1(Y; y0)) ⊂ p?(�1(X̃; x̃0))

ÅðïìÝíùò, ï âñüã÷ïò f(
)
−

f(
′) áíõøþíåôáé óå âñüã÷ï óôïí X̃ áðü ôï x̃0, Üñá ôï
'

f(
′)

åßíáé Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôï
∼

f(
′)(1) óôï x̃0. ÅðïìÝíùò, ôï
∼

f(
′) åßíáé Ýíá ìïíïðÜôé áðü

ôï x̃0 óôï
∼

f(
)(1) =
∼

f(
′)(1).
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Ç f̃ åßíáé óõíå÷Þò:

¸óôù y ∈ Y êáé Ũ ãåéôïíéÜ ôïõ
∼

f(y) ôÝôïéá þóôå ç p|
Ũ
åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò p : Ũ →

p(Ũ) = U .

Áöïý ï Y åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá õðÜñ÷åé óõíåêôéêÞ êáôÜ ôüîá ãåéôïíéÜ ôïõ

y, V , ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí f−1(U).

¸óôù 
 Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôï y0 óôï y. Áí y′ ∈ V , èåùñïýìå ôï ìïíïðÜôé 
′ áðü ôï y

óôï y′.

f̃(y′) =
∼

f(
)f(
′)(1) =
∼

f(
)
∼

f(
′)(1)

ÁëëÜ
∼

f(
′) ⊂ Ũ , áöïý p : Ũ → U ïìïéïìïñöéóìüò, Üñá f̃(y′) ∈ Ũ . Óõìðåñáßíïõìå üôé

f(V ) ⊂ Ũ , åðïìÝíùò ç f åßíáé óõíå÷Þò. �

Ðñüôáóç 4.6. ¸óôù p : X̃ → X ÷þñïò åðéêÜëõøçò êáé f : Y → X, üðïõ Y óõíåêôéêüò.

¸óôù f̃1; f̃2 : Y → X̃ äýï áíõøþóåéò ôçò f . Áí f̃1(y) = f̃2(y) ãéá êÜðïéï y ∈ Y , ôüôå
f̃1 = f̃2.

Aðüäåéîç. Èåùñïýìå ôï óýíïëï A = {y : f̃1(y) = f̃2(y)}. Èá äåßîïõìå üôé ôï A åßíáé

áíïéêôü êáé êëåéóôü.

¸óôù y ∈ Y , U ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò ôïõ y êáé Ũ1; Ũ2 ãåéôïíéÝò ôùí f̃1(y); f̃2(y) ôÝôïéåò

þóôå p : Ũ1 → U = p(Ũ1) , p : Ũ2 → U = p(Ũ2) ïìïéïìïñöéóìïß. Áí f̃1(y) 6= f̃2(y),

ôüôå Ũ1 ∩ Ũ2 = ∅. Áöïý ïé f̃1 , f̃2 åßíáé óõíå÷åßò, õðÜñ÷åé ãåéôïíéÜ N ôïõ y ôÝôïéá þóôå

f̃1(N) ⊂ U1 , f̃2(N) ⊂ U2. Áí f̃1(y) 6= f̃2(y), ôüôå f̃1(y′) 6= f̃2(y′), ãéá êÜèå y′ ∈ N .

¼ìïéá, áí f̃1(y) = f̃2(y), ôüôå f̃1(y′) = f̃2(y′), ãéá êÜèå y′ ∈ N .

¢ñá ôï óýíïëï üðïõ ïé f̃1 , f̃2 ôáõôßæïíôáé åßíáé áíïéêôü êáé êëåéóôü. Áöïý ï Y åßíáé

óõíåêôéêüò óõìðåñáßíïõìå üôé f̃1 = f̃2. �

4.2 Ôáîéíüìçóç ÷þñùí åðéêÜëõøçò

Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé 1-1 áíôéóôïé÷ßá áíÜìåóá óå õðïïìÜäåò ôçò �1(X; x0) êáé óå

÷þñïõò åðéêÜëõøçò (X̃; x̃0) ôïõ (X; x0).

Ïñéóìüò 4.4. Ï X åßíáé çìéôïðéêÜ áðëÜ óõíåêôéêüò (semilocally simply connected)

áí ãéá êÜèå x ∈ X õðÜñ÷åé ãåéôïíéÜ U ôïõ x ôÝôïéá þóôå ï ïìïìïñöéóìüò i? : �1(U; x)→
�1(X; x) åßíáé ôåôñéììÝíïò.

Ï X åßíáé ôïðéêÜ áðëÜ óõíåêôéêüò áí ãéá êÜèå x ∈ X êáé êÜèå ãåéôïíéÜ W ôïõ x

õðÜñ÷åé ãåéôïíéÜ U ⊂ W ôïõ x ô.ù. �1(U; x) = {1}.

ÐáñÜäåéãìá 4.2. 1. S1 åßíáé ôïðéêÜ áðëÜ óõíåêôéêüò.
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2. Óêïõëáñßêé ôçò ×áâÜçò

äåí åßíáé (çìé)ôïðéêÜ áðëÜ óõíåêôéêüò.

3. CX = êþíïò ðÜíù áðü ôï óêïõëáñßêé ôçò ×áâÜçò.

Åßíáé çìéôïðéêÜ áðëÜ óõíåêôéêüò áëëÜ ü÷é ôïðéêÜ áðëÜ óõíåêôéêüò.

Èåþñçìá 4.1. ¸óôù X óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, ôïðéêÜ óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, çìéôïðéêÜ

áðëÜ óõíåêôéêüò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò. Ôüôå õðÜñ÷åé ÷þñïò åðéêÜëõøçò X̃ ôïõ X ìå

�1(X̃) = 1. Ï X̃ ëÝãåôáé êáèïëéêüò ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X.

Aðüäåéîç. Ç éäÝá åßíáé üôé ôá óçìåßá ôïõ X̃, ìðïñïýìå íá ôá äïýìå óáí êëÜóåéò

ïìïôïðßáò ìïíïðáôéþí ôïõ X.

Ïñßæïõìå

X̃ = {[
] : 
 ìïíïðÜôé óôï X ìå 
(0) = x0}

üðïõ [
] åßíáé ç êëÜóç ïìïôïðßáò ôïõ 
 (ùò ðñïò ïìïôïðßåò ðïõ êñáôïýí óôáèåñÜ ôá 
(0),


(1)).

Ïñßæïõìå

p : X̃ → X ìå p([
]) = 
(1)

Áöïý ï X åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá ç p åßíáé åðß. Ãéá íá ïñßóïõìå ìßá ôïðïëïãßá U
óôïí X̃ áñêåß íá ïñßóïõìå ìßá âÜóç ôçò U , äçëáäÞ ìßá ïéêïãÝíåéá áíïé÷ôþí {Ua} ôÝôïéá
þóôå:

1.
⋃
{Ua} = X̃

2. Áí [
] ∈ Ui ∩ Uj, ôüôå õðÜñ÷åé Uk ∈ {Ua} ôÝôïéï þóôå [
] ∈ Uk êáé Uk ⊂ Ui ∩ Uj.
( Ôá áíïé÷ôÜ ôçò U åßíáé åíþóåéò óôïé÷åßùí ôçò âÜóçò)

¸óôù U áíïéêôü óõíåêôéêü êáôÜ ôüîá ôÝôïéï þóôå �1(U; x) ,→ �1(X; x) åßíáé ôåôñéììÝíç.

Áí 
 ìïíïðÜôé ôÝôïéï þóôå 
(1) ∈ U , ïñßæïõìå

U[
] = {[
 · �] : � ìïíïðÜôé óôï U ìå �(0) = 
(1)}

ËÞììá. Ç {Ua} åßíáé âÜóç ãéá ìßá ôïðïëïãßá óôïí X̃.
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Aðüäåéîç.

1. Ðñïöáíþò áí [
] ∈ X̃, [
] ∈ U[
]

2. ¸óôù üôé [�] ∈ U[
] ∩ V[�], �(1) ∈ U ∩ V .
ÕðÜñ÷åé W ⊂ U ∩ V , ôÝôïéï þóôå �(1) ∈ W êáé W áíïéêôü, óõíåêôéêü êáôÜ ôüîá,

ôÝôïéï þóôå �1(W ) ,→ �1(X) ôåôñéììÝíç.

Ôüôå W[�] ⊂ U[
] ∩ V[�]

ÐñÜãìáôé, áí [� · �] ∈ W[�]

[�] ∈ U[
] ⇒ [�] = [
 · �1]⇒ [� · �] = [
 · �1 · �]; �1� ∈ U ⇒ W[�] ⊂ U[
]

¼ìïéá W[�] ⊂ V[�].

�

Äåß÷íïõìå ôþñá üôé ç p : X̃ → X åßíáé óõíå÷Þò.

¸óôù x ∈ X êáé [
] ∈ X̃ ìå 
(1) = x. Èåùñïýìå U áíïéêôÞ ãåéôïíéÜ ôïõ x êáé V ⊂ U

áíïéêôü, óõíåêôéêü êáôÜ ôüîá ôÝôïéï þóôå x ∈ V êáé �1(V ) ,→ �1(X) ôåôñéììÝíç. Ôüôå

p(V[
]) ⊂ U : Áí [
 · �] ∈ V[
]; (
 · �)(1) ∈ V ⊂ U .

Ç áðåéêüíéóç p : X̃ → X åßíáé ðñïâïëÞ åðéêÜëõøçò: ¸óôù x ∈ X êáé x ∈ U , üðïõ U
áíïéêôü, óõíåêôéêü êáôÜ ôüîá ìå �1(U) ,→ �1(X) ôåôñéììÝíç. Ôüôå

p−1(U) = {U[
] : 
 ìïíïðÜôé áðü ôï x0 óôï x}

êáé ç p : U[
] → U åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

ÐñÜãìáôé, Ýóôù [�] ∈ p−1(U) êáé � ìïíïðÜôé óôï U áðü ôï �(1) óôï x. Ôüôå [�] = [� ·� ·�̄],

äçëáäÞ [�] ∈ U[�·�], üðïõ � · � ìïíïðÜôé áðü ôï x0 óôï x.

Áí p(
 · �) = p(
 · �′), üðïõ �; �′ ∈ U , ôüôå � ' �′ áöïý [� · �′] = 1 óôçí �1(X). ¢ñá

[
 ·�] = [
 ·�′], äçëáäÞ ç p : U[
] → U åßíáé 1−1. Ðñïöáíþò p åðß. Åðßóçò p−1 : U → U[
]

óõíå÷Þò.

Ðáñáôçñïýìå üôé ôá U[
] åßíáé áíïé÷ôÜ êáé îÝíá áíÜ 2. ÐñÜãìáôé, áí U[
] ∩ U[�] 6= ∅, ìå
U[
]; U[�] ⊂ p−1(U), ôüôå [
 · �] = [� · �1] ãéá êÜðïéá �; �1 ⊂ U . ÁëëÜ [� · �] = [� · �1] êáé

[
 · �] = [� · �]⇒ [
 · � · �̄] = [� · � · �̄]⇒ [
] = [�]

ÄçëáäÞ U[
] = U[�].

ÔÝëïò äåß÷íïõìå üôé ï X̃ åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá êáé áðëÜ óõíåêôéêüò. Áí [
] ∈ X̃,

èåùñïýìå 
t = 
|[0;t] (
t : [0; 1] → X, 
t(x) = 
(tx)). Ôüôå f : [0; 1] → X̃, üðïõ

f(t) = [
t] åßíáé ìïíïðÜôé áðü ôï óôáèåñü ìïíïðÜôé óôï [
]. ÄçëáäÞ X̃ óõíåêôéêüò êáôÜ

ôüîá.
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Ãéá íá äåßîïõìå üôé �1(X̃; x̃0) = 1, áñêåß íá äåßîïõìå üôé p?(�1(X̃; x̃0)) = 1, áöïý ç

p? åßíáé 1 − 1. ¸óôù üôé 
 ∈ Im(p?), ôüôå 
̃ åßíáé âñüã÷ïò. ÁëëÜ 
̃ åßíáé ôï ìïíïðÜôé

[
t]. ¸ôóé, [
t] âñüã÷ïò óçìáßíåé üôé [
] = [x0]⇒ [
] = 1, äçëáäÞ Im(p?) = {1}. �

ÐáñÜäåéãìá 4.3.

Ðñüôáóç 4.7. ¸óôù X óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, ôïðéêÜ óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, çìéôïðéêÜ

áðëÜ óõíåêôéêüò. Ôüôå ãéá êÜèå õðïïìÜäá H ≤ �1(X; x0) õðÜñ÷åé ÷þñïò åðéêÜëõøçò

p : XH → X ôÝôïéïò þóôå p?(�1(XH ; x̃0)) = H ãéá êÜðïéï x̃0 ∈ XH .

Aðüäåéîç. Ïñßæïõìå ìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí êáèïëéêü ÷þñï åðéêÜëõøçò X̃:

[
] ∼ [
′] áí 
(1) = 
′(1) êáé [
 · 
̄′] ∈ H
Ðñïöáíþò,

• [
] ∼ [
]

• [
] ∼ [�]⇒ [�] ∼ [
] êáé

• [
] ∼ [�], [�] ∼ [�]⇒ [
] ∼ [�]

Áí [
] ∼ [
′], ôüôå ãéá êÜèå [
 · �] ∈ U[
] Ý÷ïõìå [
 · �] ∼ [
′ · �]. ÄçëáäÞ ïé ãåéôïíéÝò U[
],

U[
′] ôáõôßæïíôáé.

¼ðùò ðñéí, ç áðåéêüíéóç p : XH → X, üðïõ p(
) = 
(1) åßíáé ðñïâïëÞ åðéêÜëõøçò.

¸óôù x̃0 ôï ìïíïðÜôé c(t) = x0; ∀t ∈ [0; 1]. Ôüôå 
 ∈ Im(p?) áí êáé ìüíï áí ôï ìïíïðÜôé

[
t] åßíáé âñüã÷ïò, äçëáäÞ [
] ∼ [c]⇔ [
] ∈ H. �

Ïñéóìüò 4.5. ¸óôù X óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá êáé p1 : X̃1 → X, p2 : X̃2 → X ÷þñïé

åðéêÜëõøçò ôïõ X. Ç f : X̃1 → X̃2 åßíáé éóïìïñöéóìüò ÷þñùí åðéêÜëõøçò áí:
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1. f : X̃1 → X̃2 åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò êáé

2. p1 = p2 ◦ f

ÄçëáäÞ áí ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá åßíáé ìåôáèåôéêü:

X̃1

f //

p1
  A

AA
AA

AA
X̃2

p2
~~}}

}}
}}

}

X

Ïñéóìüò 4.6. Áí éó÷ýåé ìüíï ç óõíèÞêç 2 ôïõ ïñéóìïý 4.5 ëÝìå üôé ç f åßíáé ïìïìïñöéóìüò

÷þñùí åðéêÜëõøçò.

Ïñéóìüò 4.7. Áí p : X̃ → X ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X, ëÝìå üôé ï f : X̃ → X̃ åßíáé

áõôïìïñöéóìüò ôïõ X̃ áí ï f åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Ðñüôáóç 4.8. ¸óôù X óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, ôïðéêÜ óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá êáé p1 :

X̃1 → X, p2 : X̃2 → X óõíåêôéêïß êáôÜ ôüîá ÷þñïé åðéêÜëõøçò ôïõ X. Ôüôå õðÜñ÷åé

éóïìïñöéóìüò f : X̃1 → X̃2 ìå f(x̃1) = x̃2, üðïõ x̃1 ∈ p−1
1 (x0), x̃2 ∈ p−1

2 (x0), áí êáé ìüíï

áí p1?(�1(X̃1; x̃1)) = p2?(�2(X̃2; x̃2)).

Aðüäåéîç.

1. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé f : X̃1 → X̃2 éóïìïñöéóìüò. Ôüôå Ý÷ïõìå:

p2 ◦ f = p1 ⇒ p2? ◦ f? = p1? ⇒ Im(p1?) ⊂ Im(p2?)

¼ìïéá p2 = p1 ◦ f−1 ⇒ Im(p2?) ⊂ Im(p1?). ¢ñá Im(p1?) = Im(p2?).

2. Áíôßóôñïöá, áí éó÷ýåé ç éóüôçôá Ý÷ïõìå áíõøþóåéò:

X̃1
p̃1

//

p1
  A

AA
AA

AA
X̃2

p̃2oo

p2
~~}}

}}
}}

}

X

p2p̃1 = p1, p1p̃2 = p2 ìå p̃1(x̃1) = x̃2, p̃2(x̃2) = x̃1

Åðßóçò p1(p̃2p̃1) = p1

X̃1

p̃2p̃1 //

p1
  A

AA
AA

AA
X̃1

p1
~~}}

}}
}}

}

X

Ç p̃2p̃1 åßíáé áíýøùóç ôçò p1 ìå p̃2p̃1(x̃1) = x̃1. ¢ñá p̃2p̃1 = id.

¼ìïéá, p̃1p̃2 = id, Üñá p̃1, p̃2 éóïìïñöéóìïß.
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�

Èåþñçìá 4.2. ¸óôù X óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, ôïðéêÜ óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá, çìéôïðéêÜ

áðëÜ óõíåêôéêüò. ÕðÜñ÷åé 1− 1 áíôéóôïé÷ßá{
÷þñïé åðéêÜëõøçò (X̃; x̃0) ôïõ X

ìå óçìåßï âÜóçò x̃0.

}
←→

{
ÕðïïìÜäåò ôçò �1(X; x0)

}
(X̃; x̃0) −→ p?(�1(X̃; x̃0))

Áí îå÷Üóïõìå ôá óçìåßá áíáöïñÜò Ý÷ïõìå ôçí 1-1 áíôéóôïé÷ßá:{
÷þñïé åðéêÜëõøçò X̃ ôïõ X

}
←→

{
ÊëÜóåéò óõæõãßáò õðïïìÜäùí ôçò �1(X; x0)

}
Aðüäåéîç. Ôï ðñþôï ìÝñïò ôï Ý÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé.

ÈÝôïõìå H = p?(�1(X̃; x̃0))

¸óôù üôé áëëÜæïõìå óçìåßï áíáöïñÜò (X̃; x̃0)→ (X̃; x̃1), üðïõ x̃1 ∈ p−1(x0).

Èåùñïýìå ìïíïðÜôé 
 áðü ôï x̃0 óôï x̃1. Áí � ∈ �1(X̃; x̃1), ôüôå 
�
̄ ∈ �1(X̃; x̃0).

¸÷ïõìå:

p(
�
̄) = p(
)p(�)p(
)−1 = �p(�)�−1 ∈ H ⇒ p(�) ∈ �−1H�

Åðßóçò, áí � ∈ �1(X̃; x̃0), ôüôå � = 
�
̄ ãéá êÜðïéï � êáé �−1�� = p(�). ÅðïìÝíùò

p?(�1(X̃; x̃1)) = �−1H�.

Áíôßóôñïöá, áí g ∈ �1(X̃; x̃0), Ýóôù 
 âñüã÷ïò ìå [
] = g−1 êáé 
̃ áíýøùóç ôïõ 
 áðü

ôï x̃0. Áí x̃1 = 
(1), ôüôå p?(�1(X̃; x̃1)) = gHg−1. �

ÐáñáôÞñçóç 4.2. Áí p : X̃ → X êáèïëéêüò ÷þñïò åðéêÜëõøçò êáé p1 : X̃1 → X ÷þñïò

åðéêÜëõøçò, ôüôå, áöïý Im(p?) ⊂ Im(p1?), õðÜñ÷åé p̃1 : X̃ → X̃1 ôÝôïéá þóôå p = p1◦p̃1,

êáé ç p̃1 åßíáé ðñïâïëÞ åðéêÜëõøçò.

X̃

p

��

p̃1

��~~
~~

~~
~

X̃1 p1

// X

Åðßóçò ï êáèïëéêüò ÷þñïò åðéêÜëõøçò X̃ åßíáé ìïíáäéêüò, áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá.

4.3 Ìåôáó÷çìáôéóìïß ÅðéêÜëõøçò (Deck transformations)

Ïñéóìüò 4.8. ¸óôù p : X̃ → X ÷þñïò åðéêÜëõøçò. Ïé áõôïìïñöéóìïß f : X̃ → X̃

ïíïìÜæïíôáé ìåôáó÷çìáôéóìïß åðéêÜëõøçò. Óõìâïëßæïõìå ìå G(X̃) ôçí ïìÜäá üëùí

ôùí áõôïìïñöéóìþí áõôþí, ìå ðñÜîç ôç óýíèåóç.
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ÐáñÜäåéãìá 4.4. 1. p : R→ S1, p(x) = (cos(2�x); sin(2�x))

Ìåôáó÷çìáôéóìïß åðéêÜëõøçò:

fn : R → R
x 7→ x+ n

ãéá n ∈ Z, Üñá G(X̃) = Z.

2. Áí X = S1, p : S1 → S1, p(z) = zn, ôüôå G(X̃) = Zn

ÐáñáôÞñçóç 4.3. ¸óôù p : X̃ → X, X̃ óõíåêôéêüò êáé g ∈ G(X̃). Áí gx = x ãéá

êÜðïéï x ∈ X̃, ôüôå g = id.

Aðüäåéîç. Áðü ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò áíýøùóçò:

X̃
id
//

g //

p
��@

@@
@@

@@
X̃

p

��
X

�

Ïñéóìüò 4.9. Ï ÷þñïò åðéêÜëõøçò p : X̃ → X ïíïìÜæåôáé êáíïíéêüò áí ãéá êÜèå

x ∈ X êáé ãéá êÜèå x̃1; x̃2 ∈ p−1(x), õðÜñ÷åé g ∈ G(X̃) ôÝôïéï þóôå gx̃1 = x̃2.

ÐáñÜäåéãìá 4.5. 1. p : R→ S1 êáíïíéêüò.

2. Ï ðáñáêÜôù ÷þñïò åðéêÜëõøçò äåí åßíáé êáíïíéêüò:

Ðñüôáóç 4.9. ¸óôù p : (X̃; x̃0)→ (X; x0) óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ

óõíåêôéêïý êáôÜ ôüîá, ôïðéêÜ óõíåêôéêïý êáôÜ ôüîá ÷þñïõ X êáé Ýóôù H ç õðïïìÜäá

p?(�1(X̃; x̃0)) ⊂ �1(X; x0). Ôüôå

1. Ï ÷þñïò åðéêÜëõøçò X̃ åßíáé êáíïíéêüò áí êáé ìüíï áí H / �1(X; x0).
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2. G(X̃) = N(H)=H, üðïõ N(H) ç êáíïíéêïðïéïýóá ôçò H óôçí �1(X; x0).

Åéäéêüôåñá, áí X̃ êáíïíéêüò, G(X̃) = �1(X; x0)=H.

Áí X̃ êáèïëéêüò ÷þñïò åðéêÜëõøçò, ôüôå G(X̃) = �1(X; x0)

Aðüäåéîç.

1. ¸÷ïõìå

(X̃; x̃0)
g //

p
%%JJJJJJJJJ

(X̃; x̃1)

p
yyttttttttt

(X; x0)

p?(�1(X̃; x̃1)) = 
p?(�1(X̃; x̃0))
−1 = 
H
−1, üðïõ 
 = p?(�) êáé � ìïíïðÜôé áðü

ôï x̃1 óôï x̃0.

¢ñá X̃ êáíïíéêüò áí êáé ìüíï áí H / G(X̃)

∃g : (X̃; x̃0)→ (X̃; x̃1) áõôïìïñöéóìüò áí êáé ìüíï áí H = 
H
−1.

2. Áí 
 ∈ N(H) êáé 
̃ áíýøùóç ôïõ 
 óôï X̃, ôüôå õðÜñ÷åé g ∈ G(X̃) ìå g(
̃(0)) =


̃(1).

Ïñßæïõìå ' : N(H)→ G(X̃) ìå '(
) = g.

' ïìïìïñöéóìüò: Áí 
1; 
2 ∈ N(H), ôüôå

'(
1
2)(x̃0) = 
̃1
̃2(1) '(
1)'(
2)(x̃0) = '(
1)
̃2(1) = 
̃1
̃2(1)

ÅðïìÝíùò, '(
1
2) = '(
1)'(
2).

ker(') = {
 ∈ N(H) : 
̃(1) = x0} = H

�

4.4 ÄñÜóåéò ÏìÜäùí

¸óôù G ïìÜäá êáé Y ÷þñïò.

Ïñéóìüò 4.10. Ìßá äñÜóç ôçò ïìÜäáò G óôïí ÷þñï Y åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò � :

G→ Homeo(Y ).

ËÝìå áðëÜ üôé ç G äñá óôïí Y êáé ãñÜöïõìå Gy Y .

Áí g ∈ G, ôüôå �(g) : Y → Y ïìïéïìïñöéóìüò.

ÃñÜöïõìå áðëïýóôåñá g : Y → Y êáé g · y áíôß ãéá g(y) áí y ∈ Y .
Éóïäýíáìá ìßá äñÜóç áíôéóôïé÷åß óå êÜèå g ∈ G, Ýíáí ïìïéïìïñöéóìü g : Y → Y Ýôóé

þóôå ãéá êÜèå g1; g2 ∈ G êáé ãéá êÜèå y ∈ Y , (g1 · g2)y = g1(g2y).
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Ïñéóìüò 4.11. ¸óôù üôé G y Y . ËÝìå üôé ç äñÜóç åßíáé äñÜóç åðéêÜëõøçò áí ãéá

êÜèå x ∈ Y õðÜñ÷åé U ãåéôïíéÜ ôïõ x ôÝôïéá þóôå g(U) ∩ U = ∅; ∀g 6= e.

ÐáñáôÞñçóç 4.4. Ç äñÜóç ôçò G(X̃) óôïí óõíåêôéêü ÷þñï X̃ åßíáé äñÜóç åðéêÜëõøçò.

ÐñÜãìáôé, áí x̃ ∈ X̃, g 6= 1, êáé Ũ ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò ôüôå g(Ũ) ∩ Ũ = ∅.
Åéäéêüôåñá, áí X̃ êáèïëéêüò ÷þñïò åðéêÜëõøçò, áöïý G(X̃) = �1(X; x0), Ý÷ïõìå üôé

�1(X; x0) y X̃.

ÐáñÜäåéãìá 4.6.

Ïñéóìüò 4.12. ¸óôù üôé Gy Y . Ï ÷þñïò ðçëßêï ôçò äñÜóçò Y=G ïñßæåôáé ìå Y= ∼,
üðïõ y ∼ g(y); ∀g ∈ G; ∀y ∈ Y .
Ï Y=G ëÝãåôáé ÷þñïò ôñï÷éþí.

Ôá óçìåßá ôïõ Y=G åßíáé ïé ôñï÷éÝò Gy = {gy : g ∈ G}.

ÐáñÜäåéãìá 4.7. 1. Áí X̃ êáèïëéêüò ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X, ôüôå X̃=G(X̃) = X.

2. Z y R, x→ n(x) = x+ n, R=Z ≈ S1.

Aðüäåéîç.

1. Ïñßæïõìå f : X̃=G(X̃)→ X, G = G(X̃)

f(Gx) = p(x) ( ç G äñá ìåôáâáôéêÜ óôï p−1(x) áöïý X̃ êáíïíéêüò)

Üñá ç f åßíáé 1− 1.

Ç f åßíáé óõíå÷Þò: ¸óôù x ∈ X, êáé U 3 x, áíïéêôü. Ìðïñþ íá õðïèÝóù üôé ç U

åßíáé ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò, ôüôå p−1(U) åßíáé îÝíç Ýíùóç áðü áíïé÷ôÜ ≈ U .

� : X̃ → X̃=G, �(p−1(U)) áíïéêôü êáé f(�(p−1(U)) = U , Üñá f óõíå÷Þò,

Ðñïöáíþò ç f åßíáé åðß.

×ñçóéìïðïéþíôáò ãåéôïíéÝò åðéêÜëõøçò üðùò ðñéí Ý÷ïõìå üôé ç f åßíáé áíïéêôÞ

åðïìÝíùò ç f−1 åßíáé óõíå÷Þò.

�

Ðñüôáóç 4.10. ¸óôù ìßá äñÜóç åðéêÜëõøçò Gy Y . Ôüôå
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1. Ç p : Y → Y=G, p(y) = Gy åßíáé ðñïâïëÞ åðéêÜëõøçò êáé ï Y åßíáé êáíïíéêüò

÷þñïò åðéêÜëõøçò.

2. G = G(Y ) áí ï Y åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá.

3. G ' �1(Y=G)=p?(�1(Y )) áí ï Y åßíáé óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá êáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò

êáôÜ ôüîá.

Aðüäåéîç.

1. ¸óôù x ∈ Y , áí U ãåéôïíéÜ ôïõ x ôÝôïéá þóôå gU ∩ U = ∅ ãéá êÜèå g ∈ G, g 6= 1

ôüôå p(U) áíïéêôü êáé p : U → p(U) ïìïéïìïñöéóìüò, Üñá U ãåéôïíéÜ åðéêÜëõøçò

ôïõ p(x).

Åî'ïñéóìïý ç G äñá ìåôáâáôéêÜ óôï p−1(x). Åðßóçò ç G ðåñéÝ÷åôáé óôçí ïìÜäá

ìåôáó÷çìáôéóìþí ôïõ ÷þñïõ åðéêÜëõøçòG(Y ) Üñá Y êáíïíéêüò ÷þñïò åðéêÜëõøçò.

2. ÇG äñá ìåôáâáôéêÜ óôï p−1(x), G ⊂ G(X̃), ÜñáG = G(X̃) (áí ãéá 2 ìåôáó÷çìáôéóìïýò

åðéêÜëõøçò éó÷ýåé üôé g1x = g2x, ôüôå g1 = g2 áöïý Y óõíåêôéêüò êáôÜ ôüîá.)

3. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç.

�

ÐáñÜäåéãìá 4.8.

1.

2.
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¢ñá �1(S3) / �1(S2)

|�1(S2) : �1(S3)| = 2

3. Z2 = {e; a}y Sn, üðïõ e(x) = x, a(x) = −x
Sn=Z2 = RP n, Üñá �1(RP n) = Z2

4.

5. T̃ 2 = R2, Z2 y R2 êáé T 2 = R2=Z2

(m;n)(x; y) = (m+ x; n+ y)

6.

Z2 ? Z2 ? Z / Z2 ? Z äåßêôç 2.

4.5 ÅöáñìïãÞ óôç Èåùñßá ÏìÜäùí

Ïñéóìüò 4.13. ¸íá äÝíôñï åßíáé Ýíá óõóôáëôü óõíåêôéêü ãñÜöçìá.
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Ðñüôáóç 4.11. ¸óôù Γ óõíåêôéêü ãñÜöçìá.

Ôï Γ ðåñéÝ÷åé Ýíá maximal äÝíôñï T .

Aðüäåéîç. ÕðÜñ÷åé ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï óýíïëï ôùí õðïäÝíôñùí ôïõ Γ.

Áí T1 ⊂ T2 ⊂ · · · ⊂ Tn ⊂ : : : áýîïõóá áêïëïõèßá õðïäÝíôñùí, ôüôå
∞⋃
i=1

Ti õðïäÝíôñï ôïõ

Γ.

Áðü ôï ëÞììá ôïõ Zorn, õðÜñ÷åé maximal äÝíôñï T . �

ÐáñáôÞñçóç 4.5. Ôï T ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ Γ.

Áí Γ åßíáé Ýíá ãñÜöçìá óõìâïëßæïõìå ìå E(Γ) ôï óýíïëï áêìþí ôïõ Γ.

Ðñüôáóç 4.12. ¸óôù Γ ãñÜöçìá T maximal äÝíôñï ôïõ Γ êáé E = {e ∈ E(Γ)−E(T )}.
Ôüôå �1(Γ) = ?

e∈E
Ze, üðïõ Ze ' Z.

Aðüäåéîç. ¸óôù x0 ∈ T . Ïñßæïõìå ïìïìïñöéóìü ' : ?Ze → Γ.

Áí e = [x1; x2] êáé 
; � ìïíïðÜôéá áðü ôï x0 óå x1; x2, Ý÷ïõìå '(e) = 
e�̄.

ÅðáãùãéêÜ, âëÝðïõìå üôé ç ðñüôáóç éó÷ýåé ãéá ðåðåñáóìÝíá õðïãñáöÞìáôá.

Èá äåßîïõìå üôé ç ' åßíáé åðß.

Áí 
 ∈ �1(Γ; x0), Ôüôå ôï 
 ðåñéÝ÷åôáé óå êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï õðïãñÜöçìá ∆. Èåùñïýìå

A áíïé÷ôü óýíïëï ôïõ ∆ ∪ T ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áêìÞ ðïõ äåí áíÞêåé óôï ∆ êáé B

áíïé÷ôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Γ−∆ êáé ôï T åíþ äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áêìÞ ôïõ ∆. Ôüôå

ôï T åßíáé óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ A∩B êáé ôï ∆ åßíáé óõóôïëÞ ðáñáìüñöùóçò ôïõ

A. ÅðïìÝíùò áðü ôï èåþñçìá van-Kampen �1(Γ) = �1(∆) ? �1(Γ′). Áöïý ôï èåþñçìá

éó÷ýåé ãéá ðåðåñáóìÝíá õðïãñáöÞìáôá Ý÷ïõìå üôé [
] ∈ im (')

Ç ' åßíáé 1− 1:

¼ìïéá �1(Γ) = �1(∆) ? �1(Γ′). Áí '(a) ∈ �1(∆) êáé '(a) = 1, ôüôå a ∈ ker' ãéá ôçí

áðåéêüíéóç óôï ðåðåñáóìÝíï ãñÜöçìá ∆ ðïõ åßíáé 1− 1. �

Èåþñçìá 4.3. ÊÜèå õðïïìÜäá ôçò Fn åßíáé åëåýèåñç.

Aðüäåéîç. Fn = �1(X), üðïõ X åßíáé ôï ìðïõêÝôï áðü n, ôï ðëÞèïò, êýêëïõò. Áí

H 6 Fn, ôüôå õðÜñ÷åé XH ÷þñïò åðéêÜëõøçò ôïõ X ìå �1(XH) = H. Ðñïöáíþò XH

åßíáé ãñÜöçìá åðïìÝíùò ç �1(XH) = H åßíáé åëåýèåñç. �

Ðñüôáóç 4.13. Áí N / Fn, N ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç, ôüôå |Fn : N | <∞.

Aðüäåéîç. (óêéáãñÜöçóç) ¸óôù p : XN → Fn. |Fn : N | = |p−1(X)| áí |p−1(X)|
Üðåéñï êáé c êýêëïò óôï XN , ôüôå ôï XN Ý÷åé Üðåéñïõò êýêëïõò êáé �1(XN) äåí åßíáé

ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç. �
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