
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 2

1. ΄Εστω A, B, C σύνολα. Εξετάστε αν ισχύουν οι ισότητες

(i) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C).
(ii) (A△B)× C = (A× C)△ (B × C).

Απάντηση. (i) Παρατηρούµε ότι

(x, y) ∈ (A \B)× C =⇒ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ y ∈ C

=⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ C) ∧ x /∈ B

=⇒ (x, y) ∈ A× C ∧ (x, y) /∈ B × C

=⇒ (x, y) ∈ (A× C) \ (B × C)

άρα (A \B)× C ⊆ (A× C) \ (B × C). Επίσης,

(x, y) ∈ (A× C) \ (B × C) =⇒ (x, y) ∈ (A× C) ∧ (x, y) /∈ (B × C)

=⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ C) ∧ (x /∈ B ∨ y /∈ C)

=⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ C ∧ x /∈ B)

∨ (x ∈ A ∧ y ∈ C ∧ y /∈ C)

=⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ C ∧ x /∈ B)

=⇒ x ∈ A \B ∧ y ∈ C

=⇒ (x, y) ∈ (A \B)× C

άρα (A× C) \ (B × C) ⊆ (A \B)× C και δείξαµε την πρώτη ισότητα.

(ii) Εφαρµόζοντας κατά σειρά την ισότητα (i) αυτής της άσκησης, την (iii)
της Πρότασης 7.5 και την (iv) της ίδιας πρότασης, παίρνουµε

(A△B)× C = [(A ∪B) \ (A ∩B)]× C

= [(A ∪B)× C] \ [(A ∩B)× C]

= [(A× C) ∪ (B × C)] \ [(A× C) ∩ (B × C)]

= (A× C)△ (B × C).

2. ∆ίνονται δύο µη κενά σύνολα X και Y και έστω A ⊆ X, B ⊆ Y και

(A×B)c το συµπλήρωµα του A×B στο X × Y .

(i) Αποδείξτε ότι ισχύει η σχέση Ac ×Bc ⊆ (A×B)c.
(ii) ∆ώστε παράδειγµα στο οποίο ο ανωτέρω εγκλεισµός δεν είναι ισότητα.
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Απάντηση. (i) Παρατηρούµε ότι

(x, y) ∈ Ac ×Bc ⇐⇒ x ∈ Ac ∧ y ∈ Bc

⇐⇒ x /∈ A ∧ y /∈ B

=⇒ (x, y) /∈ A×B

⇐⇒ (x, y) ∈ (A×B)c

Η τρίτη συνεπαγωγή, που δεν είναι ισοδυναµία, µας οδηγεί στο αντιπαρά-

δειγµα. ΄Εστω X = {1, 2}, A = {1}, Y = {a, b} και B = {b}. Τότε

Ac ×Bc = {(2, a)},

ενώ

(A×B)c = {(1, a), (2, a), (2, b)}.

3. Θεωρούµε δύο ανακλαστικές σχέσεις ρ και σ στο X. ∆είξτε ότι οι σχέσεις

ρ ∪ σ και ρ ∩ σ είναι επίσης ανακλαστικές.

Απάντηση. Μια σχέση R ⊆ X ×X είναι ανακλαστική, αν και µόνον αν

DX ⊆ R,

όπου DX η διαγώνιος. Εποµένως, από την υπόθεση, DX ⊆ ρ και DX ⊆ σ.

Αρα DX ⊆ ρ ∩ σ και DX ⊆ ρ ∪ σ και οι ρ ∩ σ και ρ ∪ σ είναι ανακλαστικές.

4. Θεωρούµε δύο συµµετρικές σχέσεις ρ και σ στο X. Να εξετάσετε αν οι

σχέσεις ρ ∪ σ, ρ ∩ σ και ρ \ σ είναι επίσης συµµετρικές.

Απάντηση. Παρατηρούµε ότι

(x, y) ∈ ρ ∪ σ =⇒ (x, y) ∈ ρ ∨ (x, y) ∈ σ

=⇒ (y, x) ∈ ρ ∨ (y, x) ∈ σ

=⇒ (y, x) ∈ ρ ∪ σ

και η ρ ∪ σ είναι συµµετρική. Επίσης,

(x, y) ∈ ρ ∩ σ =⇒ (x, y) ∈ ρ ∧ (x, y) ∈ σ

=⇒ (y, x) ∈ ρ ∧ (y, x) ∈ σ

=⇒ (y, x) ∈ ρ ∩ σ
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και η ρ ∩ σ είναι συµµετρική. Τέλος,

(x, y) ∈ ρ \ σ =⇒ (x, y) ∈ ρ ∧ (x, y) /∈ σ

=⇒ (y, x) ∈ ρ ∧ (y, x) /∈ σ

=⇒ (y, x) ∈ ρ \ σ

και η ρ \ σ είναι επίσης συµµετρική.

5. ΄Εστω R1 και R2 δύο σχέσεις ισοδυναµίας στο ίδιο σύνολο X, µε R1 ⊆ R2.

Τί σχέση υπάρχει ανάµεσα στις διαµερίσεις D1 και D2 του X που αντιστοιχούν

στις R1 και R2;

Απάντηση. Σταθεροποιούµε ένα x ∈ X. Ο εγκλεισµός R1 ⊆ R2 σηµαίνει ότι

ισχύει η συνεπαγωγή

xR1y =⇒ xR2y,

απ΄ όπου προκύπτει ότι [x]1 ⊆ [x]2. ∆είχνουµε γενικότερα ότι

∀ y ∈ [x]2 : [y]1 ⊆ [x]2.

Πράγµατι, έστω y ∈ [x]2, οπότε yR2x και έστω z ∈ [y]1. Τότε zR1y, άρα

zR2y. Από την µεταβατικότητα της R2, έχουµε zR2x. Εποµένως z ∈ [x]2,
που δείχνει ότι [y]1 ⊆ [x]2. Συµπεραίνουµε ότι η κλάση [x]2 διαµερίζεται σε

κλάσεις της R1, ως εξής :

[x]2 =
⋃

y∈[x]2

[y]1.

Στο πρώτο σχήµα παρακάτω ϕαίνεται η διαµέριση D1 και στο δεύτερο, η D2.

6. Στο Z ϑεωρούµε τις σχέσεις ≡4 και ≡6. Ποιά είναι η σχέση ≡4 ∩ ≡6;

Απάντηση. Γνωρίζουµε ότι ένας ακέραιος είναι πολλαπλάσιο του 4 και του

6, εάν και µόνο εάν είναι πολλαπλάσιο του ελάχιστου κοινού πολλαπλάσιού
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τους, του 12. Συµβολίζουµε µε R την ≡4 ∩ ≡6. Τότε xRy αν και µόνον

αν x − y είναι πολλαπλάσιο του 4 και του 6, άρα αν και µόνον αν είναι

πολλαπλάσιο του 12. Εποµένως, η R είναι η ισοδυναµία ≡12.

7. Στο επίπεδο R2
ορίζουµε την σχέση S ως εξής :

(a, b)S(c, d) ⇐⇒ b = d.

(i) ∆είξτε ότι η S είναι σχέση ισοδυναµίας στο R2
.

(ii) Περιγράψτε γεωµετρικά τις κλάσεις ισοδυναµίας.

Απάντηση. (i) Για κάθε (a, b) ∈ R2
, έχουµε b = b, άρα (a, b)S(a, b) και η S

είναι ανακλαστική. Αν (a, b)S(c, d), τότε b = d, οπότε d = b, άρα (c, d)S(a, b)
και η S είναι συµµετρική. Τέλος, αν (a, b)S(c, d) και (c, d)S(e, f), τότε b =
d = f , άρα (a, b)S(e, f) και η S είναι µεταβατική. Εποµένως είναι σχέση

ισοδυναµίας.

(ii) Για κάθε (a, b) ∈ R2
, είναι

[(a, b)] = {(c, d) ∈ R2 | d = b} = {(x, b) | x ∈ R}.

Γεωµετρικά, η κλάση του Ϲεύγους (a, b) είναι η οριζόντια ευθεία που τέµνει

τον άξονα των y στο b.

8. Στο σύνολο R δίνονται οι διµελείς σχέσεις

xPy ⇐⇒ x− y = ακέραιος, άρτιος

xQy ⇐⇒ x− y = ακέραιος, περιττός

xRy ⇐⇒ cosx = cos y.

(α) Να εξετάσετε ποιές από αυτές είναι σχέσεις ισοδυναµίας.

(ϐ) Για όσες από αυτές είναι σχέσεις ισοδυναµίας να υπολογίσετε την κλά-

ση [π] του π.

Απάντηση. (1) Για την σχέση P : Για κάθε x ∈ R, x − x = 0 = άρτιος, άρα

xPx και η P είναι ανακλαστική. Αν xPy, δηλ. x − y = άρτιος, τότε y − x
είναι ο αντίθετος άρτιος, δηλ. yPx και η P είναι συµµετρική. Τέλος, αν xPy
και yPz, δηλ. x − y = άρτιος και y − z = άρτιος, τότε x − z είναι άρτιος,

σαν άθροισµα δύο άρτιων, άρα xPz και η P είναι µεταβατική, συνεπώς και

σχέση ισοδυναµίας.
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Για κάθε x ∈ R, έχουµε

y ∈ [x] ⇐⇒ y − x = 2a, a ∈ Z
⇐⇒ y = x+ 2a, a ∈ Z.

Εποµένως,

[π] = {π + 2a | a ∈ Z}.
(2) Για την σχέση Q: Για κάθε x ∈ R, x − x = 0 ∈ Z δεν είναι περιττός,

άρα η Q δεν είναι ανακλαστική και κατά συνέπεια ούτε σχέση ισοδυναµί-

ας. Για την πληρότητα σηµειώνουµε ότι δεν είναι ούτε µεταβατική, ενώ είναι

συµµετρική.

(3) Για την σχέση R: Για κάθε x ∈ R, cosx = cosx, άρα xRx και η R
είναι ανακλαστική. Αν xRy, δηλ. cosx = cos y, τότε cos y = cosx, δηλ. yRx
και η R είναι συµµετρική. Τέλος, αν xRy και yRz, δηλ. cosx = cos y και

cos y = cos z, τότε cosx = cos z, άρα xRz και η R είναι µεταβατική, συνεπώς

και σχέση ισοδυναµίας.

Για κάθε x ∈ R, έχουµε

y ∈ [x] ⇐⇒ cos y = cosx

⇐⇒ y = 2kπ ± x, k ∈ Z.

Εποµένως,

[π] = {2kπ ± π | k ∈ Z} = {(2k + 1)π | k ∈ Z}.

9. Στο R3 \ {(0, 0, 0)} ϑεωρούµε την διµελή σχέση

uRv ⇐⇒ ∃ λ ∈ R \ {0} : u = λv.

Να δείξετε ότι είναι σχέση ισοδυναµίας και να ϐρείτε την κλάση [(1, 0,−1)].

Απάντηση. Η σχέση R είναι ανακλαστική, αφού για κάθε u ∈ R3
ισχύει

u = 1 · u. Είναι συµµετρική, διότι αν uRv, δηλ. u = λv, µε λ ̸= 0, τότε

v = λ−1u και vRu. Τέλος, αν uRv και vRw, τότε υπάρχουν λ, µ ∈ R µε

λµ ̸= 0, για τους οποίους ισχύει u = λv και v = µw. Εποµένως u = λµw,

οπότε uRw, η R είναι µεταβατική άρα και σχέση ισοδυναµίας.

Σχετικά µε την κλάση ισοδυναµίας, έχουµε

[(1, 0,−1)] = {u ∈ R3 | u = λ(1, 0,−1), λ ̸= 0}
= {(λ, 0,−λ) ∈ R3 | λ ∈ R \ {0}}
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10. (1) Στο Z5 να λυθούν οι εξισώσεις [3] · [x] = [4] και [2] · [y] = [4].
(2) Να λυθούν οι ίδιες εξισώσεις στο Z6.

Απάντηση. Στους δύο παρακάτω πίνακες ϕαίνονται τα αποτελέσµατα πρόσθε-

σης και πολλαπλασιασµού στο Z5:

+ [0] [1] [2] [3] [4]
[0] [0] [1] [2] [3] [4]
[1] [1] [2] [3] [4] [0]
[2] [2] [3] [4] [0] [1]
[3] [3] [4] [0] [1] [2]
[4] [4] [0] [1] [2] [3]

· [0] [1] [2] [3] [4]
[0] [0] [0] [0] [0] [0]
[1] [0] [1] [2] [3] [4]
[2] [0] [2] [4] [1] [3]
[3] [0] [3] [1] [4] [2]
[4] [0] [4] [3] [2] [1]

Από τον δεύτερο πίνακα ϐλέπουµε ότι η πρώτη εξίσωση έχει µοναδική λύση

[x] = [3] και η δεύτερη έχει µοναδική λύση [y] = [2].
Στους επόµενους πίνακες ϕαίνονται τα αποτελέσµατα της πρόσθεσης και

του πολλαπλασιασµού στο Z6:

+ [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [0]
[2] [2] [3] [4] [5] [0] [1]
[3] [3] [4] [5] [0] [1] [2]
[4] [4] [5] [0] [1] [2] [3]
[5] [5] [0] [1] [2] [3] [4]

· [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[1] [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[2] [0] [2] [4] [0] [2] [4]
[3] [0] [3] [0] [3] [0] [3]
[4] [0] [4] [2] [0] [4] [2]
[5] [0] [5] [4] [3] [2] [1]

Από τον δεύτερο πίνακα ϐλέπουµε ότι η πρώτη εξίσωση δεν έχει λύση ενώ

η δεύτερη έχει δύο λύσεις : [y] = [2] και [y] = [5].

11. ΄Εστω R µια διάταξη στο σύνολο X. ∆είξτε ότι η αντίστροφη σχέση R−1

είναι επίσης διάταξη.

Απάντηση. Η αντίστροφη σχέση ορίζεται από την ισοδυναµία

(x, y) ∈ R ⇐⇒ (y, x) ∈ R−1.

(i) Επειδή για κάθε x ∈ X είναι (x, x) ∈ R, έχουµε (x, x) ∈ R−1
και η

R−1
είναι ανακλαστική.

(ii) Παρατηρούµε ότι

(x, y) ∈ R−1 ∧ (y, x) ∈ R−1 =⇒ (y, x) ∈ R ∧ (x, y) ∈ R =⇒ x = y
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και η R−1
είναι αντισυµµετρική.

(iii) Τέλος, έχουµε

(x, y) ∈ R−1 ∧ (y, z) ∈ R−1 =⇒ (y, x) ∈ R ∧ (z, y) ∈ R

=⇒ (z, x) ∈ R

=⇒ (x, z) ∈ R−1

και η R−1
είναι µεταβατική.

12. (1) Θεωρούµε το σώµα των µιγαδικών C εφοδιασµένο µε την λεξικογρα-

ϕική διάταξη. Βρείτε µια τριάδα µιγαδικών z1, z2, z που ικανοποιούν τις

z1 ≤ z2 και 0 ≤ z, αλλά δεν ισχύει z1z ≤ z2z.

(2) ∆είξτε ότι το C δεν µπορεί να εφοδιαστεί µε ολική διάταξη που να

ικανοποιεί τα αξιώµατα (Π12)-(Π13) των πραγµατικών αριθµών (ϐλ. Σ.Νεγρε-

πόντης - Σ. Γιωτόπουλος - Ε. Γιαννακούλιας : Απειροστικός Λογισµός , Τόµος

Ι, σελ. 6).

Απάντηση. (1) ΄Εστω z1 = 0 + 1i, z2 = 0 + 2i και z = 0 + 1i. Τότε z1 ≤ z2 και

0 ≤ z, αλλά z1z = −1 ≥ −2 = z2z.

(2) Αν ένα σώµα F έχει ολική διάταξη που ικανοποιεί τα αξιώµατα (Π12)-

(Π13), τότε για κάθε x ∈ F , είναι x2 ≥ 0, πράγµα που δεν συµβαίνει στους

µιγαδικούς.


