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12 Απεικονίσεις

12.1 Ορισµός. ΄Εστω A, B σύνολα. Μια διµελής σχέση R ⊆ A × B από

το A στο B λέγεται συνάρτηση ή απεικόνιση, αν για κάθε a ∈ A υπάρχει

ακριβώς ένα b ∈ B µε (a, b) ∈ R, δηλ. αν ισχύει η επόµενη συνθήκη:

∀ a ∈ A ∃! b ∈ B : (a, b) ∈ R.

Λέµε ότι το A είναι το πεδίο ορισµού και το B το πεδίο τιµών της f .

Ιδιαιτέρως για τις απεικονίσεις γράφουµε:

f αντί R,

f : A → B αντί f ⊆ A×B,

f(a) = b αντί (a, b) ∈ f .

12.2 Ορισµός. ∆ύο συναρτήσεις f : A → B και g : C → D λέγονται ίσες,

αν A = C, B = D και f(a) = g(a), για κάθε a ∈ A = C.

Ο ορισµός της απεικόνισης απαιτεί κάθε σηµείο του A να συµµετέχει σε

ένα ακριβώς διατεταγµένο Ϲεύγος (a, b) της σχέσης, αλλά δεν ϐάζει κανένα

περιορισµό στα στοιχεία του B. Κάποια από αυτά µπορεί να εµφανίζονται σε

περισσότερα διατεταγµένα Ϲεύγη και άλλα να µην εµφανίζονται καθόλου.

12.3 Ορισµός. Μια απεικόνιση f : A → B λέγεται ενεικόνιση (ή απλά ένα

προς ένα) (συµβ. 1-1) αν ισχύει η συνεπαγωγή

a1, a2 ∈ A µε a1 ̸= a2 =⇒ f(a1) ̸= f(a2)

ή, ισοδύναµα, η συνεπαγωγή

a1, a2 ∈ A µε f(a1) = f(a2) =⇒ a1 = a2.
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Μια απεικόνιση f : A → B λέγεται επεικόνιση (ή απλά επί) αν

∀ b ∈ B ∃ a ∈ A : f(a) = b.

Μια απεικόνιση που είναι και 1-1 και επί λέγεται αµφιµονοσήµαντη.

12.4 Παραδείγµατα. (1) ΄Εστω A = {a, b, c}, B = {1, 2, 3} και f : A → B
µε f(a) = f(c) = 1, f(b) = 3. Η f είναι απεικόνιση από το A στο B, που δεν

είναι ούτε 1-1 (f(a) = f(c)), ούτε επί (̸∃ x ∈ A µε f(x) = 2).

(2) ΄Εστω τώρα C = {1, 2, 3, 4} και g : A → C µε g(a) = 1, g(b) = 3, g(c) = 2.

Η g είναι 1-1 απεικόνιση από το A στο C, που δεν είναι επί.

(3) ΄Εστω επίσης D = {1, 3} και h : A → D µε h(a) = h(b) = 1, h(c) = 3. Η

h είναι απεικόνιση επί από το A στο D, που δεν είναι 1-1.
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(4) Για τα σύνολα A και B, όπως στο (1), η απεικόνιση k : A → B µε

k(a) = 1, k(b) = 3, k(c) = 2 είναι αµφιµονοσήµαντη.

(5) Η διµελής σχέση R ⊆ R× R µε

(x, y) ∈ R ⇐⇒ y = x2

είναι µια απεικόνιση R = f : R → R, η οποία δεν είναι ούτε 1-1, ούτε επί. Ο

περιορισµός της f

g = f |[0,+∞) : [0,+∞) → R : g(x) = x2

είναι 1-1, αλλά δεν είναι επί. Αν ϑεωρήσουµε πεδίο τιµών το [0,+∞), η

απεικόνιση

h : R → [0,+∞) : h(x) = x2

είναι επί, αλλά δεν είναι 1-1. Τέλος η

k : [0,+∞) → [0,+∞) : k(x) = x2

είναι αµφιµονοσήµαντη.

΄Οπως για κάθε διµελή σχέση, έτσι και για µια απεικόνιση f : A → B
υπάρχει η αντίστροφη διµελής σχέση f−1 ⊆ B × A.

12.5 Ορισµός. Μια απεικόνιση f : A → B λέγεται αντιστρέψιµη αν και η

διµελής σχέση f−1 ⊆ B × A είναι απεικόνιση.

Ισχύει η επόµενη

12.6 Πρόταση. Μια απεικόνιση f : A → B είναι αντιστρέψιµη, εάν και µόνον

εάν είναι αµφιµονοσήµαντη.
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Απόδειξη. Σύµφωνα µε τους Ορισµούς 12.3 και 12.5,

f αντιστρέψιµη ⇔ f−1
απεικόνιση

⇔ ∀ b ∈ B ∃! a ∈ A : (b, a) ∈ f−1

⇔ f είναι αµφιµονοσήµαντη

12.7 Ορισµός. ΄Εστω f : A → B µια απεικόνιση, X ⊆ A και Y ⊆ B.

Ονοµάζουµε εικόνα του X µέσω της f το σύνολο

f(X) = {f(x) : x ∈ X} ⊆ B

και αντίστροφη εικόνα του Y µέσω της f το σύνολο

f−1(Y ) = {x ∈ A : f(x) ∈ Y } ⊆ A.

12.8 Παρατήρηση. (1) Η αντίστροφη απεικόνιση f−1 : B → A υπάρχει µόνο

αν η f είναι αµφιµονοσήµαντη.

(2) Η αντίστροφη εικόνα f−1(X) ενός συνόλου υπάρχει πάντοτε.

12.9 Παράδειγµα. Θεωρούµε τα σύνολα A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, c, d} και

την απεικόνιση f : A → B µε

f(1) = f(2) = f(3) = a και f(4) = c.

Η f δεν είναι ούτε 1-1 ούτε επί. ΄Οµως, υπάρχει η εικόνα f−1(X), για κάθε

X ⊆ A. Για παράδειγµα,

f−1(̸Ο) = ̸Ο
f−1({b, c}) = {4}
f−1({a, c}) = f−1(B) = A

f−1({a}) = f−1({a, d}) = {1, 2, 3}
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Για τις εικόνες και τις αντίστροφες εικόνες συνόλων ισχύουν οι επόµενες

προτάσεις. Η πρώτη είναι προφανής.

12.10 Πρόταση. ΄Εστω f : A → B µια απεικόνιση. Τότε :

(i) Αν X1 ⊆ X2 ⊆ A, τότε f(X1) ⊆ f(X2) ⊆ B.

(ii) Αν Y1 ⊆ Y2 ⊆ B, τότε f−1(Y1) ⊆ F−1(Y2) ⊆ A.

12.11 Πρόταση. ΄Εστω f : A → B µια απεικόνιση, X ⊆ A και Y ⊆ B. Τότε :

(i) Είναι

X ⊆ f−1(f(X)),

µε την ισότητα να ισχύει για κάθε X ⊆ A, αν και µόνον αν η f είναι 1-1.

(ii) Είναι

f(f−1(Y )) ⊆ Y,

µε την ισότητα να ισχύει για κάθε Y ⊆ B, αν και µόνον αν η f είναι επί.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω x ∈ X. Τότε f(x) ∈ f(X). Εξ ορισµού της αντίστροφης

εικόνας συνόλου, x ∈ f−1(f(X)), άρα X ⊆ f−1(f(X)).
Για τον δεύτερο ισχυρισµό: Υποθέτουµε ότι η f είναι 1-1 και ϑεωρούµε

ένα x ∈ f−1(f(X)). Τότε y = f(x) ∈ f(X), άρα υπάρχει x′ ∈ X µε f(x′) =
y = f(x). Λόγω του 1-1, x = x′ ∈ X και ισχύει η ισότητα X = f−1(f(X)).
Για το αντίστροφο, υποθέτουµε ότι ισχύει η ισότητα, για κάθε X ⊆ A, αλλά

η f δεν είναι 1-1. Τότε υπάρχουν x1 ̸= x2 ∈ A µε f(x1) = f(x2) = y ∈ B.

Θέτουµε X = {x1}. Τότε f(X) = {y} και x2 ∈ f−1(f(X)) ̸= X, άτοπο.

(ii) ΄Εστω y ∈ f(f−1(Y )). Τότε υπάρχει x ∈ f−1(Y ) µε f(x) = y. ΄Οµως

η σχέση x ∈ f−1(Y ) συνεπάγεται ότι f(x) ∈ Y . ΄Αρα y = f(x) ∈ Y και

f(f−1(Y )) ⊆ Y .

Για τον δεύτερο ισχυρισµό: Αν η f είναι επί, τότε για κάθε Y ⊆ B και

y ∈ Y ⊆ B, υπάρχει x ∈ f−1(Y ) µε f(x) = y ∈ Y . ΄Αρα ισχύει και

Y ⊆ f(f−1(Y )). Για το αντίστροφο, έστω ότι ισχύει η ισότητα για κάθε Y ⊆ B,

αλλά η f δεν είναι επί. Τότε υπάρχει y ∈ B που δεν είναι εικόνα κανενός

x ∈ A. Θέτουµε Y = {y}. Τότε f−1(Y ) = ̸Ο και f(f−1(Y )) = ̸Ο ̸= Y ,

άτοπο.

12.12 Πρόταση. ΄Εστω f : A → B µια απεικόνιση. Τότε :

(i) Αν X1, X2 ⊆ A, τότε

f(X1 ∪X2) = f(X1) ∪ f(X2)

f(X1 ∩X2) ⊆ f(X1) ∩ f(X2).
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(ii) Αν Y1, Y2 ⊆ B, τότε

f−1(Y1 ∪ Y2) = f−1(Y1) ∪ f−1(Y2)

f−1(Y1 ∩ Y2) = f−1(Y1) ∩ f−1(Y2).

Απόδειξη. (i) Παρατηρούµε ότι

f(X1 ∪X2) = {f(x) | x ∈ X1 ∪X2}
= {f(x) | x ∈ X1 ∨ x ∈ X2}
= {f(x) | x ∈ X1} ∪ {f(x) | x ∈ X2}
= f(X1) ∪ f(X2)

και ότι

y ∈ f(X1 ∩X2) =⇒ ∃ x ∈ X1 ∩X2 : f(x) = y

=⇒ ∃ x ∈ X1 : x ∈ X2 ∧ f(x) = y

=⇒ y ∈ f(X1) ∩ f(X2)

(ii) Για την αντίστροφη εικόνα συνόλων, πρατηρουµε ότι

x ∈ f−1(Y1 ∪ Y2) ⇐⇒ f(x) ∈ Y1 ∪ Y2

⇐⇒ f(x) ∈ Y1 ∨ f(x) ∈ Y2

⇐⇒ x ∈ f−1(Y1) ∨ x ∈ f−1(Y2)

⇐⇒ x ∈ f−1(Y1) ∪ f−1(Y2)

και ότι

x ∈ f−1(Y1 ∩ Y2) ⇐⇒ f(x) ∈ Y1 ∩ Y2

⇐⇒ f(x) ∈ Y1 ∧ f(x) ∈ Y2

⇐⇒ x ∈ f−1(Y1) ∧ x ∈ f−1(Y2)

⇐⇒ x ∈ f−1(Y1) ∩ f−1(Y2)

12.13 Παρατήρηση. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η σχέση f(X1 ∩ X2) ⊆
f(X1) ∩ f(X2) στην γενική περίπτωση δεν είναι ισότητα. Π.χ., έστω η συν-

άρτηση f : R → R µε f(x) = |x|, για κάθε x ∈ R. Για τα σύνολα

X1 = (−∞, 0) και X2 = (0,+∞) ισχύει f(X1) = f(X2) = (0,+∞), άρα

και f(X1) ∩ f(X2) = (0,+∞), ενώ X1 ∩X2 = ̸Ο και f(X1 ∩X2) = ̸Ο.


