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15 Βασικά Θεωρήµατα

Το πρώτο µας αποτέλεσµα είναι γενίκευση µιας απλής παρατήρησης :
– Το κενό σύνολο ̸Ο έχει 0 στοιχεία, το δυναµοσύνολό του P (̸Ο) = {̸Ο},

έχει 1 = 20 στοιχείο.
– Κάθε µονοσύνολοA = {a} έχει 1 στοιχείο, το δυναµοσύνολό του P(A) =

{̸Ο, {a}} έχει 2 = 21 στοιχεία.
–Κάθε δι-σύνολο B = {a, b} έχει 2 στοιχεία, το δυναµοσύνολό του P(B) =

{̸Ο, {a}, {b}, {a, b}} έχει 4 = 22 στοιχεία.

15.1 Πρόταση. Αν X είναι πεπερασµένο σύνολο µε n στοιχεία, n ∈ No, τότε

το δυναµοσύνολό του έχει 2n στοιχεία.

Απόδειξη. Για n = 0, ισχύει.
΄Εστω ότι για κάθε σύνολο X µε n στοιχεία, n ∈ No, το δυναµοσύνολο

P(X) έχει 2n στοιχεία, και έστω ένα σύνολο Y µε n+1 στοιχεία. Θα δείξουµε
ότι το P(Y ) έχει 2n+1 στοιχεία. Σταθεροποιούµε ένα yo ∈ Y και ϑεωρούµε τα
υποσύνολα P1, P2 ⊆ P(X) µε

P1 = {A ⊆ Y | yo ∈ A},
P2 = {B ⊆ Y | yo /∈ B}.

Τότε
P1 ∪ P2 = P(Y ) ∧ P1 ∩ P2 = ̸Ο.

΄Αρα η ισχύς του P(Y ) είναι άθροισµα των ισχύων των συνόλων P1 και P2.
Παρατηρούµε τώρα ότι

B ∈ P2 ⇐⇒ B ⊆ Y \ {yo},
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δηλ. P2 = P(Y \ {yo}). Το Y \ {yo} έχει n στοιχεία, και από την επαγωγική
υπόθεση το P2 έχει 2n στοιχεία. Ορίζουµε τώρα την απεικόνιση

f : P2 −→ P1 : f(B) = B ∪ {yo}.

Η f είναι 1-1 και επί, άρα το P1 έχει επίσης 2n στοιχεία, και η ένωση P1 ∪P2

έχει 2 · 2n = 2n+1 στοιχεία.

Για τα πεπερασµένα σύνολα λοιπόν, αφού n < 2n (ϐλ. και την σχετική
άσκηση), ισχύει |X| < |P(X)|. Αυτό το αποτέλεσµα γενικεύεται για κάθε
σύνολο:

15.2 Θεώρηµα (Cantor). Για κάθε σύνολο X, ισχύει

|X| < |P(X)|.

Απόδειξη. ΄Εστω X ένα τυχαίο σύνολο. Θα δείξουµε ότι |X| ≤ |P(X)| και
|X| ≠ |P(X)|. Πράγµατι : η απεικόνιση

ϕ : X −→ P(X) : ϕ(x) = {x}

είναι 1-1, άρα |X| ≤ |P(X)|. Θα δείξουµε τώρα ότι |X| ≠ |P(X)|, µε άτοπο:
έστω ότι ισχύει |X| = |P(X)|, δηλ. υπάρχει ψ : X → P(X) 1-1 και επί.
Για κάθε x ∈ X και για την εικόνα του ψ(x) ∈ P(X), ισχύει ή x ∈ ψ(x), ή
x /∈ ψ(x). Θεωρούµε το σύνολο B των x ∈ X, που δεν ανήκουν στην εικόνα
τους. ∆ηλ.

B = {x ∈ X | x /∈ ψ(x)} ⊆ X.

Από το επί της ψ έπεται ότι, για το B ⊆ X, υπάρχει xB ∈ X, µε ψ(xB) = B.
Ισχύει xB ∈ B ή xB /∈ B;

– Αν xB ∈ B = ψ(xB), τότε το xB ανήκει στην εικόνα του, άρα xB /∈ B,
άτοπο.

– Αν xB /∈ B = ψ(xB), τότε το xB δεν ανήκει στην εικόνα του, άρα xB ∈ B,
άτοπο.

΄Αρα η ψ δεν µπορεί να είναι επί, και |X| ≠ |P(X)|.

Θα συζητήσουµε τώρα ένα ερώτηµα που εµφανίστηκε στο προηγούµενο
µάθηµα. Είναι η σχέση ≤c αντισυµµετρική ; Η απάντηση είναι όχι : Αν
έχουµε δύο πεπρασµένα σύνολα, π.χ. τα A = {a, b, c} και B = {1, 2, 3},
για αυτά τα σύνολα ισχύει |A| ≤ |B| και |B| ≤ |A|, αλλά δεν ισχύει A = B.
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΄Αρα δεν ισχύει η αντισυµµετρική ιδιότητα όπως την ξέρουµε σε µια σχέση
ισοδυναµίας. Ισχύει όµως κάτι ασθενέστερο : |A| = |B|.

Οπότε λογιά προκύπτει η ερώτηση: Μήπως ισχύει η συνεπαγωγή

|X| ≤ |Y | ∧ |Y | ≤ |X| ?
=⇒ |X| = |Y |

Αναλύοντας τις υποθέσεις της προηγούµενης συνεπαγωγής, ϐλέπουµε ότι
αυτές ισοδυναµούν µε την ύπαρξη δύο αµφιµονοσήµαντων απεικονίσεων,
των f : X → f(X) και g|f(X) : f(X) → g(f(X)). Στο επόµενο διάγραµµα
ϕαίνονται χρωµατισµένα τα ισοπληθικά σύνολα που προκύπτουν :

Παρατηρώντας το τελευταιο διάγραµµα, ϐλέπουµε ότι το ερώτηµα µας
συνοψίζεται ως εξής : Αν δίνονται τρία σύνολα A (στο διάγραµµα το X), B
(στο διάγραµµα το g(Y )) και C (στο διάγραµµα το g(f(X)) µε C ⊆ B ⊆ A
και |A| = |C|, ισχύει αναγκαστκά ότι και |B| = |A| = |C|;

΄Εχουµε το επόµενο

15.3 Λήµµα. ΄Εστω Ao, Bo, A1 σύνολα µε A1 ⊆ Bo ⊆ Ao και |Ao| = |A1|.
Τότε |Ao| = |Bo| = |A1|.

Απόδειξη. Από την υπόθεση, υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση
f : Ao → A1. Αναζητούµε µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση g : Ao → Bo.
Για κάθε n ∈ No ϑέτουµε

An+1 = f(An) ∧ Bn+1 = f(Bn).

Από την αρχική ανισότηταA1 ⊆ Bo ⊆ Ao παίρνουµε f(A1) ⊆ f(Bo) ⊆ f(Ao),
δηλ. A2 ⊆ B1 ⊆ A1 και επαναλαµβάντας, για κάθε n ∈ N, παίρνουµε δύο
ϕθίνουσες ακολουθίες συνόλων (An) και (Bn), µε

Ao ⊇ Bo ⊇ A1 ⊇ B1 ⊇ A2 ⊇ B2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ Bn ⊇ An+1 ⊇ Bn+1 . . .
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όπως ϕαίνεται στο επόµενο διάγραµµα:

΄Ετσι το σύνολο Ao χωρίζεται σε δύο ξένα υποσύνολά του: την ένωση των
υποσυνόλων της µορφής An \ Bn (κίτρινο στο διάγραµµα) και το υπόλοιπο
(χωρίς χρώµα στο διάγραµµα).

Παρατηρούµε ότι, για κάθε n ∈ No, ισχύει η ισοδυναµία

x ∈ An \Bn ⇐⇒ f(x) ∈ An+1 \Bn+1.

Πράγµατι : αν x ∈ An \ Bn, τότε x ∈ An, άρα f(x) ∈ f(An) = An+1.
Συγχρόνως, x /∈ Bn. Αν υποθέσουµε ότι f(x) ∈ f(Bn), τότε υπάρχει z ∈ Bn

µε f(z) = f(x) ∈ f(Bn). Λόγω του 1-1 της f , x = z ∈ Bn, άτοπο. ΄Αρα
f(x) /∈ f(Bn) = Bn+1 και τελικά f(x) ∈ An+1 \Bn+1.

Αντίστροφα, έστω x ∈ Ao µε f(x) ∈ An+1 \ Bn+1 = f(An) \ f(Bn). ΄Οπως
προηγουµένως, από την σχέση f(x) ∈ f(An) και το 1-1 της f , προκύπτει
x ∈ An. Και από την f(x) /∈ f(Bn), προφανώς προκύπτει x /∈ Bn, άρα
x ∈ An \Bn.

Τώρα ϑέτουµε

g : Ao −→ Bo : g(x) =

{
f(x), x ∈ An \Bn, για κάποιο n ∈ N
x, x ∈ Bn \ An+1, για κάποιο n ∈ N
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(δηλ. όποιο x είναι µέσα σε κίτρινη Ϲώνη το στέλνουµε στην επόµενη κί-
τρινη Ϲώνη, ενώ όποιο x είναι σε άσπρη Ϲώνη το αφήνουµε στην ϑέση του).
Ισχυριζόµαστε ότι η g είναι 1-1 και επί.

Για το 1-1: ΄Εστω x1, x2 ∈ Ao µε g(x1) = g(x2). ∆ιακρίνουµε τις εξής
περιπτώσεις :

(1) Αν x1, x2 ∈ ∪n∈No(An \Bn). Από τον ορισµό της g,

f(x1) = g(x1) = g(x2) = f(x2)

και από το 1-1 της f , x1 = x2.
(2) Αν x1, x2 /∈ ∪n∈No(An \Bn). Τότε x1 = g(x1) = g(x2) = x2.
(3) Αν x1 ∈ ∪n∈No(An \ Bn) και x2 /∈ ∪n∈No(An \ Bn). Τότε g(x1) =

f(x1) ∈ ∪n∈No(An \ Bn), ενώ g(x2) = x2 ∈ ∪n∈No(Bn \ An+1), και τα σύνολα
∪n∈No(An\Bn) και ∪n∈No(Bn\An+1) είναι ξένα, άτοπο. Σε αυτή την περίπτωση
δεν µπορεί να ισχύει η ισότητα g(x1) = g(x2).

Για το επί : έστω y ∈ Bo. Τότε

y ∈ Bo ∩ (∪n∈N(An \Bn)) ή y /∈ Bo ∩ (∪n∈N(An \Bn)).

Στην πρώτη περίπτωση, υπάρχειm ∈ N µε y ∈ Am\Bm = f(Am−1)\f(Bm−1),
άρα υπάρχει x ∈ Am−1 \Bm−1 µε g(x) = f(x) = y. Στην δεύτερη περίπτωση,
y = g(y). ΄Αρα σε κάθε περίπτωση το y ανήκει στην εικόνα της g.

΄Αµεσο αποτέλεσµα του προηγούµενου λήµµατος είναι το σηµαντικό και
περιώνυµο ϑεώρηµα:

15.4 Θεώρηµα (Schröder-Bernstein). ΄Εστω X, Y σύνολα. Υποθέτουµε ότι

υπάρχουν 1-1 απεικονίσεις f : X → Y και g : Y → X. Τότε |X| = |Y |.

16 Η Ισχύς των Αριθµοσυνόλων

Το N είναι εξ ορισµού άπειρο αριθµήσιµο. Από το Παράδειγµα 14.3(1),
γνωρίζουµε ότι και το ίδιο είναι και το No.

16.1 Πρόταση. Το σύνολο Z των ακεραίων είναι άπειρο αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Η απεικόνιση

f : No −→ Z : f(n) =

{
k, n = 2k

−k, n = 2k − 1

είναι 1-1 και επί. ΄Αρα Z =c No =c N.
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Θα δείξουµε τώρα ότι και το Q είναι άπειρο αριθµήσιµο. Πρώτα χρειαζό-
µαστε το επόµενο

16.2 Λήµµα. Το καρτεσιανό γινόµενο No × N είναι άπειρο αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η απεικόνιση

g : No × N −→ N : g(m,n) = 2m(2n− 1)

είναι 1-1 και επί.

16.3 Πρόταση. Το σύνολο των ϱητών

Q =
{a
n

∣∣ a ∈ Z, n ∈ N
}

είναι άπειρο αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Θεωρούµε την σύνθεση των απεικονίσεων

N g−1

−→ No × N f×idN−→ Z× N ϕ−→ Q,

όπου g η απεικόνιση του Λήµµατος 15.2, f × idN η απεικόνιση

f × idN : No × N −→ Z× N : (f × idN)(m,n) = (f(m), n),

όπου f η απεικόνιση της Πρότασης 15.1, και

ϕ : Z× N −→ Q : ϕ(a, n) =
a

n
.

Οι g−1 και f × idN είναι 1-1 και επί. Η ϕ είναι επί. ΄Αρα η σύνθεση

ϕ ◦ (f × idN) ◦ g−1 : N −→ Q

είναι επί, και Q είναι (άπειρο) αρθµήσιµο.

16.4 Λήµµα. Το διάστηµα [0, 1] είναι υπεραριθµήσιµο.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε ότι για κάθε x ∈ [0, 1] υπάρχει ῾῾δεκαδική παρά-
σταση᾿᾿, δηλ. υπάρχει µια ακολουθία (an)n∈N, µε

an ∈ {0, 1, 2, . . . , 8, 9}, ∀ n ∈ N
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και
x = 0, a1a2a3 . . . an . . .

Κάποια x έχουν δύο δεκαδικές παραστάσεις, µε την ακολουθία των ψηφίων να
είναι τελικά σταθερή και ίση µε 0 ή µε 9. ΄Ολοι οι άλλοι έχουν µία δεκαδική
παράσταση.

Υποθέτουµε ότι το διάστηµα [0, 1] είναι αριθµήσιµο σύνολο και ϑα κατα-
λήξουµε σε άτοπο. Από την υπόθεση µας, υπάρχει απεικόνιση ϕ : N → [0, 1],
που είναι επί. Εποµένως το σηµειοσύνολο [0, 1] γράφεται

[0, 1] = {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n), . . . }.

Γράφουµε λοιπόν κάθε x = ϕ(n) ∈ [0, 1] µε δεκαδική µορφή:

ϕ(1) = 0, a11a
1
2a

1
3 . . . a

1
n . . .

ϕ(2) = 0, a21a
2
2a

2
3 . . . a

2
n . . .

ϕ(3) = 0, a31a
3
2a

3
3 . . . a

3
n . . .

...
ϕ(n) = 0, an1a

n
2a

n
3 . . . a

n
n . . .

...

Κάθε αριθµός x ∈ [0, 1] εµφανίζεται µέσα στον ανωτέρω πίνακα (τουλάχι-
στον) µία ϕορά. Επιλέγουµε τώρα, για κάθε k ∈ N, ένα ψηφίο

ξk ∈ {1, 2 . . . , 7, 8} \ {akk}

και ϑεωρούµε το αντίστοιχο

ξ = 0, ξ1ξ2ξ3 . . . ξn · · · ∈ [0, 1].

Ο αριθµός ξ που κατασκευάσαµε έτσι έχει µοναδική δεκαδική παράσταση
(αφού δεν περιέχει στα ψηφία του κανένα 0 ή 9) και δεν ϐρίσκεται µέσα στα
στοιχεία του πίνακα, αφού για κάθε n ∈ N ξn ̸= ann και άρα ξ ̸= ϕ(n). ΄Οµως
ξ ∈ (0, 1) που αποδεικνύει ότι η ϕ δεν είναι επί, άτοπο.

΄Αµεσο συµπέρασµα είναι η επόµενη

16.5 Πρόταση. Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών είναι υπεραριθµήσι-

µο.
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* Σύµφωνα µε το τελευταίο µας αποτέλεσµα, |N| < |R|. Επίσης, σύµφωνα
µε το Θεώρηµα του Cantor, |N| < |P(N)|. Γεννώνται δύο ερωτήµατα:

(1) Ποιό από τα δύο σύνολα R και P(N) είναι µεγαλύτερο ;
(2) Υπάρχει κάποιο σύνολο X µε N ⊆ X ⊆ R και |N| < |X| < |R|;
Οι απαντήσεις στα ανωτέρω ερωτήµατα εξαρτώνται από το αξιωµατικό

σύστηµα που δεχόµαστε. Στο σύστηµα που συνήθως χρησιµοποιούµε (1)
|P(N)| = |R|, και (2) δεν υπάρχει τέτοιο X, άρα δεν υπάρχει ῾῾ ενδιάµεση ᾿᾿
ισχύς µεταξύ των |N| και |R|. *


