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1 Οι ϐασικές έννοιες

Σε διάφορα κείµενα για την στοιχειώδη ϑεωρία συνόλων εµφανίζεται ένας
ορισµός που λέει, µε διάφορες παραλλαγές, περίπου ότι

ένα σύνολο είναι µια συλλογή από αντικείµενα του ϕυσικού κόσµου

ή της διανόησής µας.

΄Ενας τέτοιος ορισµός δεν είναι ¨καλός¨, γιατί αντί να εξηγεί τί είναι σύνολο
µέσω απλούστερων εννοιών, το κάνει µέσω της ισοδύναµης (: συνώνυµης)
λέξης ¨συλλογή¨. Επειδή κάθε προσπάθεια να εξηγήσουµε τί είναι σύνολο
καταλήγει σε ένα συνώνυµο (σύνολο είναι µιά συλλογή, συλλογή είναι µιά
συνάθροιση, κλπ.), δεχόµαστε ότι δεν µπορούµε να ορίσουµε το σύνολο, δηλ.

το σύνολο είναι αρχική έννοια.

Ανάλογη κατάσταση έχουµε στην Ευκλείδεια Γεωµετρία, όπου δεχόµαστε χω-
ϱίς ορισµό τις αρχικές έννοιες ¨σηµείο¨, ¨ευθεία¨ και ¨επιπεδο¨.

Κάθε ένα από τα αντικείµενα ενός συνόλου λέγεται στοιχείο του συνόλου.
Συµβολίζουµε συνήθως τα σύνολα µε κεφαλαία γράµµατα και τα στοιχεία
τους µε µικρά. Για ένα στοιχείο x ενός συνόλου A λέµε ότι το x ανήκει στο
A και γράφουµε

x ∈ A.

Αν ένα αντικείµενο x δεν είναι στοιχείο ενός συνόλου A, γράφουµε

x /∈ A.

΄Ενα σύνολο καθορίζει πλήρως τα στοιχεία του και καθορίζεται από αυτά.
Εποµένως, αν δοθούν ένα σύνολο A και ένα αντικείµενο x, το x ή είναι ή δεν
είναι στοιχείο του A. ∆ηλ.
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(*)

Για ένα σύνολο A και ένα αντικείµενο x ισχύει ακριβώς µια

από τις σχέσεις

x ∈ A ή x /∈ A

∆εχόµαστε ότι υπάρχει ένα σύνολο που δεν έχει κανένα στοιχείο. Αυτό το
σύνολο το συµβολίζουµε µε { } ή ∅ και το λέµε κενό. Για το κενό σύνολο και
για οποιοδήποτε αντικείµενο x ισχύει

(1) x /∈ ∅

΄Ενα σύνολο µπορεί να παρασταθεί :
(1) Με καταγραφή όλων των στοιχείων του ανάµεσα σε δύο άγκιστρα, π.χ.

A = {−1, 1}.

(2) Με περιγραφή µιας χαρακτηριστικής ιδιότητας που έχουν τα στοιχεία
του (και την έχουν µόνον αυτά), πάλι σε άγκιστρα, π.χ.

B = { οι πραγµατικοί αριθµοί που είναι ϱίζες της εξίσωσης x2 = 1 }.

Γραφικά τα σύνολα παριστάνονται µε τα διαγράµµατα Venn. Π.χ. το
ανωτέρω σύνολο A παριστάνεται µε το διάγραµµα

Σχόλια. (1) Η καταγραφή όλων των στοιχείων ενός συνόλου µας λέει
σαφώς ποιό είναι το σύνολο, αλλά δεν είναι δυνατή όταν τα στοιχεία είναι
άπειρα.

(2) Η περιγραφή µιας ιδιότητας µπορεί να µην είναι σαφής και να µην
οδηγεί στο καθορισµό ενός συνόλου. Π.χ. το

C = { οι ϱίζες της εξίσωσης x2 + 1 = 0 }
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δεν είναι καθορισµένο σύνολο, γιατί αν οι µιγαδικοί µπορούν να είναι λύση
του προβλήµατος, ϑα έχουµε C = {i,−i}, ενώ αν απαιτείται οι λύσεις να
είναι πραγµατικές, ϑα έχουµε C = ∅. Γι΄ αυτό

(**)
στην µέθοδο της περιγραφής είναι απαραίτητο να καθορίζε-

ται µέσα σε ποιό προϋπάρχον, γνωστό σύνολο αναζητούµε τα

στοιχεία µε την επιθυµητή ιδιότητα

Για το προηγούµενο σύνολο C, ϑα έπρεπε να γράψουµε

C = {x ∈ C | x2 + 1 = 0}

για το {i,−i}, ή
C = {x ∈ R | x2 + 1 = 0}

για το κενό.

1.1 Ορισµός. Λέµε ότι δύο σύνολα A και B είναι ίσα και γράφουµε A = B,
αν έχουν τα ίδια στοιχεία, δηλ. αν κάθε στοιχείο του A είναι και στοιχείο του
B, και κάθε στοιχείο του B είναι και στοιχείο του A. ΄Αρα

A = B ⇐⇒


x ∈ A⇒ x ∈ B

και
x ∈ B ⇒ x ∈ A

Εποµένως, για να δείξουµε ότι δύο σύνολα A και B είναι ίσα, αρκεί να
δείξουµε ότι ισχύει η ισοδυναµία

(2) x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B.

Π.χ. τα σύνολα A και B που περιγράφονται στην προηγούµενη σελίδα.
Η έννοια της ισότητας συνόλων, δεν είναι ισότητα κάποιου µεγέθους, δεν

προϋποθέτει κάποια µέτρηση. Για τα σύνολα, A = B σηµαίνει ότι A και B
είναι δύο ονόµατα του ίδιου συνόλου.

Επίσης, όπως ϕαίνεται από τον ορισµό των ίσων συνόλων η σειρά µε την
οποία γράφονται τα στοιχεία ενός συνόλου δεν έχει καµµία σηµασία, άρα

{1, 2, 3} = {2, 3, 1}.

Ακόµη, ένα στοιχείο µπορεί να επεναλαµβάνεται στην καταγραφή των στοι-
χείων ενός συνόλου, χωρίς αυτό να αλλάζει το σύνολο, δηλ.

{1, 1, 2} = {1, 2}.
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1.2 Πρόταση. Η ισότητα συνόλων έχει τις επόµενες ιδιότητες :

(i) Ανακλαστική ιδιότητα : Για κάθε σύνολο A, ισχύει A = A .

(ii) Συµµετρική ιδιότητα : Αν A, B σύνολα, τότε ισχύει η συνεπαγωγή

A = B ⇒ B = A.

(iii) Μεταβατική ιδιότητα : Αν A, B, C σύνολα, τότε ισχύει η συνεπαγωγή

A = B και B = C ⇒ A = C.

1.3 Ορισµός. Λέµε ότι ένα σύνολο A είναι υποσύνολο ενός συνόλου B, αν
κάθε στοιχείο του A είναι και στοιχείο του B, δηλ.

(3) A ⊆ B ⇐⇒ [x ∈ A⇒ x ∈ B].

Αν για τα σύνολα A και B ισχύει A ⊆ B και A 6= B, λέµε ότι το A είναι
γνήσιο υποσύνολο του B και γράφουµε

A ⊂ B.

Παρατηρούµε ότι συνδυάζοντας τους ορισµούς των ίσων συνόλων και του
υποσυνόλου, παίρνουµε ότι

(4) A = B ⇐⇒ [A ⊆ B και B ⊆ A]

1.4 Πρόταση. Η σχέση του υποσυνόλου έχει τις επόµενες ιδιότητες :

(i) Ανακλαστική ιδιότητα : Για κάθε σύνολο A, ισχύει A ⊆ A .

(ii) Αντισυµµετρική ιδιότητα : Αν A, B σύνολα, τότε ισχύει η συνεπαγωγή

A ⊆ B και B ⊆ A ⇒ A = B.

(iii) Μεταβατική ιδιότητα : Αν A, B, C σύνολα, τότε ισχύει η συνεπαγωγή

A ⊆ B και B ⊆ C ⇒ A ⊆ C.

1.5 Ορισµός. ΄Εστω A ένα σύνολο. Ονοµάζουµε δυναµοσύνολο του A το
σύνολο

P(A) = {X|X ⊆ A}.

Στον προηγούµενο ορισµό έχουµε παραβεί τον κανόνα (**) της σελ. 3, άρα
το P(A) ϑα µπορούσε να µην είναι ένα καλά ορισµένο σύνολο. ΄Οτι το P(A)
είναι σύνολο εξασφαλίζεται από ένα αξίωµα (: αξίωµα του δυναµοσυνόλου).

Παρατηρείστε ότι ένα στοιχείο x και τα σύνολα {x}, A και P(A) ικανο-
ποιούν τις ισοδυναµίες

x ∈ A ⇐⇒ {x} ⊆ A ⇐⇒ {x} ∈ P(A).
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2 Το Παράδοξο του Russel

΄Οπως ϕαίνεται από τον ορισµό του συνόλου, δεν υπάρχει περιορισµός στο
τί µπορεί να περιέχει ένα σύνολο. ΄Οµως δηµιουργούνται µερικά εύλογα
ερωτήµατα. Μπορεί ένα σύνολο να περιέχει ο,τιδήποτε ; να περιέχει άλλα
σύνολα ; να είναι τόσο µεγάλο που να περιέχει ¨τα πάντα¨; να περιέχει τον
εαυτό του ;

Ας υποθέσουµε ότι η απάντηση στα προηγούµενα είναι ¨ναι¨ και ας ονο-
µάσουµε Ω το σύνολο όλων των συνόλων, δηλ.

Ω = {X : Xσύνολο}.

Αφού το Ω είναι σύνολο, ϑα πρέπει να ανήκει στον εαυτό του, δηλ. ϑα
πρέπει Ω ∈ Ω. Από την άλλη µεριά, κανένα από τα σύνολα µε τα οποία
συνήθως ασχολούµαστε δεν έχει αυτή την ιδιότητα, π.χ. R /∈ R, N /∈ N, κλπ.
Οµοίως το σύνολο A = {1, g, ∗}. Για το A ισχύει A /∈ A. Γνωρίζουµε λοιπόν
ότι υπάρχουν σύνολα που δεν ανήκουν στον εαυτό τους. Ορίζουµε τώρα το
υποσύνολο S του Ω που αποτελείται από όσα σύνολα δεν ανήκουν στον εαυτό
τους, δηλ. ϑέτουµε

S = {X ∈ Ω : X /∈ X},

και για το S γνωρίζουµε ότι R ∈ S, N ∈ S, A = {1, g, ∗} ∈ S, κλπ. Ισχύει
άραγε S ∈ S ή S /∈ S; Σύµφωνα µε τον κανόνα (*), ισχύει ακριβώς µία από
αυτές τις δύο σχέσεις. ΄Οµως:

Αν S ∈ S, τότε το S είναι ένα από τα σύνολα X που έχουν την χαρακτη-
ϱιστική ιδιότητα X /∈ X, δηλ. S /∈ S, άτοπο!

Αν S /∈ S, τότε το S είναι ένα από τα σύνολα X που δεν έχουν την χαρα-
κτηριστική ιδιότητα X /∈ X, άρα S ∈ S, πάλι άτοπο.

Το παράδοξο του συνόλου που και ανήκει και δεν ανήκει στον εαυτό του
οφείλεται στον Bertrand Russel. Η κατάσταση αυτή δηµιουργείται γιατί

η συλλογή Ω όλων των συνόλων δεν είναι σύνολο

(πράγµατι, παρατηρείστε ότι στον ορισµό του Ω έχουµε παραβεί την (**) ),
ενώ εµείς προσπαθούµε να το χειριστούµε σαν τέτοιο, άρα περιµένουµε να
ικανοποιεί την (*).


