
ΜΑΘΗΜΑ 02

3 Τοµή και ένωση

3.1 Ορισµός. ΄Εστω A και B σύνολα. Ονοµάζουµε τοµή των A και B και
συµβολίζουµε µε A ∩B το σύνολο

A ∩B = {x ∈ A | x ∈ B} = {x ∈ B | x ∈ A}.

Με άλλα λόγια η τοµή δύο συνόλων αποτελείται από τα κοινά στοιχεία
τους. Αν δεν υπάρχουν κοινά στοιχεία, τότε A ∩B = ∅, και τα A, B λέγονται
ξένα. Στο παρακάτω διάγραµµα του Venn έχει χρωµατιστεί η τοµή δύο συν-
όλων A και B:

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι ισχύει η ισοδυναµία

(5) x ∈ A ∩B ⇐⇒ x ∈ A και x ∈ B.

Λόγω του τρόπου που σχηµατίζεται η άρνηση µιας σύζευξης στον προτασιακό
λογισµό, για ένα x που δεν ανήκει στην τοµή των A και B έχουµε

(6) x /∈ A ∩B ⇐⇒ x /∈ A είτε x /∈ B.
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3.2 Πρόταση. Για οποιαδήποτε σύνολα A, B, C ισχύουν τα παρακάτω:

(i) A ∩ A = A και A ∩ ∅ = ∅.
(ii) A ∩B ⊆ A και A ∩B ⊆ B.

(iii) A ∩B = B ∩ A (µεταθετική ιδιότητα).

(iv) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C (προσεταιριστική ιδιότητα).

Απόδειξη. [Οι σχέσεις (i),(ii) και (iii) είναι προφανείς. ∆ίνουµε όµως εδώ
σχολαστικές αποδείξεις µέχρι οι αναγνώστες να εξοικειωθούν µε τις µεθό-
δους απόδειξης και για να κάνουµε χρήση και εφαρµογή του προτασιακού
λογισµού.]

(i) Για την πρώτη ισότητα αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

x ∈ A ∩ A ⇐⇒ x ∈ A και x ∈ A ⇐⇒ x ∈ A.

Αποδεικνύουµε την δεύτερη µε άτοπο: ΄Εστω ότι ∅ ∩ A 6= ∅. Τότε υπάρχει
x ∈ ∅ ∩ A, δηλ. υπάρχει x ∈ A µε x ∈ ∅, που είναι άτοπο.

(ii) Από την ισοδυναµία (5): Κάθε στοιχείο της τοµής είναι στοιχείο του A,
άρα A ∩ B ⊆ A. Οµοίως, κάθε στοιχείο της τοµής είναι στοιχείο του B, άρα
A ∩B ⊆ B.

(iii) Παρατηρούµε ότι

x ∈ A ∩B ⇐⇒ x ∈ A και x ∈ B ⇐⇒ x ∈ B και x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B ∩ A.

(iv) Παρόµοια, παρατηρούµε ότι

x ∈ (A ∩B) ∩ C ⇐⇒ x ∈ A ∩B και x ∈ C

⇐⇒ (x ∈ A και x ∈ B) και x ∈ C

⇐⇒ x ∈ A και (x ∈ B και x ∈ C)

⇐⇒ x ∈ A και x ∈ B ∩ C

⇐⇒ x ∈ A ∩ (B ∩ C)

3.3 Ορισµός. ΄Εστω A, B σύνολα. Ονοµάζουµε ένωση των A και B και
συµβολίζουµε µε A ∪B το σύνολο

A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Στο επόµενο διάγραµµα του Venn ϕαίνεται χρωµατισµένη η ένωση των
συνόλων A και B.
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Στον ορισµό της ένωσης παραβιάζεται ο κανόνας (**). Αξιωµατικά δεχόµα-
στε ότι η ένωση συνόλων είναι σύνολο.

Για την ένωση προκύπτουν οι ισοδυναµίες

(7) x ∈ A ∪B ⇐⇒ x ∈ A είτε x ∈ B

και

(8) x /∈ A ∪B ⇐⇒ x /∈ A και x /∈ B.

3.4 Πρόταση. Για οποιαδήποτε σύνολα A, B, C ισχύουν τα παρακάτω:

(i) A ∪ ∅ = A και A ∪ A = A.

(ii) A ⊆ A ∪B και B ⊆ A ∪B.

(iii) A ∪B = B ∪ A (µεταθετική ιδιότητα).

(iv) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (προσεταιριστική ιδιότητα).

Απόδειξη. (i) Για την πρώτη ισότητα παρατηρούµε ότι

x ∈ A ∪ ∅ ⇐⇒ x ∈ A είτε x ∈ ∅.

Στη διάζευξη, η δεύτερη σχέση x ∈ ∅ είναι πάντα ψευδής, άρα η διάζευξη
είναι αληθής εάν και µόνον εάν ισχύει η πρώτη σχέση x ∈ A.

Για την δεύτερη ισότητα αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

x ∈ A ∪ A ⇐⇒ x ∈ A είτε x ∈ A ⇐⇒ x ∈ A.

(iii) Παρατηρούµε ότι

x ∈ A ∪B ⇐⇒ x ∈ A είτε x ∈ B ⇐⇒ x ∈ B είτε x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B ∪ A.
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(iv) Παρόµοια, παρατηρούµε ότι

x ∈ (A ∪B) ∪ C ⇐⇒ x ∈ A ∪B είτε x ∈ C

⇐⇒ (x ∈ A είτε x ∈ B) είτε x ∈ C

⇐⇒ x ∈ A είτε (x ∈ B είτε x ∈ C)

⇐⇒ x ∈ A είτε x ∈ B ∪ C

⇐⇒ x ∈ A ∪ (B ∪ C)

Η ένωση και τοµή συνόλων αλληλεπιδρούν επιµερίζοντας και οι δύο η µία
την άλλη. Πιό συγκεκριµµένα, ισχύει η επόµενη πρόταση:

3.5 Πρόταση (Επιµεριστική ιδιότητα). ΄Εστω A, B και C σύνολα. Τότε :

(i) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) και

(ii) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Απόδειξη. (Α) ∆ίνουµε αρχικά µια αναλυτική απόδειξη της (i), χρησιµοποιώ-
ντας την ισοδυναµία (4) από το Μάθηµα 01. ΄Εστω x ∈ A ∩ (B ∪ C). Το x
ανήκει σε µια τοµή, άρα ανήκει και στα δύο σύνολα: x ∈ A και x ∈ B ∪ C,
δηλ. x ∈ A και το x ανήκει τουλάχιστον σε ένα από τα B και C. Αν ανήκει
στο B, ανήκει και στο A ∩ B. Αν ανήκει στο C, ανήκει και στο A ∩ C. ΄Αρα,
σε κάθε περίπτωση ανήκει στο (A ∩B) ∪ (A ∩ C) και

A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

΄Εστω τώρα x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C). Τότε ανήκει τουλάχιστον στο ένα από τα
A ∩ B και A ∩ C. Αν ανήκει στο A ∩ B, τότε ανήκει στο A και στο B, άρα
και στο B ∪C. Εποµένως ανήκει στο A∩ (B ∪C). Αν ανήκει στο A∩C, τότε
ανήκει στο A και στο C, αρα και στο B∪C. Εποµένως ανήκει στο A∩(B∪C).
Σε κάθε περίπτωση ανήκει στο A ∩ (B ∪ C) και

(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B ∪ C).

Από τους δύο εγκλεισµούς απορρέει η ισότητα.
Με παρόµοιους συλλογισµούς αποδεικνύεται και η (ii).
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Απόδειξη. (Β) Οι ανωτέρω ιδιότητες είναι άµεσες εφαρµογές του επιµερισµού
σύζευξης και διάζευξης προτάσεων. ΄Ετσι για την (i) έχουµε

x ∈ A ∩ (B ∪ C) ⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B ∪ C

⇐⇒ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ C)

⇐⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C)

⇐⇒ x ∈ A ∩B ∨ x ∈ A ∩ C

⇐⇒ x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

και κατά παρόµοιο τρόπο για την (ii) έχουµε

x ∈ A ∪ (B ∩ C) ⇐⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ∩ C

⇐⇒ x ∈ A ∨ (x ∈ B ∧ x ∈ C)

⇐⇒ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∨ x ∈ C)

⇐⇒ x ∈ A ∪B ∧ x ∈ A ∪ C

⇐⇒ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

3.6 Συµβολισµός. ΄Εστω S µια οικογένεια από σύνολα.
Την ένωση όλων των συνόλων A ∈ S την συµβολίζουµε µε⋃

S ή
⋃
A∈S

A

και την τοµή όλων των A ∈ S µε⋂
S ή

⋂
A∈S

A

3.7 Παράδειγµα. Για κάθε x ∈ R ϑέτουµε

Ax = [x,+∞)

και
S = {Ax | x ∈ R}.

Τότε ⋃
S =

⋃
Ax∈S

Ax =
⋃
x∈R

Ax = R

και ⋂
S =

⋂
Ax∈S

Ax =
⋂
x∈R

Ax = ∅.
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Απόδειξη. Αποδεικνύουµε την πρώτη ισότητα, χρησιµοποιώντας την ισοδυνα-
µία (4) (ϐλ. Μάθηµα 01), δείχνοντας δηλ. ότι⋃

x∈R

Ax ⊆ R και R ⊆
⋃
x∈R

Ax.

Πράγµατι, ϑεωρούµε ένα y ∈
⋃

x∈R Ax. Αφού το y ανήκει σε αυτή την ένωση,
ανήκει σε κάποιο (τουλάχιστον ένα) από τα Ax. Κι επειδή το Ax είναι υποσύ-
νολο του R, έχουµε y ∈ R. Θεωρούµε τώρα ένα y ∈ R. Τότε y ∈ Ay και το
Ay είναι υποσύνολο της ένωσης, άρα το y ανήκει στην ένωση.

Αποδεικνύουµε τώρα την δεύτερη ισότητα, µε άτοπο. Πράγµατι, ϑεωρούµε
ένα y ∈

⋂
x∈R Ax. Τότε το y ανήκει σε καθένα από τα Ax, x ∈ R. ΄Αρα

το y ανήκει και στο Ay+1 = [y + 1,+∞), άτοπο.


