
ΜΑΘΗΜΑ 05

7 Καρτεσιανό Γινόµενο

΄Οπως έχουµε ήδη σηµειώσει, {a, b} = {b, a}. Σε κάποιες περιπτώσεις ϑέλου-
µε να αποκτήσει σηµασία η σειρά µε την οποία γράφονται τα στοιχεία ενός
συνόλου. Για να µην προκύψουν ερωτήσεις της µορφής ¨τί είναι η σειρά ;¨,
τί ϑα πει γράφω ¨πρώτα¨ το a και ¨µετά¨ το b, κλπ., πράγµα που ϑα µας
οδηγήσει σε µια ατέλειωτη σειρά ορισµών αµφίβολης ακρίβειας, δίνουµε τον
επόµενο ορισµό:

7.1 Ορισµός (Kuratowski). Ονοµάζουµε διατεταγµένο Ϲεύγος των a, b (µε
πρώτο το a και δεύτερο το b) το σύνολο

(a, b) = {{a}, {a, b}}.

Πριν προχωρήσουµε παρακάτω, αξίζει να παρατηρήσουµε ότι σύµφωνα
µε τον ανωτέρω ορισµό, για a = b, είναι

(a, a) = {{a}, {a, a}} = {{a}, {a}} = {{a}}

δηλ. το Ϲεύγος (a, a) είναι ένα µονοσύνολο, ενώ για a ̸= b ισχύει {a} ≠ {a, b}
και το Ϲεύγος (a, b) είναι δι-σύνολο.

Ο ορισµός του Kuratowski προσδίδει στα διατεταγµένα Ϲεύγη την χαρα-
κτηριστική ιδιότητα που περιγράφεται στην επόµενη

7.2 Πρόταση. Για τα διατεταγµένα Ϲεύγη (a, b) και (c, d) ισχύει η ισοδυναµία

(a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c ∧ b = d.

Απόδειξη. (⇒) Υποθέτουµε πρώτα ότι a = b. Η ισότητα (a, a) = (c, d) ισοδυ-
ναµεί µε την ισότητα των συνόλων

{{a}} = {{c}, {c, d}}
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από την οποία προκύπτει ότι {a} = {c} και {a} = {c, d}, συνεπώς

b = a = c = d.

Υποθέτουµε τώρα ότι a ̸= b. Τότε έχουµε την ισότητα

(12) {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}},

απ΄ όπου προκύπτει ότι {a} ∈ {{c}, {c, d}}. ΄Εχουµε δύο περιπτώσεις :
(1) {a} = {c}, άρα και a = c. Τότε η (12) γίνεται

{{a}, {a, b}} = {{a}, {a, d}},

κι επειδή a ̸= b, αποκλείεται η {a, b} = {a}, άρα {a, b} = {a, d} και b = d.
(2) {a} = {c, d}, άρα a = c = d. Τότε η (12) γίνεται

{{a}, {a, b}} = {{a}, {a, a}} = {{a}}

απ΄ όπου έχουµε ότι {a, b} = {a} και b = a, ατοπο.
(⇐) Προφανές.

7.3 Ορισµός. ΄Εστω A, B σύνολα. Ονοµάζουµε καρτεσιανό γινόµενο των
A και B το σύνολο

A×B = { (a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B }.

Θεωρείστε για λίγο γνωστό το σώµα R των πραγµατικών αριθµών και το
ευκλείδιο επίπεδο R × R. ΄Εστω A και B τα διαστήµατα A = [0, 3] και
B = [0, 2]. Το καρτεσιανό γινόµενο A×B αποτελείται από την χρωµατισµένη
περιοχή του παρακάτω σχήµατος :
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Μπορούµε να παραστήσουµε γραφικά το καρτεσιανό γινόµενο δύο τυχαί-
ων συνόλων A, B, µε παρόµοι τρόπο. Π.χ., για A = {1, 2, 3} και B = {x, y},
έχουµε το διάγραµµα

7.4 Παρατηρήσεις. Παρατηρούµε ότι :
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(1) Στον ορισµό του καρτεσιανού γινόµενου ϕαίνεται σαν να παραβιάζεται
πάλι ο κανόνας (**) του Μαθήµατος 01, αλλά δεν είναι έτσι :

a, b ∈ A ∪B ⇒ {a}, {a, b} ⊆ A ∪B ⇒ {a}, {a, b} ∈ P(A ∪B)

⇒ {{a}, {a, b}} ⊆ P(A ∪B)

⇒ {{a}, {a, b}} ∈ P(P(A ∪B))

(2) Για κάθε σύνολο A, ισχύει A× ̸Ο = ̸Ο × A = ̸Ο.
(3) Για τυχαία σύνολα A, B, C, εν γένει

A×B ̸= B × A,

A× (B × C) ̸= (A×B)× C.

7.5 Πρόταση. ΄Εστω A, B, C σύνολα. Τότε ισχύουν οι ισότητες :

(i) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).
(ii) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).
(iii) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).
(iv) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε δύο από τις ισότητες, οι υπόλοιπες αποδεικνύονται
ανάλογα. Για την (i) έχουµε :

(x, y) ∈ A× (B ∪ C) ⇐⇒ x ∈ A ∧ y ∈ B ∪ C

⇐⇒ x ∈ A ∧ (y ∈ B ∨ y ∈ C)

⇐⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ C)

⇐⇒ [(x, y) ∈ A×B] ∨ [(x, y) ∈ A× C]

⇐⇒ (x, y) ∈ (A×B) ∪ (A× C).

Για την (iv) έχουµε :

(x, y) ∈ (A ∩B)× C ⇐⇒ x ∈ (A ∩B) ∧ y ∈ C

⇐⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ y ∈ C

⇐⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ C) ∧ (x ∈ B ∧ y ∈ C)

⇐⇒ (x, y) ∈ A× C ∧ (x, y) ∈ B × C

⇐⇒ (x, y) ∈ (A× C) ∩ (B × C).

7.6 Πρόταση. ΄Εστω A, B, C, D σύνολα. Τότε

(i) (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).
(ii) (A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D).
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Απόδειξη. (i) Παρατηρούµε ότι

(x, y) ∈ (A×B) ∩ (C ×D) ⇐⇒ (x, y) ∈ (A×B) ∧ (x, y) ∈ (C ×D)

⇐⇒ (x ∈ A ∧ y ∈ B) ∧ (x ∈ C ∧ y ∈ D)

⇐⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ C) ∧ (y ∈ B ∧ y ∈ D)

⇐⇒ x ∈ A ∩ C ∧ y ∈ B ∩D

⇐⇒ (x, y) ∈ (A ∩ C)× (B ∩D).

Για την (ii) παρατηρούµε ότι για κάθε (x, y) ∈ (A×B)∪ (C ×D) έχουµε
(x, y) ∈ (A×B) ∨ (x, y) ∈ (C ×D).

Αν (x, y) ∈ (A×B), τότε x ∈ A και y ∈ B, άρα x ∈ A∪C και y ∈ B ∪D,
εποµένως (x, y) ∈ (A ∪ C)× (B ∪D).

Αν (x, y) ∈ (C×D), τότε x ∈ C και y ∈ D, άρα x ∈ A∪C και y ∈ B ∪D,
εποµένως (x, y) ∈ (A ∪ C)× (B ∪D).

Η τελευταία σχέση εν γένει δεν είναι ισότητα. Π.χ., ας ϑεωρήσουµε τα
σύνολα A = {a}, B = {b}, C = {c} και D = {d}, όπου a ̸= c και b ̸= d. Τότε

(A×B) ∪ (C ×D) = {(a, b)} ∪ {(c, d)} = {(a, b), (c, d)},

ενώ

(A ∪ C)× (B ∪D) = {a, c} × {b, d} = {(a, b), (a, d), (c, b), (c, d)}.

Για ένα άλλο παράδειγµα, ϑεωρήστε

A = [0, 3], C = [2, 4], B = [0, 2], D = [1, 3] ⊆ R.

Τότε A ∪ C = [0, 4] και B ∪ D = [0, 3]. Στο πρώτο διάγραµµα ϐλέπουµε
χρωµατισµένο το σύνολο (A×B)∪(C×D) και στο δεύτερο το (A∪C)×(B∪D).
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Στο τελευταίο διάγραµµα ϐλέπουµε συγκριτικά και την ισότητα (i) της
πρότασης.
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