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10 Ο δακτύλιος Zm
Θεωρούµε ένα m ∈ N, σταθερό, και ορίζουµε την διµελή σχέση R ⊆ Z × Z
µε

xRy ⇐⇒ x− y είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του m

⇐⇒ ∃ k ∈ Z : x− y = km

Η σχέση R συνήθως συµβολίζεται µε ≡ (modm), δηλ.

x ≡ y(modm) ⇐⇒ ∃ k ∈ Z : x− y = km.

10.1 Λήµµα. Η ανωτέρω σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. (i) Για κάθε x ∈ Z, υπάρχει k = 0 ∈ Z µε

x− x = 0 = 0m,

άρα xRx και η R είναι ανακλαστική.

(ii) Ισχύουν οι συνεπαγωγές

xRy =⇒ ∃ k ∈ Z : x− y = km

=⇒ ∃(−k) ∈ Z : y − x = (−k)m
=⇒ yRx

και η R είναι συµµετρική.

(iii) ΄Εστω xRy και yRz. Τότε υπάρχουν k, λ ∈ Z µε

x− y = km και y − z = λm.

Προσθέτοντας τις ισότητες κατά µέλη παίρνουµε

x− z = (k + λ)m

µε k + λ ∈ Z, άρα η R είναι µεταβατική.
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Θα µελετήσουµε τώρα πώς η δεδοµένη σχέση ισοδυναµίας διαµερίζει το

Z σε κλάσεις ισοδυναµίας. ΄Εστω x1, x2 ∈ Z µε x1Rx2. Θεωρώντας την

διαίρεση των x, y µε m, γνωρίζουµε ότι υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένοι

k1, k2, υ1, υ2 ∈ Z µε

xi = kim+ υi, i = 1, 2

και

0 ≤ υ1, υ2 ≤ m− 1.

Η σχέση x1Rx2 σηµαίνει ότι η διαφορά

x1 − x2 = (k1 − k2)m+ (υ1 − υ2)

είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του m. ΄Αρα και η διαφορά υ1 − υ2 είναι ακέραιο

πολλαπλάσιο του m. ΄Οµως οι ανισότητες 0 ≤ υ1, υ2 ≤ m− 1 µας δίνουν

0 ≤ υ1 ≤ m− 1
−(m− 1) ≤ −υ2 ≤ 0

}
⇒ −(m− 1) ≤ υ1 − υ2 ≤ m− 1

και το µοναδικό ακέραιο πολλαπλάσιο του m µέσα στο ανωτέρω διάστηµα

είναι το 0. ΄Αρα υ1 = υ2. Αποδείξαµε λοιπόν το επόµενο :

10.2 Λήµµα. ΄Εστω x1, x2 ∈ Z. Τότε

x1 ≡ x2(modm) ⇐⇒ x1, x2 διαιρούµενοι µε m δίνουν το ίδιο υπόλοιπο.

Σαν αποτέλεσµα του προηγούµενου λήµµατος, έχουµε ότι υπάρχουν

ακριβώς τόσες κλάσεις ισοδυναµίας, όσα είναι τα δυνατά υπόλοιπα. ∆ηλ. το

Z διαµερίζεται στις εξής (m το πλήθος) κλάσεις ισοδυναµίας :

[0]m = {km : k ∈ Z}
[1]m = {km+ 1 : k ∈ Z}
[2]m = {km+ 2 : k ∈ Z}

.

.

.

[m− 1]m = {km+ (m− 1) : k ∈ Z}

10.3 Ορισµός. Στο Zm ορίζουµε µια πράξη που ονοµάζουµε πρόσθεση του

Zm, ως εξής :

+ : Zm × Zm −→ Zm : ([x]m, [y]m) 7−→ [x]m + [y]m := [x+ y]m.
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Παρατηρούµε ότι η πρόσθεση του Zm είναι καλά ορισµένη, δηλ. αν [x]m =
[x′]m και [y]m = [y′]m, τότε [x+ y]m = [x′ + y′]m. Πράγµατι :

[x]m = [x′]m ⇒ xRx′ ⇒ ∃k ∈ Z : x− x′ = km
[y]m = [y′]m ⇒ yRy′ ⇒ ∃λ ∈ Z : y − y′ = λm

}
⇒

(x+ y)− (x′ − y′) = (k + λ)m, k + λ ∈ Z⇒
[x+ y]m = [x′ + y′]m

Ακόµη, η πρόσθεση έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

(Α1) Είναι µεταθετική: Πράγµατι, για κάθε [x]m, [y]m ∈ Zm, έχουµε

[x]m + [y]m = [x+ y]m = [y + x]m = [y]m + [x]m.

(Α2) Είναι προσεταιριστική: Για κάθε [x]m, [y]m, [z]m ∈ Zm ισχύει

[x]m + ([y]m + [z]m) = [x]m + [y + z]m = [x+ (y + z)]m = [(x+ y) + z]m

= [x+ y]m + [z]m = ([x]m + [y]m) + [z]m.

(Α3) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, η κλάση [0]m ∈ Zm:

[x]m + [0]m = [x+ 0]m = [x]m, ∀ [x]m ∈ Zm.

(Α4) Κάθε [x]m ∈ Zm έχει αντίθετο, την κλάση [−x]m:

[x]m + [−x]m = [x+ (−x)]m = [0]m.

Οι ιδιότητες (Α1)-(Α4) καθιστούν το Ϲεύγος (Zm,+) αβελιανή/µεταθετική

οµάδα.

10.4 Ορισµός. Ονοµάζουµε πολλαπλασιασµό του Zm την πράξη

· : Zm × Zm −→ Zm : ([x]m, [y]m) 7−→ [x]m · [y]m := [xy]m.

΄Οπως προηγουµένως, ο πολλαπλασιασµός στο Zm είναι καλά ορισµένος,

δηλ. αν [x]m = [x′]m και [y]m = [y′]m, τότε [xy]m = [x′y′]m. Πράγµατι, από

την ισότητα [x]m = [x′]m προκύπτει ότι τα x και x′ διαιρούµενα µε m δίνουν

το ίδιο υπόλοιπο υx. ΄Αρα, x = km + υx και x′ = k′m + υx, µε k, k′ ∈ Z.
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Παρόµοια από την ισότητα [y]m = [y′]m παίρνουµε ότι y = λm + υy και

y′ = λ′m+ υy. ΄Αρα

xy − x′y′ = (km+ υx)(λm+ υy)− (k′m+ υx)(λ
′m+ υy)

= (kλm2 + kmυy + λmυx + υxυy)

− (k′λ′m2 + k′mυy + λ′mυx + υxυy)

= [(kλm+ kυy + λυx)− (k′λ′m+ k′υy + λ′υx)] ·m

άρα [xy]m = [x′y′]m.

Ακόµη, ο πολλαπλασιασµός έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

(Β1) Είναι µεταθετικός: Για κάθε [x]m, [y]m ∈ Zm, έχουµε

[x]m · [y]m = [xy]m = [yx]m = [y]m · [x]m.

(Β2) Είναι προσεταιριστικός: Για κάθε [x]m, [y]m, [z]m ∈ Zm είναι :

[x]m · ([y]m · [z]m) = [x]m · [yz]m = [x(yz)]m = [(xy)z]m

= [xy]m · [z]m = ([x]m · [y]m) · [z]m.

(Β3) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, η κλάση [1]m ∈ Zm:

[1]m · [x]m = [1x]m = [x]m, ∀ [x]m ∈ Zm.

Τέλος, πρέπει να παρατηρήσουµε ότι :

(Γ1) Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός στο Zm συνδέονται µε την επιµε-

ϱιστική ιδιότητα: Για κάθε [x]m, [y]m, [x]m ∈ Zm, ισχύει

[x]m · ([y]m + [z]m) = [x]m · [y + z]m = [x(y + z)]m = [xy + xz]m

= [xy]m + [xz]m = [x]m · [y]m + [x]m · [z]m.

Οι ιδιότητες (Α1)-(Α4) µαζί µε τις (Β1)-(Β3) και την (Γ1) καθιστούν την

τριάδα (Zm,+, ·) µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι ο δακτύλιος (Zm,=, ·) είναι σώµα, αν και µόνον

αν ο m είναι πρώτος αριθµός.


