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18 Πολλαπλασιασµός

Για τον ορισµό του πολλαπλασιασµού στο No, σταθεροποιούµε ένα m ∈ No

και ϑεωρούµε X = No, f = φm και c = 0. Τότε, από το Θεώρηµα της

Αναδροµής, υπάρχει ακριβώς µία συνάρτηση

ψm : No −→ No

µε τις ιδιότητες :

(i) ψm(0) = 0, και
(ii) για κάθε n ∈ No, ψm(ε(n)) = φm(ψm(n)).

Συµβολίζουµε µε m · n ή απλούστερα mn την εικόνα ψm(n), δηλ.

m · n = mn = ψm(n)

΄Οπως κάναµε για την φm, υπολογίζουµε και την ψm, για µερικά m ∈ N.

(1) Για m = 0, έχουµε:

ψ0(0) = 0

ψ0(1) = ψ0(ε(0)) = φ0(ψ0(0)) = φ0(0) = 0

ψ0(2) = ψ0(ε(1)) = φ0(ψ0(1)) = φ0(0) = 0

και επαγωγικά αποδεικνύουµε ότι

ψ0(n) = 0 · n = 0, ∀ n ∈ No.
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(2) Για m = 1, έχουµε:

ψ1(0) = 0

ψ1(1) = ψ1(ε(0)) = φ1(ψ1(0)) = φ1(0) = 1

ψ1(2) = ψ1(ε(1)) = φ1(ψ1(1)) = φ1(1) = 2

ψ1(3) = ψ1(ε(2)) = φ1(ψ1(2)) = φ1(2) = 3

και επαγωγικά αποδεικνύουµε ότι

ψ1(n) = 1 · n = n, ∀ n ∈ No.

(3) Για m = 2, έχουµε:

ψ2(0) = 0

ψ2(1) = ψ2(ε(0)) = φ2(ψ2(0)) = φ2(0) = 2

ψ2(2) = ψ2(ε(1)) = φ2(ψ2(1)) = φ2(2) = 2 + 2

ψ2(3) = ψ2(ε(2)) = φ2(ψ2(2)) = φ2(2 + 2) = 2 + (2 + 2)

και επαγωγικά επαληθεύεται ότι

ψ2(n) = 2 · n = 2 + 2 + · · ·+ 2︸ ︷︷ ︸ .
n-ϕορές

(4) Με την ίδια µέθοδο αποδεικνύεται ότι, για κάθε m ∈ N,

ψm(n) = m · n = m+m+ · · ·+m︸ ︷︷ ︸ .
n-ϕορές

Ο πολλαπλασιασµός συνδέεται ισχυρά µε την πρόσθεση, αφού ορίζεται

µέσω αυτής. Η συσχέτισή τους ϕαίνεται στην επόµενη

18.1 Πρόταση. Ο πολλαπλασιασµός είναι επιµεριστικός ως προς την πρόσθε-

ση, δηλ.

m(n+ p) = mn+mp, ∀ m,n, p ∈ No.

Απόδειξη. Παρόµοια µε τις προηγούµενες αποδείξεις, σταθεροποιούµε δύο

ϕυσικούς m,n ∈ No, και ϑεωρούµε το σύνολο

S = {p ∈ No | m(n+ p) = mn+mp}.
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Παρατηρούµε ότι

m(n+ 0) = mn = mn+ 0 = mn+m0,

άρα 0 ∈ S. ΄Εστω τώρα p ∈ S, δηλ. έστω ότιm(n+p) = mn+mp. Τότε, εφαρ-

µόζοντας κατά σειρά τους ορισµούς των φn και ψm, την επαγωγική υπόθεση,

την µεταθετικότητα και προσεταιριστικότητα της πρόσθεσης, παίρνουµε

m(n+ ε(p)) = ψm(φn(ε(p)) = ψm(ε(φn(p))) = φm(ψm(φn(p))

= m+ (m(n+ p)) = m+ (mn+mp)

= mn+ (mp+m) = mn+ φm(mp)

= mn+ φm(ψm(p)) = mn+ ψm(ε(p))

= mn+m(ε(p))

και έχουµε το Ϲητούµενο.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός και προσ-
εταιριστικός.

18.2 Πρόταση. Για κάθε m,n, p ∈ No ισχύουν οι ισότητες :

mn = nm,(1)

m(np) = (mn)p.(2)

Απόδειξη. ΄Οπως ϕαίνεται από τους υπολογισµούς µας για τις ψ0 και ψ1, και

από τον ορισµό της ψm, για κάθε m ∈ No, ισχύουν οι ισότητες

0m = m0 = 0,(3)

1m = m1 = m.(4)

Αποδεικνύουµε πρώτα την προσεταιριστικότητα: Σταθεροποιούµεm,n ∈ No,

και ϑεωρούµε το σύνολο

S = {p ∈ No | m(np) = (mn)p}.

∆είχνουµε επαγωγικά ότι S = No. ΄Ηδη γνωρίζουµε ότι για p = 0

m(n0) = m0 = 0 = (mn)0,



18 ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ 4

άρα 0 ∈ S. ΄Εστω p ∈ S, δηλ. έστω m(np) = (mn)p. Θα δείξουµε ότι

m(nε(p)) = (mn)ε(p). Πράγµατι,

(mn)ε(p) = ψmn(ε(p)) = φmn(ψmn(p)) = ψmn(p) +mn

= (mn)p+mn = m(np) +mn = m(np+ n)

= m(np+ n1) = m(n(p+ 1))

= m(nε(p))

εποµένως ε(p) ∈ S, άρα S = No, κι επειδή τα m,n είναι τυχαία, η ισότητα

ισχύει για κάθε m,n, p ∈ No.

Αποδεικνύουµε τώρα την µεταθετικότητα: Σταθεροποιούµε ένα m ∈ No,

και ϑεωρούµε το σύνολο

T = {n ∈ No | mn = nm}.

Θα δείξουµε επαγωγικά ότι T = No. Επειδή m0 = 0m, ισχύει ότι 0 ∈ T .

΄Εστω n ∈ T , δηλ. έστω mn = nm. Θα δείξουµε ότι mε(n) = ε(n)m.

Πράγµατι, εφαρµόζοντας την επιµεριστική ιδιότητα, την επαγωγική υπόθεση

και πάλι την επιµεριστική ιδιότητα, παίρνουµε

mε(n) = m(n+ 1) = mn+m = nm+m

= nm+ 1m = (n+ 1)m

= ε(n)m

που αποδεικνύει ότι ε(n) ∈ No και T = No.

΄Οπως λοιπόν η πρόσθεση, έτσι και ο πολλαπλασιασµός στο No είναι µε-

ταθετικός και προσεταιριστικός και έχει ουδέτερο στοιχείο, το 1. Και πάλι,

όπως στην πρόσθεση, κανένα στοιχείο εκτός του ουδέτερου δεν έχει αντίστρο-

ϕο. Ισχύει όµως ο ῾῾Νόµος της ∆ιαγραφής᾿᾿, αλλά για τα µη-µηδενικά στοιχεία.

Για να τον δείξουµε χρειαζόµαστε πρώτα το επόµενο

18.3 Λήµµα. Για κάθε Ϲεύγος ϕυσικών m,n 6= 0, ισχύει mn 6= 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχουν m,n ∈ N µε mn = 0. Αφού m,n ∈ No \ {0} =
ε(No), υπάρχουν m

′, n′ ∈ No µε m = ε(m′) κι n = ε(n′). Τότε

0 = mn = (m′ + 1)(n′ + 1) = m′n′ +m′ + n′ + 1

= ε(m′n′ +m′n+mn′) ∈ ε(No) = N,

άτοπο.
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Αποτέλεσµα του προηγούµενου λήµµατος είναι η συνεπαγωγή

n ∈ No ∧ q ∈ N ∧ nq = 0 =⇒ n = 0.

18.4 Πρόταση. Για κάθε m,n ∈ No και q ∈ N, ισχύει η συνεπαγωγή

(5) mq = nq =⇒ m = n.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τον ισχυρισµό µε επαγωγή ως προςm. Θεωρούµε

το σύνολο S ⊆ No όλων των m ∈ No για τα οποία ισχύει η (5). Θέτοντας

m = 0 και χρησιµοποιώντας το προηγούµενο λήµµα παίρνουµε ότι για κάθε

n ∈ No και q ∈ N ισχύει

0q = nq =⇒ 0 = nq =⇒ n = 0,

άρα 0 ∈ S. ΄Εστω τώρα ότιm ∈ S. Θα δείξουµε ότι ε(m) ∈ S. Πράγµατι, έστω

n ∈ No και q ∈ N µε ε(m)q = nq. Τότε ε(m), q 6= 0, άρα nq = ε(m)q 6= 0,
εποµένως n 6= 0. ∆ηλ. n ∈ N = ε(No) και υπάρχει n′ ∈ No µε n = n′ + 1. Η

υπόθεση ε(m)q = nq µας δίνει

ε(m)q = nq =⇒ (m+ 1)q = (n′ + 1)q

=⇒ mq + q = n′q + q

=⇒ mq = n′q

=⇒ m = n′

=⇒ ε(m) = ε(n′)

=⇒ ε(m) = n

όπου έχουµε εφαρµόσει την επιµεριστικότητα του πολλαπλασιασµού ως προς

την πρόσθεση, την απαλειφή του q στην πρόσθεση και την επαγωγική υπόθε-

ση. ΄Αρα ε(m) ∈ S και S = N0.

19 ∆ιάταξη

Η τελευταία δοµή που ορίζουµε πάνω στο No είναι µια σχέση διάταξης. ΄Εστω

m,n ∈ No. Θέτουµε

m ≤ n ⇐⇒ ∃ q ∈ No : m+ q = n.

Η ανωτέρω σχέση είναι πράγµατι διάταξη:
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Για κάθε n ∈ No, υπάρχει q = 0 ∈ No µε n + 0 = n, άρα η σχέση είναι

ανακλαστική.

Αν m ≤ n και n ≤ m, Τότε υπάρχουν p, q ∈ No µε m + p = n και

n+ q = m. Συνδυάζοντας τις δύο ισότητες παίρνουµε m = n+ q = m+ p+ q
που µε απαλειφή του m µας δίνει p + q = 0. Ισχυριζόµαστε ότι η τελευταία

ισότητα ισχύει µόνον αν p = q = 0. Πράγµατι, αν q 6= 0, τότε υπάρχει q′ ∈ No

µε q = q′ + 1, άρα 0 = p + q = φp(ε(q
′)) = ε(φp(q

′)), δηλ. 0 ∈ ε(No),
άτοπο. ΄Αρα p = q = 0 και m = n. Αν p 6= 0, το αποτέλεσµα ισχύει, λόγω

της µεταθετικότητας της πρόσθεσης. Εποµένως, η σχέση που ορίσαµε είναι

αντισυµµετρική.

Επίσης είναι και µεταβατική: ΄Εστω k ≤ m και m ≤ n. Τότε υπάρχουν

p, q ∈ No µε k + p = m και m+ q = n. Προσθέτοντας τις ισότητες κατά µέλη

έχουµε k + p+m+ q = m+ n. Απαλείφοντας το m έχουµε k + (p+ q) = n,
οπότε k ≤ n και η σχέση είναι µεταβατική.

Συµπεραίνουµε ότι η ≤ είναι σχέση διάταξης. Συµβολίζουµε µε < την

αντίστοιχη αυστηρή διάταξη. Θα δείξουµε ότι η διάταξη των ϕυσικών είναι

ολική. Θα χρειαστούµε το επόµενο

19.1 Λήµµα. Για m,n ∈ No, ισχύει η συνεπαγωγή

m < n =⇒ m+ 1 ≤ n.

Απόδειξη. Η υπόθεση m < n σηµαίνει ότι m ≤ n, άρα υπάρχει q ∈ No µε

m + q = n, αλλά m 6= n, δηλ. q 6= 0. ΄Αρα το q είναι στοιχείο της εικόνας

ε(No) = N, δηλ. υπάρχει q′ ∈ No µε q = q′ + 1. Τότε

m+ q′ + 1 = n =⇒ (m+ 1) + q′ = n =⇒ m+ 1 ≤ n.

19.2 Πρόταση. Η διάταξη των ϕυσικών είναι ολική.

Απόδειξη. Πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε m,n ∈ No ισχύει είτε m ≤ n είτε

n ≤ m. Σταθεροποιούµε ένα m ∈ No και ϑεωρούµε το σύνολο S των ϕυσικών

n που σχετίζονται µε το m µέσω της ≤ , δηλ. εκείνων των n ∈ No για τους

οποίους ισχύει m ≤ n είτε n ≤ m.

Παρατηρούµε ότι 0 +m = m, άρα 0 ≤ m και 0 ∈ S.
Θεωρούµε τώρα n ∈ S και ϑα δείξουµε ότι και ε(n) ∈ S. Από την υπόθεση

n ∈ S προκύπτει είτε ότι m ≤ n είτε ότι n ≤ m. Αν m ≤ n, επειδή και

n ≤ n + 1, η Ϲητούµενη σχέση m ≤ n + 1 προκύπτει από την µεταβατική
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ιδιότητα της διάταξης. ΄Εστω n ≤ m. Τότε ή n = m ή ισχύει η αυστηρή

διάταξη n < m. Στην πρώτη περίπτωση

m = n =⇒ m ≤ m+ 1 = n+ 1 = ε(n) =⇒ ε(n) ∈ S.

Στην δεύτερη περίπτωση που n < m, από το προηγούµενο λήµµα παίρνουµε

ε(n) = n+ 1 ≤ m και εποµένως ε(n) ∈ S, που αποδεικνύει ότι S = No.

Η ανωτέρω διάταξη των ϕυσικών αριθµών είναι συµβατή µε τις πράξεις των

ϕυσικών, όπως ϕαίνεται από την επόµενη

19.3 Πρόταση. (i) Η διάταξη των ϕυσικών είναι συµβατή µε την πρόσθεση,

δηλ. για κάθε m,n, q ∈ No ισχύει

m ≤ n ⇐⇒ m+ q ≤ n+ q

(ii) Η διάταξη είναι συµβατή µε τον πολλαπλασιασµό, δηλ. για κάθε m,n, q ∈
No ισχύει

m ≤ n =⇒ mq ≤ nq.

Η συνεπαγωγή (ii) είναι ισοδυναµία, αν και µόνον αν q 6= 0.

Απόδειξη. (i) Παρατηρούµε ότι

m ≤ n⇐⇒ ∃ p ∈ No : m+ p = n

⇐⇒ ∃ p ∈ No : m+ p+ q = n+ q

⇐⇒ m+ q ≤ n+ q

(ii) Εδώ παρατηρούµε ότι

m ≤ n =⇒ ∃ p ∈ No : m+ p = n

=⇒ ∃ p ∈ No : (m+ p)q = nq

=⇒ ∃ pq ∈ No : mq + pq = nq

=⇒ mq ≤ nq

Σχετικά µε το αντίστροφο, αυτό δεν ισχύει αν q = 0, αφού για κάθεm,n ∈ No

είναιm0 = n0 = 0. Αν όµως q 6= 0, τότε ισχύει και η αντίστροφη συνεπαγωγή

mq ≤ nq =⇒ m ≤ n.
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Πράγµατι, έστω m,n ∈ No και q ∈ N µε mq ≤ nq. Θα δείξουµε ότι m ≤ n.
Επειδή η διάταξη των ϕυσικών είναι ολική, για τα m,n ισχύει είτε m ≤ n είτε

n ≤ m. Αν ισχύει η m ≤ n, έχουµε το Ϲητούµενο. Αν ισχύει n ≤ m, από την

(ii) που αποδείξαµε, έπεται ότι nq ≤ mq και σε συνδυασµό µε την υπόθεση,

λόγω της αντισυµµετρικότητας, mq = nq. Επειδή q 6= 0, απαλείφοντάς το

στην τελευταία ισότητα, παίρνουµε m = n, δηλ. πάλι m ≤ n.


