
∆ΙΑΤΑΞΗ

0.1 Ορισµός. Εστω ένα σύνολο X 6= ∅. Μια σχέση R ⊆ X × X λέγεται

διάταξη, αν είναι

(∆1) ανακλαστική, δηλ. ∀ x ∈ X : xRx,

(∆2) αντισυµµετρική, δηλ. xRy ∧ yRx ⇒ x = y, και

(∆3) µεταβατική, δηλ. xRy ∧ yRz ⇒ xRz.

0.2 Παραδείγµατα. (1) Η σχέση x ≤ y στο R.

(2) Η σχέση A ⊆ B στο P(X).
(3) Η σχέση a|b στο N.

Στο προηγούµενο παράδειγµα (1), παρατηρούµε ότι για κάθε Ϲεύγος α-

ϱιθµών x, y ∈ R, ισχύει x ≤ y είτε y ≤ x. Τα επόµενα δύο παραδείγµατα δεν

έχουν αυτή την ιδιότητα. Πράγµατι, στο (2), αν το σύνολο X έχει δύο ή πε-

ϱισσότερα στοιχεία, τότε υπάρχουν a, b ∈ X µε a 6= b. Σε αυτή την περίπτωση

είναι {a}, {b} ∈ P(X), αλλά δεν ισχύει ούτε {a} ⊆ {b} ούτε {b} ⊆ {a}. Στο

(3), έχουµε 5 ∈ N και 6 ∈ N αλλά δεν ισχύει ούτε 5|6, ούτε 6|5.

0.3 Ορισµός. Μια διάταξη R στο σύνολο X 6= ∅ λέγεται ολική αν

(Ο∆) ∀ x, y ∈ X : xRy ∨ yRx.

Συµφωνα µε τον ορισµό της διάταξης, οι σχέσεις < στο R και $ στο P(X)
δεν είναι διατάξεις : δεν είναι ανακλαστικές. Επίσης, αξίζει να παρατηρήσου-

µε ότι η υπόθεση στην αντισυµµετρική ιδιότητα δεν ικανοποιείται ποτέ. Για

να περιλάβουµε στην µελέτη µας σχέσεις όπως αυτές, δίνουµε τον επόµενο

ορισµό:

0.4 Ορισµός. Εστω ένα σύνολο X 6= ∅. Μια σχέση S ⊆ X × X λέγεται

αυστηρή διάταξη, αν έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

(Α∆1) ∀ x ∈ X : (x, x) /∈ S.

(Α∆2) (x, y) ∈ S ⇒ (y, x) /∈ S.

(Α∆3) xSy ∧ ySz ⇒ xSz (µεταβατικότητα).
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Συµβολίζουµε µε ∆X την διαγώνιο του X, δηλ. το σύνολο

∆X = {(x, x) : x ∈ X}.

Τότε για µια διάταξη R ισχύει πάντοτε ∆X ⊆ R, ενώ για µια αυστηρή διάταξη

S ισχύει S∩∆X = ∅. Η παρατήρηση αυτή µας οδηγεί στην επόµενη πρόταση:

0.5 Πρόταση. Εστω ένα σύνολο X 6= ∅. Τότε :

(i) Κάθε διάταξη R ⊆ X ×X ορίζει µια αυστηρή διάταξη, την S = R \∆X .

(ii) Κάθε αυστηρή διάταξη S ⊆ X×X ορίζει µια διάταξη, την R = S ∪∆X .

Απόδειξη. (i) Εστω R µια διάταξη στο X. Ορίζουµε την σχέση S = R \ ∆X ,

δηλ.

xSy ⇔ (x, y) ∈ R \∆X ⇔ xRy ∧ x 6= y.

Θα δείξουµε ότι η S είναι αυστηρή διάταξη. Πράγµατι :

(Α∆1) Για κάθε x ∈ X έχουµε (x, x) ∈ ∆X , άρα (x, x) /∈ R \∆X = S.

(Α∆2) Με άτοπο: Εστω xSy και ySx. Τότε (xRy και x 6= y) και (yRx και

y 6= x). ∆ηλ. xRy και yRx και x 6= y. Αλλά από την (∆2) της R, οι xRy και

yRx δίνουν x = y, άτοπο.

(Α∆3) Εστω xSy και ySz. Τότε (xRy και x 6= y) και (yRz και y 6= z). Από

τις xRy και yRz, λόγω της µεταβατικότητας της R, έχουµε xRz. Επίσης είναι

x 6= z. Πράγµατι, αν x = z, τότε (ϐλ. τις δύο αρχικές υποθέσεις) xSy και

ySx, άτοπο. Αρα xRz µε x 6= z, δηλ. xSz.

(ii) Αντίστροφα, έστω S µια αυστηρή διάταξη στο X. Ορίζουµε την σχέση

R = S ∪∆X , δηλ.

xRy ⇔ xSy ∨ x = y.

Θα δείξουµε ότι η R είναι διάταξη. Πράγµατι :

(∆1) Για κάθε x ∈ X, ισχύει (x, x) ∈ ∆X , άρα (x, x) ∈ S ∪∆X = R και η

R είναι ανακλαστική.

(∆2) Εστω xRy και yRx. Τότε

xRy ∧ yRx ⇒ (xSy ∨ x = y) ∧ (ySx ∨ y = x)

⇒ (xSy ∧ ySx) ∨ x = y.

Η πρώτη συνθήκη δεν ικανοποιείται ποτέ, άρα x = y και η R είναι αντισυµ-

µετρική.
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(∆3) Εστω xRy και yRz. Τότε

xRy ∧ yRz ⇒ (xSy ∨ x = y) ∧ (ySz ∨ y = z)

⇒ (xSy ∧ ySz) ∨ (xSy ∧ y = z)

∨ (x = y ∧ ySz) ∨ (x = y ∧ y = z)

⇒ xSz ∨ xSz ∨ xSz ∨ x = z

⇒ (x, z) ∈ S ∪∆X = R,

και η R είναι µεταβατική.

ΑΣΚΗΣΗ. Να ελεγχθεί η αν ισχύει η ισοδυναµία: η διάταξη R είναι ολική,

εάν και µόνον εάν η αντίστοιχη αυστηρή διάταξη S είναι τριχοτοµία (ϐλ.

αξίωµα (Π 11) των πραγµατικών αριθµών).

Θα κλείσουµε αυτή την παράγραφο δίνοντας ένα παράδειγµα ολικής διά-

ταξης στους µιγαδικούς αριθµούς.

0.6 Παράδειγµα. Εστω z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 ∈ C. Θεωρούµε την εξής

σχέση:

z1 ≤ z2 ⇔ (x1 < x2) Y (x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2).

(∆1) Για κάθε z = x + iy, είναι x = x και y ≤ y, άρα z ≤ z και η σχέση

είναι ανακλαστική.

(∆2) Για την αντισυµµετρία παρατηρούµε ότι :

z1 ≤ z2 ∧ z2 ≤ z1 ⇒ [x1 < x2 ∨ (x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2)]

∧ [x2 < x1 ∨ (x1 = x2 ∧ y2 ≤ y1)]

⇒ [x1 < x2 ∧ x2 < x1]

∨ [x1 < x2 ∧ (x1 = x2 ∧ y2 ≤ y1)]

∨ [(x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2) ∧ x2 < x1]

∨ [(x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2) ∧ (x1 = x2 ∧ y2 ≤ y1)]

Οι τρεις πρώτες συνθήκες δεν ισχύουν ποτέ, άρα

z1 ≤ z2 ∧ z2 ≤ z1 ⇒ (x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2) ∧ (x1 = x2 ∧ y2 ≤ y1)

⇒ ( x1 = x2) ∧ (y1 ≤ y2 ∧ y2 ≤ y1)

⇒ x1 = x2 ∧ y1 = y2

⇒ z1 = z2.
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(∆3) Για την µεταβατικότητα παρατηρούµε ότι

z1 ≤ z2 ∧ z2 ≤ z3 ⇒ [x1 < x2 ∨ (x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2)]

∧ [x2 < x3 ∨ (x2 = x3 ∧ y2 ≤ y3)]

⇒ [x1 < x2 ∧ x2 < x3]

∨ [x1 < x2 ∧ (x2 = x3 ∧ y2 ≤ y3)]

∨ [(x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2) ∧ x2 < x3]

∨ [(x1 = x2 ∧ y1 ≤ y2) ∧ (x2 = x3 ∧ y2 ≤ y3)]

Κάθε µία από τις τρεις πρώτες συνθήκες συνεπάγεται ότι x1 < x3 ενώ η

τελευταία συνεπάγεται ότι x1 = x3 και y1 ≤ y3. Αρα

z1 ≤ z2 ∧ z2 ≤ z3 ⇒ x1 < x3 ∨ (x1 = x3 ∧ y1 ≤ y3)

⇒ z1 ≤ z3.

(Ο∆) Τέλος, η σχέση z1 ≤ z2 είναι ολική διάταξη στο C: Θεωρούµε δύο

τυχαία z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 ∈ C. Για τα x1, x2 ∈ R ισχύει x1 < x2 ή

x1 = x2 ή x2 < x1. Αν x1 < x2, τότε z1 ≤ z2. Αν x2 < x1, τότε z2 ≤ z1. Αν

x1 = x2, εξετάζουµε την σχέση των y1 και y2: ϑα ισχύει y1 ≤ y2 είτε y2 ≤ y1.

Στην πρώτη περίπτωση z1 ≤ z2 ενώ στη δεύτερη z2 ≤ z1. Αρα τελικά, για

κάθε z1, z2 ∈ C, ισχύει είτε z1 ≤ z2 είτε z2 ≤ z1.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Αν z1 ≤ z2 και z ∈ C τυχαίο, εύκολα ϐλέπει κανείς ότι

z1 + z ≤ z2 + z. Οµως, αν z1 ≤ z2 και 0 < z, δεν εξασφαλίζεται ότι z1z ≤ z2z.

ΑΣΚΗΣΗ. (1) Βρείτε µια τριάδα µιγαδικών z1, z2, z που ικανοποιούν τις

z1 ≤ z2 και z > 0, αλλά δεν ισχύει z1z ≤ z2z.

(2) ∆είξτε ότι το C δεν µπορεί να εφοδιαστεί µε ολική διάταξη που να

ικανοποιεί τα αξιώµατα (Π10)-(Π13) των πραγµατικών αριθµών.
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