
᾿Ομάδα ἀσκήσεων γιὰ το μάθημα «Αναδρομικές Συναρτήσεις» τοῦ

Μαθηματικοῦ Τμήματος γιὰ τὸ Α.Ε. 2012–2013

Σαββατο 26 Απριλίου 2013.

Λύστε ὅσες μπορεῖτε ἀπὸ τὶς παρακάτω ἀσκήσεις. Οἱ ἀσκήσεις θὰ παρουσιαστοῦν τὴν Δευτέρα 13/05/2013 και την Τρίτη

14/05/2013 μεταξύ 16:00 και 18:00 ἀπὸ αὐτοὺς ποὺ τὶς ἔχουν λύσει μὲ τυχαία ἐπιλογή. Οἱ λύσεις πρέπει νὰ παραδοθοῦν ἠλεκτρονικὰ,

σὲ μορφὴ .pdf, στὴν διεύθυνση sedthilk@math.uoa.gr πρὶν τὶς 23:59 τῆς Κυριακῆς 12/05/2013. Μπορεῖτε (καὶ ἐνθαρρύνεστε) νὰ

σχηματίσετε ὁμάδες συνεργασίας τὸ πολὺ 3 ἀτόμων γιὰ τὴν ἐπίλυση καὶ παρουσίαση τῶν ἀσκήσεων. ῾Ο βαθμὸς ποὺ θὰ πάρει κάθε

φοιτητὴς/τρια τοὺ/τῆς ὁποίου/ας ἡ ὀμάδα θὰ ἔχει παρουσιάσει ἄσκηση (ἠ ὁποῖα θὰ ἔχει λυθεὶ καὶ γραφτεῖ σωστὰ) θὰ εἶναι ρητὸς

ἀριθμὸς μεταξὺ 0 και 2 καὶ θὰ ἐξαρτηθεῖ ἀπὸ τῆν παρουσίαση ποὺ θὰ κάνει ὁ/ἡ (τυχαία ἐπιλεγμένος/η) ἀντιπρόσωπὸς της. (῎Αν

κάποιο μέλος μιᾶς ὀμάδας ἀπουσιάζει κατὰ τὴν παρουσίαση, ἀποκλείεται ἀπὸ τὴν διεκδίκηση τοῦ βαθμοῦ).

1. ῎Εστω σύνολο A ⊆ N. ῾Ορίζουμε τὴν συνάρτηση rankA(x) = |{y | y < x ∧ y ∈ A}|. Δεῖξτε ὄτι ἡ συνάρτηση rankA

εἴναι ὑπολογίσιμη ἄν και μόνο ἄν τὸ A εἶναι ἀναδρομικὴ γλῶσσα. (῎Ενα σύνολο ἀριθμῶν ἀντιστοιχεῖ στην γλῶσσα
ποὺ περιέχει τοὺς ἀριθμοῦς του A γραμμένους στο δυαδικὸ σύστημα).

2. Κάθε ἄπειρη ἀναγνωρίσιμη γλῶσσα μπορεῖ να διαμεριστεῖ σὲ δύο ἄπειρες γλῶσσες L1 καὶ L2 τέτοιες ὧστε ἡ L1 νὰ

εἶναι ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμη καὶ ἡ L2 νὰ εἶναι ἀναδρομική.

3. Λέμε ὄτι μιὰ γλῶσσα C διαχωρίζει τὶς γλῶσσες A καὶ B ἄν A ⊆ C καὶ B ⊆ C.

῞Εστω A,B δύο γλῶσσες ὅπου A ∩ B = ∅ καὶ τέτοιες ὧστε τὰ συμπληρώματά τους νὰ εἶναι ἀναγνωρίσιμα. Δεῖξτε
ὄτι ὑπάρχει μιὰ ἀναδρομικὴ γλῶσσα ποὺ νὰ διαχωρίζει τὶς A καὶ B.

4. ῎Εστω L μιὰ ἀναγνωρίσιμη γλῶσσα ποὺ δὲν εἶναι ἀναδρομικὴ. Δεῖξτε ὄτι ἄν ἡ M εἶναι μιὰ Μηχανὴ Turing ποὺ
ἀναγνωρίζει τὴν L τότε ἡ γλῶσσα C = {w ∈ Σ∗ | ἡ M μὲ εἴσοδο τὴν w δὲν τερματίζει} εἴναι ἄπειρη.

5. ῞Εστω A καὶ B γλῶσσες τέτοιες ὧστε ἡ A νὰ εἶναι ἀναδρομικὴ ἐνῶ ἡ B ὄχι. Δεῖξτε ὄτι ἄν A∩B = ∅, τότε ἡ A∪B
δὲν εἶναι ἀναδρομική.

6. Δεῖξτε ὄτι ἕνα μὴ κενὸ ὑποσύνολο τοῦ N εἶναι ἀναδρομικὴ γλῶσσα (οἱ ἀριθμοί ἀντιστοιχοῦν σὲ δυαδικὲς λέξεις)
ἄν καὶ μόνο ἄν εἶναι τὸ πεδίο τιμῶν μιὰς πλήρους καὶ αὔξουσας ἀναδρομικῆς συνάρτησης (προσοχή! όχι απαραίτητα

γνήσια αύξουσας).

7. Καλοῦμε μιᾶ λέξη παλίνδρομο ἄν παραμένει ἡ ἴδια ὅταν γράφεται ἀνάποδα. Δείξτε ὄτι ἄν μιὰ γλῶσσα εἶναι ἀναγνω-

ρίσιμη τότε καὶ τὸ σύνολο ὅλων τῶν παλίνδρομων ποὺ περιέχει εἶναι ἀναγνωρίσιμο.

8. Δεῖξτε ὄτι ἡ γλῶσσα L = {〈M1,M2〉 | ∀x ∈ Σ∗ : M1(x) ↓ ∨ M2(x) ↑} δὲν εἶναι ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμη.

9. Δείξτε ὄτι κάθε ἀναδρομικᾶ άπαριθμήσιμο πρόβλημα ἀνάγεται (με απεικονιστική αναγωγή) στὸ

K = {〈M〉 |M(〈M〉) ↓}.

10. Δείξτε ὄτι ἡ γλῶσσα L = {〈M〉 | ∃x ∈ Σ∗ : |x| = 2013 ∧ x ∈ L(M)} δὲν εἶναι ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμη. Εἶναι ἡ
L ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμη;

11. Δείξτε ὄτι ἡ γλῶσσα L = {〈M〉 | |L(M)| = 2013} δὲν εἶναι ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμη. Εἶναι ἡ L ἀναδρομικὰ
ἀπαριθμήσιμη;

12. Δείξτε ὄτι ἡ γλῶσσα L = {〈M〉 | |L(M)| < ℵ0} δὲν εἶναι ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμη. Εἶναι ἡ L ἀναδρομικὰ
ἀπαριθμήσιμη;

13. Δείξτε ὄτι ἡ γλῶσσα L = {x ∈ {0, 1}∗ | ∃x ∈ Σ∗ : η λέξη x εἶναι ἀντιπαράδειγμα τῆς εἰκασίας τοῦ Goldbach
γραμμένο σὲ δυαδική μορφή} εἶναι ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμη. ῎Αν ἀποδειχθεῖ ὅτι ἡ L εἶναι ἀναδρομικὴ, θὰ σημάνει
αὐτὸ ὅτι ἔχει ἀποδειχθεῖ ἡ εἰκασία τοῦ Goldbach;

14. Δεῖξτε ὄτι ἡ γλῶσσα L = {〈M〉 | ἡ M ἀποδέχεται γιὰ κὰθε εἴσοδο καὶ ἀφοῦ ἐκτελέσει ἄρτιο ἀριθμὸ βημάτων.} δὲν
εἶναι ἀναδρομική.

15. Δείξτε ὄτι ἡ γλῶσσα L = {〈M1,M2, x〉 | οἱ M1 καὶ M2, κατὰ την λειτουργία τους μὲ εἴσοδο τὴν x γράφουν μετὰ
ἀπὸ τὸν ἴδιο ἀριθμὸ βημάτων τὸ ἴδιο σύμβολο στὴν ταινία τους} δεν είναι αναδρομική.

16. Δεἶξτε ὄτι τὸ παρακάτω πρόβλημα εἶναι ἀποφάνσιμο:

Πεπερασμένη Μνήμη
Εἴσοδος: Μηχανὴ Turing M μὲ αλφάβητο εἰσόδου τὸ Σ, συμβολοσειρὰ w ∈ Σ∗

, καὶ μὴ ἀρνητικὸς ἀκέραιος n.
᾿Ερώτηση: ᾿Επισκέπτεται ἡ κεφαλὴ τῆς M τὴν n-στὴ θέση τῆς ταινίας της κατὰ τὴν διάρκεια τῆς λειτουργίας
της μὲ είσοδο w;


