
᾿Ομάδα ἀσκήσεων Νο. 1 γιὰ το μάθημα «Αναδρομικές Συναρτήσεις» τοῦ
Μαθηματικοῦ Τμήματος γιὰ τὸ Α.Ε. 2008–2009

Δευτέρα 17 Νοεμβρίου 2008.

Λύστε ὅσες μπορεῖτε ἀπὸ τὶς παρακάτω ἀσκήσεις. Οἱ ἀσκήσεις θὰ παρουσιαστοῦν τὴν Τρίτη
02/12/2008 ἀπὸ αὐτοὺς ποὺ τὶς ἔχουν λύσει μὲ τυχαία ἐπιλογή. Οἱ λύσεις πρέπει νὰ παραδοθοῦν
(ἠλεκτρονικὰ ἤ ἔντυπα καὶ, κατὰ προτίμηση, γραμμένες σὲ ΛαΤὲΧ ἤ στὸ χέρι) πρὶν τὶς 23:59
τῆς Κυριακῆς 30/11/2008. Μπορεῖτε (καὶ ἐνθαρρύνεστε) νὰ σχηματίσετε ὁμάδες συνεργασίας
τὸ πολὺ 4 ἀτόμων γιὰ τὴν ἐπίλυση καὶ παρουσίαση τῶν ἀσκήσεων. ῾Ο βαθμὸς ποὺ θὰ πάρει
κάθε φοιτητὴς τοὺ ὁποίου ἡ ὀμάδα θὰ ἔχει παρουσιάσει ἄσκηση (ἠ ὁποῖα θὰ ἔχει λυθεὶ καὶ
γραφτεῖ σωστὰ) θὰ εἶναι μεταξὺ 0,5 και 1,5 καὶ θὰ ἐξαρτηθεὶ ἀπὸ τῆν παρουσίαση ποὺ θὰ κάνει
ὁ (τυχαία ἐπιλεγμένος) ἀντιπρόσωπὸς της. (῎Αν κάποιο μέλος μιᾶς ὀμάδας ἀπουσιάζει κατὰ τὴν
παρουσίαση, ἀποκλείεται ἀπὸ τὴν διεκδίκηση τοῦ βαθμοῦ). Φοτητὲς ποὺ θὰ πάρουν βαθμὸ ἀπὸ
ἄσκηση ἀποκλείονται ἀπὸ τῆν διεκδίκηση βαθμοῦ ἀπὸ μελοντικὰ πακέτα ἀσκήσεων.

1. Κάθε ἄπειρο ἀναδρομικὸ σύνολο εἶναι ἡ ἔνωση δύο άπειρων καὶ ἀναδρομικῶν συνόλων
χωρίς κοινά στοιχεία. (Γιὰ εὐκολία ἀντιμετωπίζουμε κάθε ὑποσύνολο τοῦ N ὡς μιὰ γλώσσα
L ⊆ {0, 1}∗ ὅπου οἱ ἀριθμοὶ εἶναι ἐκφρασμένοι στὸ δυαδικὸ σύστημα).

2. Δεῖξτε ὄτι ἄν A ∈ REC καὶ L = {ww | w ∈ A}, τότε L ∈ REC.

3. ῾Η εἰκασία τοῦ Γκόλντμπαχ εἶναι ἕνα ἀπὸ τὰ παλιότερα ἄλυτα προβλήματα τῆς θεωρίας
ἀριθμῶν καὶ γενικότερα τῶν μαθηματικῶν. ᾿Εκφράζεται ὡς ἐξῆς:

Κάθε ἄρτιος θετικὸς ἀκέραιος μεγαλύτερος τοῦ 2 μπορεῖ νὰ γραφεῖ ὡς ἄθροισμα
δύο πρώτων ἀριθμών, δηλ. γιὰ κάθε n ≥ 2, 2n = p+q, όπου p, q πρώτοι αριθμοί.

• ῞Εστω τὸ παρακάτω πρόβλημα:

Διάψευση Γκόλντμπαχ

Εἴσοδος: Φυσικὸς ἀριθμὸς n ≥ 2.
᾿Ερώτηση: ῾Υπάρχει φυσικὸς ἀριθμὸς k ≥ n ποὺ νὰ διαψεύδει τὴν εἰκασία τοῦ
Γκόλντμπαχ;

Δεῖξτε ὄτι τὸ πρόβλημα Διάψευση Γκόλντμπαχ εἶναι ἀναγνωρίσιμο.

• ῞Εστω ἐπίσης τὸ παρακάτω πρόβλημα:

Επαλήθευση Γκόλντμπαχ

Εἴσοδος: Φυσικὸς ἀριθμὸς n ≥ 2.
᾿Ερώτηση: ᾿Ισχύει ἡ εἰκασία τοῦ Γκόλντμπαχ γιὰ κάθε φυσικὸ άριθμὸ k ≥ n;

Δεῖξτε ὄτι ἄν τὸ πρόβλημα Επαλήθευση Γκόλντμπαχ εἶναι ἀναγνωρίσιμο, τότε θὰ
εἶναι καὶ διαγνώσιμο.

4. ῞Εστω μερική συνάρτηση f : N → N. ῾Ορίζουμε Dom(f) = {x ∈ N | f(x) ↓} (προφανῶς
ἡ f εἶναι πλήρης συνάρτηση ἄνν Dom(f) = N). Συμβολίζουμε τὸ σύνολο ὅλων τῶν
ἀναδρομικῶν γλωσσῶν (δηλ. τῶν ἀποφάνσιμων γλωσσῶν) μὲ REC. ᾿Επίσης συμβολίζουμε
τὸ σύνολο ὅλων τῶν ἀναδρομικὰ ἀπαριθμήσιμων γλωσσῶν (δηλ. τῶν ἡμιαποφάνσιμων
γλωσσῶν) μὲ RE. Χρησιμοποιούμε τὸν ὅρο φx γιὰ τὴν συνάρτηση ποὺ ὑπολογίζει ἡ
Μηχανή Turing Mx μὲ ἀριθμὸ Gödel x.

῞Εστω K = {x | Mx(x) ↓} καὶ R = {x | Dom(φx) ∈ REC}. ᾿Εξετάστε τὴν ὁρθότητα τῶν
παρακάτω προτάσεων:



• R ⊆ K

• R ∩ K = ∅.

• R ∪ K ∈ RE.

5. Δεἶξτε ὄτι τὸ παρακάτω πρόβλημα εἶναι ἀποφάνσιμο:

Πεπερασμένη Μνήμη

Εἴσοδος: Μηχανὴ Turing M μὲ αλφάβητο εἰσόδου τὸ Σ, συμβολοσειρὰ w ∈ Σ∗, καὶ
μὴ ἀρνητικὸς ἀκέραιος n.
᾿Ερώτηση: ᾿Επισκέπτεται ἡ κεφαλὴ τῆς M τὴν n-στὴ θέση τῆς ταινίας της κατὰ τὴν
διάρκεια τῆς λειτουργίας της μὲ είσοδο w;

6. ῎Εστω σύνολο A ⊆ N. ῾Ορίζουμε τὴν συνάρτηση rankA(x) = |{y | y < x ∧ y ∈ A}|.
Δεῖξτε ὄτι ἡ συνάρτηση rankA εἴναι ὑπολογίσιμη ἄν και μόνο ἄν τὸ A εἶναι ἀναδρομικὸ
σύνολο.

7. Δεῖξτε ὄτι οἱ παρακάτω συναρτήσεις εἶναι πρωτογενῶς ἀναδρομικές.

• gcd(m, n), ὁ μέγιστος κοινὸς διαιρέτης τῶν n καὶ m.

• lcm(m, n), τὸ ἐλάχιστο κοινὸ πολλαπλάσιο τῶν n καὶ m.

• prime(x), τὸ κατηγόρημα ἡ τιμὴ τοῦ ὁποίου εἶναι 1 ἄν καὶ μόνο ἄν τὸ n εἶναι πρῶτος
ἀριθμὸς.

• p(x), ὁ n-οστὸς πρῶτος ἀριθμός, ὄπου p(0) = 2, p(1) = 3, κ.λ.π.

8. ῞Εστω f : N → N συνάρτηση ποὺ εἶναι 1-1 καὶ ἐπὶ. Δεῖξτε ὄτι ἡ f εἶναι µ-ἀναδρομικὴ ἄν
καὶ μόνο ἄν ἡ f−1 εἶναι µ-ἀναδρομική.

(῾Υπόδειξη, χρησιμοποιήστε τὸ γεγονὸς ὄτι ἡ f , ὡς µ-ἀναδρομικὴ εἶναι πλήρης καὶ τὸ
θεώρημα ποὺ λέει ὄτι κάθε µ-ἀναδρομικὴ συνάρτηση εἶναι ὑπολογίσιμη).


