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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 (σελ. 238)

Ας θεωρήσουμε το μεμονωμένο έργο:

«Εκτιμήστε κατά πόσο τα παρακάτω κείμενα, που γράφτηκαν από μαθητές της 9ης τάξης, που μόλις έχουν αρχίσει να ασχολούνται με αποδείξεις στα μαθηματικά κρίνονται ικανοποιητικά, ώστε να «Αποδώσουν μια γενική τεκμηρίωση, δηλ. μια μαθηματική απόδειξη, για την πρόταση: το άθροισμα δυο διαδοχικών περιττών αριθμών διαιρείται με τέσσερα.» Αιτιολογήστε την εκτίμησή  σας.»

(το γράμμα p αντιπροσωπεύει τους περιττούς και το a τους άρτιους)
Δίνονται οι παρακάτω 3 αποδείξεις για συζήτηση

Απόδειξη 1

p +p +2= 2p +2 =4p   

που ο 4p διαιρείται από το 4.

Απόδειξη 2
Κάνοντας κάποιες δοκιμές, όπως για παράδειγμα, 3+5, 15+17, 31+ 33, διαπίστωσα ότι πάντα παίρνω αθροίσματα που αποτελούνται από τον πρώτο περιττό αριθμό και από τον ίδιο περιττό αριθμό αυξημένο κατά δυο, και άρα παίρνω το διπλάσιο ενός μονού αριθμού συν δυο. Το αποτέλεσμα διαιρείται με τέσσερα επειδή το άθροισμα δυο ίσων περιττών  αριθμών θα ήταν (από μόνο του) ένας  άρτιος αριθμός που διαιρείται από το δυο, αλλά αν προσθέσω δυο θα πάρω τον επόμενο ζυγό αριθμό, που διαιρείται με τέσσερα επειδή οι ζυγοί αριθμοί ακολουθούν ο ένας τον άλλον με τον κανόνα  ότι  αν ο ένας διαιρείται με δυο, ο επόμενός του διαιρείται με τέσσερα (όπως: 2, 4, 6, 8, 22, 24, κλπ) επειδή τα πολλαπλάσια του τέσσερα απέχουν κατά τέσσερα μεταξύ τους. 
Απόδειξη 3

 p= a +1 , ο επόμενος μονός αριθμός είναι ο  p+2=a+3. Σχηματίζοντας το άθροισμα p+ p+ 2 που δίνει   a+ a+4,  διότι  p+ p+ 2= a+ 1+ a+ 3= a+ a+4.

Αυτό το έργο δίνεται συστηματικά ως εισαγωγικό στην επιμόρφωση των δασκάλων καθώς και καθηγητών του Γυμνασίου. Είναι ενδιαφέρον να αναλύσουμε πώς αντιδρούν σε αυτό το έργο και να παρατηρήσουμε τις διαφορές μεταξύ των δασκάλων και των καθηγητών του Γυμνασίου. Οι περισσότεροι δάσκαλοι και καθηγητές γράφουν ότι η Απόδειξη 2 είναι «μια λιγότερο μαθηματική απόδειξη από ότι οι Αποδείξεις 1 και 3» και πάνω από τους μισούς καθηγητές του Γυμνασίου λένε ότι η Απόδειξη 2 «δεν είναι μαθηματική απόδειξη επειδή χρησιμοποιεί παραδείγματα.»    
   Η συζήτηση που ακολούθησε αποκάλυψε ότι και οι δάσκαλοι και οι καθηγητές δεν συμμετείχαν στην κατανόηση της Απόδειξης 2. Η παρουσία των «αλγεβρικών αποδείξεων» 1 και 3 αποκαλύπτει τις αντιλήψεις των καθηγητών για την μαθηματική απόδειξη ως ένα φορμαλιστικό αλγεβρικό παράγωγο (παρόλο που στο Γυμνάσιο η απόδειξη στην Ευκλείδεια Γεωμετρία ήταν μια διαρκής εμπειρία προφορικής απόδειξης για όλους τους). Βλέποντας κάποια παραδείγματα στην Απόδειξη 2 (χωρίς να λάβουν υπόψη τους την πραγματική λειτουργία τους στο κείμενο) οδηγεί την πλειοψηφία των εκπαιδευτικών να  σκεφτεί ότι «η εγκυρότητα των μαθηματικών αποδείξεων δεν μπορεί  να βασίζεται στα παραδείγματα». Λίγοι καθηγητές του Γυμνασίου συνειδητοποιούν, μετά από την παρότρυνση του εκπαιδευτή τους ότι «εδώ τα παραδείγματα έχουν μια ευρετική ή επεξηγηματική λειτουργία, δεν είναι καλά σε ένα κανονικό  κείμενο απόδειξης, αλλά αυτό το κείμενο δουλεύει αρκούντως καλά ως μαθηματική τεκμηρίωση.» 
Σε αντιδιαστολή οι περισσότεροι δάσκαλοι δεν θεωρούν τα παραδείγματα ως λάθη ή ακατάλληλες στην μαθηματική απόδειξη. Όταν ο εκπαιδευτής τους προτείνει να διαβάσουν ξανά την Απόδειξη 2   απλά συμπεραίνουν ότι «δουλεύει» παρόλο «που είναι λιγότερο μαθηματική εν σχέσει με τις άλλες 2 ».

Πηγαίνοντας τώρα στις Αποδείξεις 1 και 3: οι περισσότεροι εκπαιδευτικοί (ακόμα και οι δάσκαλοι) αναγνωρίζουν το λάθος στην Απόδειξη 1. Οι καθηγητές του Γυμνασίου εξηγούν ότι  «ο μαθητής  δεν γνωρίζει τους κανόνες των αλγεβρικών μετασχηματισμών.» Κάτω από την έκκληση του εκπαιδευτή τους καταλήγουν να πουν «δεν υπάρχει τίποτα να σώσεις σε αυτήν την απόδειξη.» Οι δάσκαλοι δίνουν πιο εύκολα άφεση αμαρτιών, κάποιοι λένε ότι (εάν θεωρήσουμε ότι είχε γίνει σωστά ο αλγεβρικός μετασχηματισμός) «4p θα έδινε το σωστό αποτέλεσμα για την διαιρετότητα με το 4».

Η Απόδειξη 3 συνήθως επιδέχεται διαφορετικές εκτιμήσεις από τους καθηγητές του Γυμνασίου και διαφορετικές από τους δασκάλους. Το γεγονός ότι δουλεύει σωστά ο αλγεβρικός  μετασχηματισμός έχει σαν αποτέλεσμα οι μισοί περίπου καθηγητές και τα περίπου τα 3/4 των δασκάλων να είναι ικανοποιημένοι με αυτήν την απόδειξη. Πολλοί λίγοι δάσκαλοι αναγνωρίζουν την έλλειψη ενός σημαντικού βήματος (η απόδειξη της διαιρετότητας του a+ a+ 2 με το 4) . Σε αντιδιαστολή, το ένα τρίτο των καθηγητών δευτεροβάθμιας μιλάνε για «ημιτελή απόδειξη» (άλλοι γράφουν ότι «είχα την διαίσθηση ότι δούλευε, αλλά δεν ένιωσα την ανάγκη να κάνω τα τελευταία βήματα» ). Κατόπιν παρότρυνσης του εκπαιδευτή τους να ξαναδούν την Απόδειξη 2, οι περισσότεροι δάσκαλοι και των δυο βαθμίδων δεν συνειδητοποιούν ότι ο συγγραφέας της Απόδειξης 2 μπόρεσε (στην ουσία) να  μετακινηθεί προφορικά από το μονός+μονός+2  στην πλήρη αιτιολόγηση της διαιρετότητάς του με το 4. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 (σελ. 241)

Για την δευτεροβάθμια εκπαίδευση, ένα από τα πιο χρήσιμα έργα  (χρησιμοποιείται και σε υποψήφιους καθηγητές) είναι το παρακάτω:

«Γενικεύστε την πρόταση: Το άθροισμα δυο διαδοχικών περιττών αριθμών είναι διαιρετό από το 4 κι αποδείξτε την πρόταση γενίκευσης» (δείτε Boero, Douek & Ferrari, 2002  για δυσκολίες και στρατηγικές) Η δυσκολία των καθηγητών να καταλάβουν τι θα μπορούσε να σημαίνει το «Γενικεύστε» σε αυτή τη περίπτωση, το πλήθος των πιθανών γενικεύσεων, η δυσκολία να αποδείξουν κάποια συμπεράσματα (που εξαρτώνται από την δυσκολία να τα μεταφράσουν σε κατάλληλες αλγεβρικές εκφράσεις) είναι αντικείμενο της CAC (Cultural Analysis of Content). Συχνά εγείρεται η παρακάτω ερώτηση από τους καθηγητές όταν ανακαλύπτουν ότι πολλές γενικεύσεις παρουσιάστηκαν από την ομάδα τους: «Ποια είναι τα κριτήρια ώστε να αποφασίσουμε ότι πρόκειται για μια γενίκευση με νόημα; Και ποιος αποφασίζει ότι αυτά είναι μαθηματικά;»

Στο τέλος των δραστηριοτήτων προκύπτει από τις προφορικές παρεμβάσεις τους και τα γραπτά τους ότι οι πεποιθήσεις τους στην συναγωγή συμπερασμάτων και την απόδειξη, έχουν τουλάχιστον μερικώς επαναπροσδιοριστεί: κάτω από ανοιχτά έργα («Γράψτε τις ανακαλύψεις σας, επίμονες δυσκολίες, αμφιβολίες, ανοιχτού τύπου ερωτήσεις ») τα κείμενα των καθηγητών δείχνουν ότι οι δραστηριότητες έθεσαν υπό αμφισβήτηση κάποια ακλόνητα πιστεύω: («τώρα νιώθω πολύ πιο άνετα να γράψω τις σκέψεις μου και τις λύσεις μου στα μαθηματικά: οι δάσκαλοι μου πάντα με αποθάρρυναν να το κάνω αυτό, με το κίνητρο ότι έπρεπε να μάθω την μαθηματική γλώσσα, και το ίδιο αναπαρήγαγα και με τους μαθητές μου» και συνέβαλαν στο άνοιγμα νέων παραθύρων για παραπέρα μάθηση («μου φαίνεται ότι καλά επιλεγμένα αριθμητικά παραδείγματα μπορούν να δουλέψουν σαν γενεσιουργά (generic) παραδείγματα  στην γεωμετρία από την οπτική της ανακάλυψης δομικών γεγονότων: λέω σωστά;») με την οπτική της μεταφοράς.
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