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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Στην εργασία αυτή παρουσιάζονται µερικές ιδέες για τη διδασκαλία του εµβαδού πολυγώνων µε τη 
χρήση του λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας EucliDraw Jr και του ψηφιακού διαδραστικού πίνακα 
(Interactive Whiteboard). Το περιβάλλον αυτό προσφέρει σε εκπαιδευτικούς και µαθητές ένα νέο, 
δυναµικό και αλληλεπιδραστικό πλαίσιο εργασίας στο οποίο κατασκευάζουν σχήµατα, διατυπώνουν 
και ελέγχουν υποθέσεις, για να διερευνήσουν το εµβαδόν πολυγώνων. Η χρήση αισθησιοκινητικών 
ενεργειών µε τη βοήθεια του πίνακα και οι δυνατότητες του λογισµικού για διαχωρισµό και ένωση 
πολυγώνων, βοηθούν τους µαθητές να δοµήσουν µια ολοκληρωµένη εικόνα της έννοιας διατήρησης 
του εµβαδού και στη συνέχεια να ανακαλύψουν τρόπους υπολογισµού του εµβαδού πολυγώνων.      
 
 
ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ: δυναµική γεωµετρία, διατήρηση εµβαδού, ψηφιακός διαδραστικός πίνακας. 

 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας EucliDraw Jr, επιπρόσθετα από τα συνηθισµένα 
εργαλεία που προσφέρουν άλλα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας, παρέχει στο µαθητή δύο ακόµη 
σηµαντικά εργαλεία: τα εργαλεία διαχωρισµού και ένωσης πολυγώνων (Christou, Mousoulides, 
Pittalis & Pitta-Pantazi, 2004). Τα εργαλεία αυτά µπορούν να χρησιµοποιηθούν αποτελεσµατικά 
στη διδασκαλία του υπολογισµού του εµβαδού πολυγώνων µε βάση την αρχή της διατήρησης του 
εµβαδού, που αποτελεί θεµελιώδη και ουσιαστική προεργασία για την κατανόηση της έννοιας και 
της µέτρησης του εµβαδού (Piaget, Inhelder & Szeminska, 1981: Maher & Beattys, 1986). Τα 
εργαλεία αυτά σε συνδυασµό µε τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα των λογισµικών 
∆υναµικής Γεωµετρίας, όπως η δυνατότητα που παρέχουν στο µαθητή να κατασκευάζει 
γεωµετρικά αντικείµενα διατηρώντας τις µεταξύ τους σχέσεις, αναπτύσσουν ένα πλούσιο 
περιβάλλον µάθησης (Jones, 2000). Επιπλέον, η µετακίνηση και ο µετασχηµατισµός των 
αντικειµένων µε τη βοήθεια του ποντικιού, τα εργαλεία, οι ορισµοί, οι τεχνικές διερεύνησης και οι 
οπτικές αναπαραστάσεις που προσφέρονται, οικοδοµούν ένα δυναµικό περιβάλλον µάθησης, 
ιδανικό για τη διδασκαλία του υπολογισµού εµβαδού πολυγώνων. 

Στο θεωρητικό υπόβαθρο της εργασίας παρουσιάζονται οι δυνατότητες των λογισµικών 
δυναµικής γεωµετρίας µε  έµφαση στο λογισµικό EucliDraw Jr και η σηµασία της αρχής της 
διατήρησης του εµβαδού για τη διδασκαλία της έννοιας του υπολογισµού του εµβαδού. Σκοπός 
της παρούσας εργασίας είναι η παρουσίαση εναλλακτικών διδακτικών σεναρίων διδασκαλίας του 
τρόπου υπολογισµού του εµβαδού παραλληλογράµµου και τριγώνου. Τα σενάρια αυτά υιοθετούν 
διερευνητικές διαδικασίες υπολογισµού του εµβαδού και στηρίζονται στην αρχή της διατήρησης 
του εµβαδού. Το πλαίσιο στο οποίο υλοποιούνται τα διδακτικά σενάρια ενσωµατώνει τη χρήση 
του ψηφιακού διαδραστικού πίνακα, ώστε το εικονικό περιβάλλον που δηµιουργεί το λογισµικό 
EucliDraw Jr να εµπλουτιστεί  µε αισθησιοκινητικές δραστηριότητες (Miller & Glover, 2002).  
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ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 
Προγράµµατα ∆υναµικής Γεωµετρίας 

Η εξάπλωση των σύγχρονων τεχνολογικών εργαλείων, όπως των λογισµικών δυναµικής 
γεωµετρίας,  µπορεί να βοηθήσει τους εκπαιδευτικούς να βελτιώσουν τη διδασκαλία τους και τους 
µαθητές να εµπλουτίσουν τις εµπειρίες τους. Η κατάλληλη χρήση της δυναµικής γεωµετρίας 
µπορεί να αναπτύξει την ανώτερη µαθηµατική σκέψη των παιδιών (NCTM, 2000). Τα 
προγράµµατα δυναµικής γεωµετρίας παρέχουν την ευκαιρία στους µαθητές να διερευνήσουν, να 
κάνουν εικασίες, να  αναπτύξουν την ικανότητα αιτιολόγησης, να επινοήσουν και να κάνουν 
γενικεύσεις. Ο Papert (1996) χαρακτήρισε τα προγράµµατα δυναµικής γεωµετρίας ως 
µικρόκοσµους  οι οποίοι προσφέρουν τη δυνατότητα στο µαθητή να µάθει µε φυσικό, ευχάριστο 
και συνεργατικό τρόπο. Οι µαθητές µπορούν να παίξουν ελεύθερα, να κατασκευάσουν τα δικά 
τους αντικείµενα και να συζητήσουν τις κατασκευές τους µε τους συµµαθητές τους.  

Ο Jones (2000) εξέτασε τη συµβολή των προγραµµάτων δυναµικής γεωµετρίας στην 
ανάπτυξη του παραγωγικού συλλογισµού και των διαδικασιών απόδειξης. Υποστηρίζει ότι η 
χρήση λογισµικών δυναµικής γεωµετρίας δεν διευκολύνει απλώς τις νοητικές διαδικασίες των 
µαθητών κατά την επίλυση ενός προβλήµατος, αλλά τις διαµορφώνει και τις µετασχηµατίζει. Η 
χρήση κατάλληλα δοµηµένων δραστηριοτήτων, η παροχή ανατροφοδότησης από τον 
εκπαιδευτικό και η ανάπτυξη µαθησιακού περιβάλλοντος που ευνοεί τη διατύπωση υποθέσεων 
ενισχύουν την ανάπτυξη της ικανότητας των µαθητών να διαµορφώνουν µαθηµατικές 
αιτιολογήσεις και αποδείξεις που συµβάλουν στην ενίσχυση του παραγωγικού συλλογισµού 
(Jones, 2000). Τα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας ενισχύουν την ικανότητα µαθηµατικής 
αιτιολόγησης και απόδειξης των µαθητών και τους βοηθούν να διαχωρίσουν το τι φαίνεται 
(πραγµατιστική αντίληψη) από τις ιδιότητες και σχέσεις µεταξύ των αντικειµένων (εννοιολογική 
αντίληψη) (Laborde, 1998). Η ανάπτυξη κατάλληλων διδακτικών δραστηριοτήτων σε περιβάλλον 
δυναµικής γεωµετρίας µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να γεφυρώσουν το χάσµα µεταξύ του 
επαγωγικού χαρακτήρα του λογισµικού και του παραγωγικού χαρακτήρα της διαδικασίας της 
απόδειξης, ώστε να βοηθηθούν να αξιοποιήσουν τα εργαλεία του λογισµικού και τη δυνατότητα 
για εξερεύνηση, επιβεβαίωση και επαλήθευση για µετάβαση στην τυπική µαθηµατική απόδειξη                  
(Christou, et al.,  2004). 

Κάθε πρόγραµµα δυναµικής γεωµετρίας αναπτύσσει µαζί µε το µαθητή ένα δυναµικό 
σύστηµα συνεχούς αλληλεπίδρασης (Brousseau, 1997). Κάθε ενέργεια του µαθητή ακολουθείται 
από µια αντίδραση του προγράµµατος και κάθε ενέργεια του προγράµµατος ακολουθείται από µια 
αντίδραση του µαθητή. Αυτό το σύστηµα συνεχούς αλληλεπίδρασης προγράµµατος – µαθητή 
παρέχει στο µαθητή συνεχή ανατροφοδότηση. Η ανατροφοδότηση αυτή καθορίζει σε µεγάλο 
βαθµό την επιλογή των γνωστικών στρατηγικών που θα χρησιµοποιήσει ο µαθητής στη 
διαδικασία λύσης προβλήµατος (Laborde, 1998). Σηµαντικό στοιχείο του συστήµατος 
αλληλεπίδρασης λογισµικού – µαθητή είναι το εργαλείο µετακίνησης αντικειµένων το οποίο 
προσφέρει τη δυνατότητα µεγέθυνσης, σµίκρυνσης, µετατοπισµού και περιστροφής των 
κατασκευών χωρίς να µεταβάλλονται τα δοµικά χαρακτηριστικά και οι ιδιότητές τους (Botana & 
Valcarce, 2002). 

 
Λογισµικό EucliDraw Jr 

Το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας EucliDraw Jr παρέχει όλα τα εργαλεία και δυνατότητες 
που προσφέρουν άλλα ευρέως γνωστά λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας όπως το Geometer’s 
Sketchpad και το Cabri. Eπιπλέον, παρέχει εργαλεία όπως ο διαχωρισµός και η ένωση 
πολυγώνων, η διαίρεση κύκλου σε τοµείς, η εύκολη κατασκευή οποιουδήποτε κανονικού 
πολυγώνου και άλλα ειδικά εργαλεία, απαραίτητα και χρήσιµα στη διδασκαλία της γεωµετρίας. 
Το εργαλείο διαχωρισµού και ένωσης πολυγώνων στηρίζεται στην αρχή της διατήρησης του 
εµβαδού και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη διδασκαλία του υπολογισµού εµβαδού πολυγώνων. 
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Στο Σχήµα 1 παρουσιάζεται η διαδικασία διαχωρισµού ενός κανονικού εξαγώνου σε δύο ισοσκελή 
τραπέζια και στη συνέχεια η ένωση των δύο τραπεζίων σε ένα µη-κυρτό εξάγωνο. Στο Σχήµα 1(α) 
παρουσιάζεται ένα κανονικό εξάγωνο το οποίο θέλουµε να διαχωρίσουµε κατά µήκος του ΑΒ. Ο 
διαχωρισµός του εξαγώνου µπορεί να γίνει µε τη χρήση του εργαλείου «∆ιαχωρισµός 
Πολυγώνου» σε τρία βήµατα. Αφού επιλεχθεί το εργαλείο, επιλέγεται το πολύγωνο πατώντας σε 
ένα σηµείο της περιφέρειάς του και στη συνέχεια επιλέγονται διαδοχικά τη σηµεία Α και Β κατά 
µήκος των οποίων θα διαχωριστεί το πολύγωνο. Το λογισµικό αυτόµατα διαχωρίζει το πολύγωνο 
διατηρώντας στην οθόνη το αρχικό πολύγωνο και τα δύο που έχουν δηµιουργηθεί. Στο Σχήµα 1(β) 
παρουσιάζονται τα δύο ισοσκελή τραπέζια που έχουν προκύψει από το διαχωρισµό του αρχικού 
πολυγώνου. Τα δύο αυτά τραπέζια µπορούν να ενωθούν µε οποιοδήποτε τρόπο θέλει ο µαθητής. 
Αν, για παράδειγµα, ο µαθητής θέλει να ενώσει τα δύο τραπέζια κατά µήκος των µικρών βάσεων 
∆Ε και ΖΗ, µπορεί να επιλέξει το εργαλείο «Ένωση Πολυγώνου» και στη συνέχεια τα σηµεία ∆, 
Ε και Ζ, Η. Το σηµείο ∆ θα ταυτιστεί µε το σηµείο Ζ και το σηµείο Ε θα ταυτιστεί µε το σηµείο 
Η, σχηµατίζοντας το µη-κυρτό εξάγωνο που παρουσιάζεται στο Σχήµα 1(γ).  

 
          (α)       (β)                                     (γ) 

 
Σχήµα 1: ∆ιαχωρισµός και ένωση πολυγώνου 

 
Ο χρήστης µπορεί να µετρήσει το εµβαδόν του αρχικού κανονικού εξαγώνου και του τελικού 

πολυγώνου που σχηµατίστηκε, για να διαπιστώσει ότι τα δύο αυτά σχήµατα είναι ισεµβαδικά. Στη 
συνέχεια, χρησιµοποιώντας το εργαλείο µετακίνησης αντικειµένων του λογισµικού  (dragging), ο 
χρήστης µπορεί να τροποποιήσει το µέγεθος του αρχικού πολυγώνου και να παρατηρήσει ότι 
µεταβάλλονται ταυτόχρονα τα δύο ισοσκελή τραπέζια και το νέο πολύγωνο που έχει σχηµατιστεί. 
Μεταβάλλεται, όµως, ταυτόχρονα και η µέτρηση του εµβαδού του αρχικού και τελικού 
πολυγώνου, δίνοντας τη δυνατότητα στο χρήση να διαπιστώσει ότι τα πολύγωνα παραµένουν 
ισεµβαδικά. 
 
Αρχή διατήρησης εµβαδού 

Η διατήρηση εµβαδού ορίζεται ως η διαδικασία κατά την οποία η αριθµητική τιµή µέτρησης 
του εµβαδού µιας επιφάνειας παραµένει αναλλοίωτη, όταν το σχήµα που ορίζει την επιφάνεια 
µετασχηµατίζεται και παίρνει διαφορετική ποιοτική µορφή (Piaget et al., 1981). ∆ηλαδή, µια 
επιφάνεια που αποτελείται από επιµέρους τµήµατα παραµένει αναλλοίωτη έστω και αν τα 
επιµέρους τµήµατα αναδιοργανωθούν. Η κατανόηση της αρχής της αµεταβλητότητας της 
επιφάνειας ενός σχήµατος καθώς αυτό µετασχηµατίζεται συνεπάγεται ότι οι µαθητές µπορούν να 
αναπτύξουν µια διαφορετική αντίληψη για την έννοια του εµβαδού, αποκτώντας ένα δυναµικό 
χαρακτήρα. Η ανάπτυξη από µέρους των µαθητών της αρχής αυτής θεωρείται ως πρωταρχική 
διαδικασία για την κατανόηση της έννοιας της µέτρησης του εµβαδού.  
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Η Kordaki (2003) αναφέρει ότι τα εργαλεία που χρησιµοποιούν οι µαθητές σε δραστηριότητες 
που αναφέρονται στην αρχή της διατήρησης διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στην εννοιολογική 
κατανόηση της έννοιας του εµβαδού. Ερευνητές υποστηρίζουν τη χρήση χαρτιού και ψαλιδιού 
που δίνουν την ευκαιρία στους µαθητές να κόψουν, να µετακινήσουν και να επανασυγκολλήσουν 
τα κοµµάτια ενός σχήµατος, για να κατασκευάσουν ένα καινούριο ισοδύναµο σχήµα (Rahim & 
Sawada, 1990). Η ενέργεια της αποκοπής, το κόψιµο µε το ψαλίδι, υλοποιείται στο περιβάλλον 
του λογισµικού EucliDraw µε το εργαλείο «∆ιαχωρισµός Πολυγώνου». Η ενεργή βοήθεια του 
λογισµικού καθοδηγεί το χρήστη για τα βήµατα που πρέπει να ακολουθήσει. Η ενέργεια της 
µετακίνησης υλοποιείται µε το εργαλείο «µετακίνησης αντικειµένων» (dragging), το οποίο δίνει 
τη δυνατότητα στο χρήστη να επαναδιατάξει τα τµήµατα του πολυγώνου που έχει διαχωριστεί. 
Τέλος, η ενέργεια της επανασυγκόλλησης υλοποιείται µε το εργαλείο «Ένωση Πολυγώνων» το 
οποίο προσφέρει τη δυνατότητα στο χρήστη να ενώσει δύο πολύγωνα µε όποιο τρόπο θέλει.   

Το λογισµικό δίνει την ευκαιρία στους µαθητές να προσεγγίσουν την αρχή της διατήρησης του 
εµβαδού µε ένα διερευνητικό και δυναµικό τρόπο αφού έχουν την ευκαιρία να µελετήσουν ένα 
άπειρο πλήθος διαφορετικών ισεµβαδικών σχηµάτων που µπορούν να κατασκευάσουν στην οθόνη 
του υπολογιστή µε πολύ µικρό κόπο. ∆ίνεται, επίσης, η ευκαιρία στους µαθητές να µελετήσουν, 
για παράδειγµα, κλάσεις παραλληλογράµµων που µετασχηµατίζονται στο ίδιο ορθογώνιο ή 
κλάσεις τριγώνων (ίδιο ύψος και βάση) που µπορούν να µετασχηµατιστούν στο ίδιο και πάλι 
ορθογώνιο. 

 
Ψηφιακός ∆ιαδραστικός Πίνακας (Interactive Whiteboard) 

Οι ψηφιακοί διαδραστικοί πίνακες έχουν εισαχθεί τα τελευταία χρόνια στην εκπαιδευτική 
πράξη, ενώ έρευνες που έχουν διεξαχθεί κυρίως στο Ηνωµένο Βασίλειο (Miller & Glover, 2002) 
αναφέρουν ότι οι εκπαιδευτικοί και οι µαθητές έχουν επιδείξει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και 
ενθουσιασµό στο νέο αυτό τεχνολογικό µέσο. Μαθητές και εκπαιδευτικοί που έχουν εργαστεί µε 
τον ψηφιακό πίνακα έχουν δηλώσει ότι δεν µπορούν να φανταστούν τον εαυτό τους να 
επιστρέψουν στην παραδοσιακή διδασκαλία χωρίς τον ψηφιακό πίνακα (Miller & Glover, 2002). 
Οι ψηφιακοί πίνακες προάγουν την ενεργητική εµπλοκή των µαθητών στη διδακτική πράξη και 
δικαιολογηµένα έχουν χαρακτηριστεί ως ένα από τα πιο επαναστατικά και δυναµικά σύγχρονα 
τεχνολογικά εργαλεία που έχουν εισαχθεί στην εκπαιδευτική πρακτική (Weiser, 2001). Ο 
ψηφιακός πίνακας συνδέεται µε ένα ηλεκτρονικό υπολογιστή και οι µαθητές αλληλεπιδρούν µε 
τον πίνακα αντί µε τον ηλεκτρονικό υπολογιστή. Οι µαθητές µπορούν ακόµη να γράψουν πάνω 
στον πίνακα µε τον ειδικό µαρκαδόρο και να µετατρέψουν τη γραφή τους σε ηλεκτρονικές 
εικόνες. Η επαφή των µαθητών µε τον ψηφιακό πίνακα δίνει την ευκαιρία στους µαθητές να 
ασκήσουν αισθησιοκινητικές ενέργειες στην οθόνη. Με τη χρήση του ψηφιακού πίνακα µειώνεται 
η ανάγκη εξοικείωσης των µαθητών µε τους Η/Υ και το ποντίκι, καθώς οι µαθητές αλληλεπιδρούν 
µε ένα οικείο µέσο, χρησιµοποιώντας τα δάκτυλα τους, για να δείξουν και να µετακινήσουν 
σχήµατα και να ορίσουν τοµές σε πολύγωνα. Η λειτουργία του ψηφιακού πίνακα βασίζεται σε ένα 
µοντέλο άµεσης µετάδοσης πληροφοριών και αναδιάρθρωσης του µοντέλου επικοινωνίας, όπως 
είχε προταθεί από τον Vygotsky (1978). Το τρίγωνο της αλληλεπίδρασης µεταξύ µαθητή, µέσου 
και εκπαιδευτικού αποκτά νέα δυναµική, καθώς η σύγχρονη και µε πολλαπλές αναπαραστάσεις 
διαλεκτική που αναπτύσσεται επιτρέπει στους µαθητές να έχουν µια πιο ενεργή και 
εποικοδοµητική συµµετοχή στη διδασκαλία και µάθηση. 
 
∆Ι∆ΑΚΤΙΚΑ ΣΕΝΑΡΙΑ 

Στόχος των δύο διδακτικών σεναρίων είναι να βοηθήσουν τους µαθητές να ανακαλύψουν τον 
τρόπο υπολογισµού του εµβαδού του παραλληλογράµµου και του τριγώνου µε τη βοήθεια του 
λογισµικού EucliDraw Jr. Για το σκοπό αυτό θα χρησιµοποιηθούν τα εργαλεία του λογισµικού και 
κυρίως τα εργαλεία διαχωρισµού και ένωσης πολυγώνου. Η ανάπτυξη των δραστηριοτήτων 
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στηρίζεται στο ότι οι µαθητές θα χρησιµοποιήσουν υφιστάµενες γνώσεις, όπως ο τρόπος 
υπολογισµού του εµβαδού ορθογωνίου, για να ανακαλύψουν τον τρόπο υπολογισµού εµβαδού του 
παραλληλογράµµου και του τριγώνου. Η ανάπτυξη των δραστηριοτήτων λαµβάνει υπόψη τις 
δυνατότητες για διερεύνηση και µελέτη ειδικών και γενικών περιπτώσεων κατά την επίλυση 
προβλήµατος που προσφέρει το λογισµικό (Christou, Mousoulides, Pittalis & Pitta-Pantazi, 2003) 
και θεµελιώνονται εννοιολογικά στην αρχή της διατήρησης του εµβαδού (Kordaki & Potari, 
2002). 

Οµάδες µαθητών εκτελούν τις δραστηριότητες στον ψηφιακό πίνακα εκµεταλλευόµενοι όχι 
µόνο τις δυνατότητες του λογισµικού, αλλά και τη δυνατότητα για εξάσκηση αισθησιοκινητικών 
ενεργειών στην οθόνη του πίνακα. Η διαδικασία αυτή δίνει εντελώς νέα προοπτική στην 
αξιοποίηση και χρήση λογισµικών δυναµικής γεωµετρίας και απελευθερώνει τη µάθηση από τους 
περιορισµούς της οπτικής αναπαράστασης που επιβάλλει η φύση των ηλεκτρονικών υπολογιστών.   

 
 

 
 

Εικόνα1: Μαθητής εργάζεται για την κατασκευή ορθογωνίου 
 

 
Υπολογισµός Εµβαδού Παραλληλογράµµου 

∆ραστηριότητα 1: Οι µαθητές εργάζονται σε οµάδες και κατασκευάζουν στον πίνακα ένα 
ορθογώνιο χρησιµοποιώντας το εργαλείο «Κατασκευή ορθογωνίου οθόνης» (δείτε Εικόνα 1) και 
ακουµπώντας µε τα δάκτυλα τους στην οθόνη ορίζουν το ορθογώνιο, ενώ στη συνέχεια µετρούν 
το εµβαδόν του χρησιµοποιώντας το αντίστοιχο εργαλείο µέτρησης. Ακολούθως καλούνται να 
τοποθετήσουν δύο σηµεία Α, Β σε δύο απέναντι πλευρές του ορθογωνίου και χρησιµοποιώντας το 
εργαλείο «∆ιαχωρισµός Πολυγώνου» να διαχωρίσουν το ορθογώνιο (δείτε Σχήµα 2). Η 
δραστηριότητα αυτή γίνεται πολύ εύκολα, αφού οι µαθητές χρησιµοποιούν τα δάκτυλά τους, αντί 
χάρακα και µολύβι για την κατασκευή του ορθογωνίου. Υπάρχει, επίσης, πλήρης αληθοφάνεια 
καθώς οι µαθητές «κόβουν» το σχήµα «από εδώ µέχρι εδώ» (Α⇒Β), όπως θα έκαναν µε το 
ψαλίδι, αλλά µε µεγαλύτερη ακρίβεια, ταχύτητα και αποτελεσµατικότητα. 

Αφού διαχωριστεί το ορθογώνιο οι µαθητές καλούνται να µετακινήσουν τα δύο τραπέζια που 
έχουν σχηµατιστεί και να διερευνήσουν µε ποιο τρόπο µπορούν να τα ενώσουν, για να 
σχηµατιστεί ένα παραλληλόγραµµο. Αφού οι µαθητές µετακινήσουν τα δύο τραπέζια που έχουν 
σχηµατιστεί µπορούν να ανακαλύψουν µε ποιο τρόπο πρέπει να ενωθούν, για να σχηµατιστεί ένα 
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παραλληλόγραµµο. ∆ιαφορετικές οµάδες µαθητών µπορούν ενώσουν τα πολύγωνα µε 
διαφορετικό τρόπο, ενώ µε τη µετακίνηση και περιστροφή των αντικειµένων, οι µαθητές θα έχουν 
πλήρη αντίληψη των αντικειµένων µε τις διαστάσεις τους. Χρησιµοποιώντας το κατάλληλο 
εργαλείο µπορούν να ενώσουν τα δύο τραπέζια και να σχηµατίσουν ένα παραλληλόγραµµο, όπως 
παρουσιάζεται στο Σχήµα 3. Οι µαθητές καλούνται να συγκρίνουν µεταξύ τους τον τρόπο µε τον 
οποίο διαχώρισαν το ορθογώνιο και τον τρόπο µε τον οποίο ένωσαν τα τραπέζια που 
σχηµατίστηκαν, για να σχηµατίσουν το παραλληλόγραµµο. Αφού σχηµατιστεί το 
παραλληλόγραµµο, οι µαθητές καλούνται να µετρήσουν το εµβαδόν του παραλληλογράµµου που 
σχηµάτισαν και να το συγκρίνουν µε το εµβαδόν του αρχικού τους ορθογωνίου, επιλέγοντας τα 
σχήµατα και ζητώντας το εµβαδόν. Αφού οι µαθητές διαπιστώσουν ότι τα δύο σχήµατα είναι 
ισεµβαδικά, µπορούν να καταλήξουν στο συµπέρασµα ότι για να υπολογίσουν το εµβαδόν ενός 
παραλληλογράµµου µπορούν να το µετασχηµατίσουν σε ένα ισεµβαδικό ορθογώνιο, του οποίου 
µπορούµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν. Για να επαληθεύσουν το συµπέρασµά τους, οι µαθητές 
µπορούν να τροποποιήσουν το αρχικό τους ορθογώνιο σύροντας µε τα δάκτυλά τους µια από τις 
κορυφές του και να παρατηρήσουν ότι µεταβάλλεται ανάλογα και το παραλληλόγραµµο, το οποίο 
παραµένει ισεµβαδικό µε το ορθογώνιο. 

  
Σχήµα 2: ∆ιαχωρισµός ορθογωνίου 

 

 

Σχήµα 3: Ένωση πολυγώνων 
 
∆ραστηριότητα 2: Στη δραστηριότητα αυτή οι µαθητές θα προσπαθήσουν να 

µετασχηµατίσουν ένα παραλληλόγραµµο σε ένα ισεµβαδικό ορθογώνιο. Οι µαθητές καλούνται να 
κατασκευάσουν ένα παραλληλόγραµµο, χρησιµοποιώντας το αντίστοιχο εργαλείο του λογισµικού 
και να σκεφτούν τρόπους µε τους οποίους µπορούν να διαχωρίσουν το παραλληλόγραµµο, για να 
το µετασχηµατίσουν σε ένα ορθογώνιο. Οι µαθητές εργάζονται και δοκιµάζουν διαφορετικούς 
τρόπους. Ένας από τους στόχους της δραστηριότητας είναι να ανακαλύψουν ότι το 
παραλληλόγραµµο µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ορθογώνιο µε πολλούς τρόπους. Αναµένεται οι 
περισσότεροι µαθητές να εφαρµόσουν τον τρόπο που παρουσιάζεται στο Σχήµα 4, να 
διαχωρίσουν δηλαδή το παραλληλόγραµµο σε ένα ορθογώνιο τραπέζιο και ένα ορθογώνιο 
τρίγωνο. Για να µπορέσουν να το επιτύχουν αυτό θα πρέπει να φέρουν ένα ύψος του 
παραλληλογράµµου από την κατάλληλη κορυφή. Η ολιστική εικόνα που προσφέρει ο πίνακας µε 
το λογισµικό δίνει τη δυνατότητα στους µαθητές να πειραµατιστούν, για να καταλήξουν σε 
κάποιο ικανοποιητικό διαχωρισµό. Στη συνέχεια, οι µαθητές µπορούν µε ευκολία να 
µετακινήσουν το τραπέζιο και το τρίγωνο και να αντιληφθούν µε ποιο τρόπο θα πρέπει να γίνει η 
ένωσή τους. 
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Σχήµα 4: Μετασχηµατισµός παραλληλογράµµου σε ορθογώνιο 

  
Οι µαθητές ανακαλύπτουν και άλλους τρόπους διαχωρισµού του παραλληλογράµµου. Ο 

παραδοσιακός τρόπος ανακάλυψης του τρόπου υπολογισµού του παραλληλογράµµου, που 
εφαρµόζεται στα περισσότερα σχολικά εγχειρίδια και εκτελείται µε χαρτί και ψαλίδι (όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 4), ενέχει τον κίνδυνο οι µαθητές να αντιληφθούν ότι είναι ο µοναδικός. 
Αντίθετα, µε τη χρήση των εργαλείων του λογισµικού οι µαθητές µπορούν να ανακαλύψουν ότι το 
παραλληλόγραµµο µπορεί να διαχωριστεί κατά µήκος οποιουδήποτε ύψους του. Σηµαντικό 
στοιχείο της όλης διαδικασίας είναι οι µαθητές να αντιληφθούν ότι για να κατασκευαστεί 
ορθογώνιο θα πρέπει κατά το διαχωρισµό του παραλληλογράµµου να δηµιουργηθούν ορθές 
γωνίες και συνεπώς µια καλή στρατηγική είναι να διαχωρίσουν το παραλληλόγραµµο κατά µήκος 
ενός ύψους του. 

Όταν οι µαθητές µετασχηµατίσουν το παραλληλόγραµµο σε ένα ισεµβαδικό ορθογώνιο του 
οποίου γνωρίζουν τον τρόπο υπολογισµού του εµβαδού θα πρέπει να αντιστοιχίσουν τις δύο 
διαστάσεις του ορθογωνίου µε τα στοιχεία του παραλληλογράµµου. Συγκεκριµένα, έχοντας ως 
δεδοµένο ότι το εµβαδόν ενός ορθογωνίου δίνεται από τον τύπο «µήκος x πλάτος», οι µαθητές θα 
πρέπει να ανακαλύψουν πώς «µετασχηµατίζεται» ο τύπος αυτός στην περίπτωση του 
παραλληλογράµµου. Παρατηρώντας την πορεία µετασχηµατισµού του παραλληλογράµµου σε 
ορθογώνιο και χρησιµοποιώντας τα εργαλεία του λογισµικού, για να πραγµατοποιήσουν τις 
µετρήσεις που χρειάζονται, οι µαθητές εύκολα µπορούν να καταλήξουν στο συµπέρασµα ότι το 
«µήκος» του ορθογωνίου που σχηµατίστηκε προήλθε από τη βάση του παραλληλογράµµου, ενώ 
το «πλάτος» του προήλθε από το ύψος που έφεραν στο παραλληλόγραµµο. Ο µετασχηµατισµός 
και η αντιστοίχιση των δύο σχηµάτων είναι διαρκής, καθώς οι µαθητές µεταφέρουν τα σχήµατα µε 
τα δάκτυλά τους, τοποθετώντας το ένα πάνω στο άλλο, χρωµατίζουν το εµβαδόν, κάνουν 
υποθέσεις τις οποίες επαληθεύουν ή τροποποιούν. Στη συνέχεια, οι µαθητές µπορούν 
χρησιµοποιώντας το εργαλείο «µετακίνησης» αντικειµένων του λογισµικού να µεταβάλουν τις 
διαστάσεις του αρχικού παραλληλογράµµου, για να επιβεβαιώσουν την  ορθότητά του 
συµπεράσµατός τους. Με τη διαδικασία αυτή οι µαθητές αποκτούν µια δυναµική διάσταση για την 
αρχή της διατήρησης του εµβαδού και τη σχέση µεταξύ των δύο ισεµβαδικών σχηµάτων που 
κατασκεύασαν. Η δυναµική αυτή διάσταση έγκειται και στο γεγονός ότι στην πραγµατικότητα οι 
µαθητές µελετούν κλάσεις παραλληλογράµµων (ίδιο µέγεθος βάσης και ύψος) τα οποία µπορούν 
να µετασχηµατιστούν στο ίδιο ακριβώς ορθογώνιο ή και αντίστροφα. 
 
Υπολογισµός Εµβαδού Τριγώνου 

∆ραστηριότητα 1: Οι µαθητές κατασκευάζουν στον ψηφιακό πίνακα µε τη βοήθεια του 
λογισµικού ένα ορθογώνιο τρίγωνο. Στη συνέχεια οι µαθητές, χρησιµοποιώντας το εργαλείο 
δηµιουργίας σταθερού αντιγράφου, κατασκευάζουν ένα σταθερό αντίγραφο του αρχικού  
ορθογωνίου τριγώνου. Η ύπαρξη σταθερού αντίγραφου συνεπάγεται ότι το ορθογώνιο τρίγωνο 
που έχει κατασκευαστεί θα µεταβάλλεται πάντα ανάλογα µε τις αλλαγές που γίνονται στο αρχικό 
τρίγωνο (δείτε Σχήµα 5α). Στη συνέχεια, οι µαθητές µπορούν να µετακινήσουν τα δύο τρίγωνα και 
να προσπαθήσουν να ανακαλύψουν µε ποιο τρόπο µπορούν να ενωθούν τα δύο τρίγωνα για να 
κατασκευαστεί ένα σχήµα του οποίου µπορούν να υπολογίσουν το εµβαδόν. Όπως φαίνεται στο 
Σχήµα 5(β), οι µαθητές µπορούν εύκολα να ενώσουν τα δύο ορθογώνια τρίγωνα για να 
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κατασκευάσουν ένα ορθογώνιο. Οι µαθητές χρησιµοποιώντας το εργαλείο υπολογισµού εµβαδού 
µπορούν να ανακαλύψουν ότι το εµβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου είναι ισεµβαδικό µε το µισό 
του εµβαδού του ορθογωνίου. Μελετώντας τη διαδικασία κατασκευής του ορθογωνίου οι µαθητές 
ανακαλύπτουν ότι το εµβαδόν του ορθογωνίου τριγώνου µπορεί να υπολογιστεί, όταν 
πολλαπλασιάσουµε τις δύο κάθετες πλευρές του (που αντιστοιχούν στο µήκος και πλάτος του 
ορθογωνίου) και διαιρέσουµε το γινόµενο διά δύο. 

 
(α)           (β) 

 

Σχήµα 5: Μετασχηµατισµός ορθογώνιου τρίγωνου σε ορθογώνιο 
 
∆ραστηριότητα 2: Οι µαθητές εξετάζουν αν ισχύει το συµπέρασµά τους σε οποιοδήποτε 

τρίγωνο. Για αυτό, στη δραστηριότητα αυτή, οι µαθητές θα ασχοληθούν µε τυχαίο τρίγωνο. Οι 
µαθητές µπορούν να κατασκευάσουν οποιοδήποτε τρίγωνο στο ψηφιακό πίνακα και η όλη 
δραστηριότητα αποκτά παιγνιώδη χαρακτήρα καθώς οι µαθητές πειραµατίζονται µε τυχαία 
τρίγωνα (π.χ. αµβλυγώνια). Οι µαθητές κατασκευάζουν στον πίνακα ένα τυχαίο τρίγωνο και στη 
συνέχεια καλούνται να δηµιουργήσουν ένα σταθερό αντίγραφο του τριγώνου  τους και να φέρουν 
σε ένα από τα δύο τρίγωνα ένα από τα ύψη του. Οι µαθητές θα πρέπει να διαχωρίσουν το ένα 
τρίγωνο κατά µήκος ενός από τα ύψη του. Η ανάγκη για διαχωρισµό ενός από τα δύο τρίγωνα 
κατά µήκος ενός από τα ύψη του (δείτε Σχήµα 6) µπορεί να προκύψει µέσα από συζήτηση µε τους 
µαθητές οι οποίοι µπορούν να εφαρµόσουν τις στρατηγικές που χρησιµοποίησαν στον υπολογισµό 
του εµβαδού παραλληλογράµµου, δηλαδή, να διαχωρίσουν το ένα τρίγωνο κατά µήκος ενός από 
τα ύψη του για να σχηµατιστούν ορθές γωνίες. Στη συνέχεια οι µαθητές µπορούν να µετακινήσουν 
τα τρία σχήµατα που υπάρχουν στην οθόνη (δύο ορθογώνια τρίγωνα και το αρχικό τρίγωνο) και 
να προσπαθήσουν να ανακαλύψουν µε ποιο τρόπο µπορούν να ενωθούν, για να σχηµατίσουν ένα 
σχήµα του οποίου µπορούν να υπολογίσουν το εµβαδόν (πιθανότατα ένα ορθογώνιο), όπως 
παρουσιάζονται στο Σχήµα 7. 

 

 
Σχήµα 6: ∆ιαχωρισµός ενός τριγώνου κατά µήκος ενός από τα ύψη του 

 

 
Σχήµα 7: Ένωση τριών τριγώνων για σχηµατισµό ενός ορθογωνίου 
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Μετά το σχηµατισµό του ορθογωνίου οι µαθητές θα χρησιµοποιήσουν το εργαλείο µέτρησης 
εµβαδού, για να διαπιστώσουν ότι το αρχικό τους τυχαίο τρίγωνο είναι ισεµβαδικό µε το µισό του 
ορθογωνίου που κατασκεύασαν. Μελετώντας την πορεία εργασίας τους και συγκρίνοντας µε την 
περίπτωση του ορθογωνίου τριγώνου οι µαθητές θα κάνουν τις απαραίτητες αντιστοιχήσεις, για να 
καταλήξουν στο συµπέρασµα ότι µια πλευρά του αρχικού τριγώνου έγινε µήκος του ορθογωνίου, 
ενώ το ύψος που αντιστοιχούσε στη βάση αυτή έγινε πλάτος του ορθογωνίου. Εποµένως, και στο 
τυχαίο τρίγωνο το εµβαδόν του είναι το µισό του γινοµένου µιας βάσης του επί το ύψος σε αυτή. 
Μπορεί να ζητηθεί από τους µαθητές να διαχωρίσουν το τυχαίο τρίγωνο κατά µήκος άλλου ύψους 
του τριγώνου, για να διερευνήσουν κατά πόσο το συµπέρασµά τους ισχύει για οποιοδήποτε 
ζευγάρι πλευράς και αντίστοιχου ύψους του τριγώνου. Οι µαθητές τροποποιώντας τις διαστάσεις 
του τυχαίου τριγώνου µπορούν και πάλι να εξετάσουν την ορθότητά του συµπεράσµατός τους 
παρατηρώντας πλήθος περιπτώσεων. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 8: Τρίγωνο µε κινούµενη κορυφή 
 

Εναλλακτική δραστηριότητα: Οι µαθητές κατασκευάζουν στον ψηφιακό πίνακα ένα 
ορθογώνιο και στη συνέχεια ένα τυχαίο τρίγωνο του οποίου η µια πλευρά ταυτίζεται µε µια από 
τις πλευρές του ορθογωνίου ενώ η τρίτη του κορυφή βρίσκεται στην απέναντι πλευρά του 
ορθογωνίου. Όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 8, η τρίτη κορυφή του τριγώνου Ε, κινείται κατά 
µήκος της πλευράς Α∆ του τριγώνου. Η κίνηση αυτή µπορεί να γίνει χειρωνακτικά από τους 
µαθητές πάνω στον πίνακα χρησιµοποιώντας το δάκτυλό τους και µετακινώντας το σηµείο Ε από 
το Α στο ∆ και αντίστροφα. Η κίνηση αυτή µπορεί να γίνει, επίσης, µε τη βοήθεια του κινητήρα 
που προσφέρει το λογισµικό. Κατά τη διάρκεια της κίνησης του σηµείου Ε κατά µήκος της 
πλευράς Α∆, οι µαθητές παρατηρούν άµεσα ότι το εµβαδόν του τριγώνου ΒΕΓ παραµένει σταθερό 
και ότι είναι πάντα ίσο µε το µισό εµβαδόν του ορθογωνίου. Η δραστηριότητα αυτή δείχνει τη 
δυναµική διάσταση της αρχής της διατήρησης του εµβαδού και δίνει την ευκαιρία στους µαθητές 
να ανακαλύψουν µια κλάση τριγώνων που έχουν σταθερό εµβαδόν. 
 
 
ΣΥΖΗΤΗΣΗ 

Σε ένα πρακτικό επίπεδο, η παρούσα εργασία έδειξε ότι η µάθηση στη γεωµετρία µε τη 
βοήθεια του λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας και του ψηφιακού πίνακα µπορεί να οικοδοµήσει 
ένα πλούσιο και δυναµικό περιβάλλον µάθησης που θα έχει σηµαντικά οφέλη τόσο για τους 
µαθητές όσο και για τους εκπαιδευτικούς, γιατί δίνει στους µαθητές την ευκαιρία να ανακαλύψουν 
οι ίδιοι τη µαθηµατική γνώση µέσα από διερεύνηση και πειραµατισµό. Οι εκπαιδευτικοί, οι οποίοι 
έχουν συνήθως στη διάθεσή τους περιορισµένο χρόνο, µπορούν να χρησιµοποιήσουν τα διδακτικά 
σενάρια που παρουσιάστηκαν, για να αναγνωρίσουν χρήσιµες ιδέες για τη διδασκαλία του 
εµβαδού πολυγώνων και την αποτελεσµατική ενσωµάτωση των λογισµικών δυναµικής 
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γεωµετρίας στη διδασκαλία των µαθηµατικών λαµβάνοντας υπόψη τις δυνατότητες του ψηφιακού 
πίνακα.   
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