IIpaypatiky Avaiuor (2015-16)

Zuvexeig ouvaptnoelg — AGKHOELG

Opada A’

1. Eow f,g: (X, p) — (Y, 0) 8o ouvexelg ouvaptroeig kat D rukvé uroouvolro tou (X, p). Asifte
ot:

(@) To ovvodo E = {x € X : f(x) = g(x)} eivar kAeroto.
B) Av f(z) = g(x) yiaxdBe x € D, tdte f = g.

2. Eow f: (X,p) — (Y,0) rat g € X. Aeifte ou n f eival ouvexiig oto xp av xat pévo av yua
KGOt € > 0 unapxet § > 0 wote av z,y € X xat p(z,xo) < 0, p(y,xo) < d wre o(f(x), f(y)) < e.

3. Eow (X, p) petpirog xopog kat G C X. Asi€re on 1o G eival avoiktd av Kat povo av urdpxouv
ouvexrig ouvapton f : (X, p) = R ka1 V C R avowto, aote G = f~H(V).

4. (@) Eow f: (X,d) — R ouvapwmon kat Z(f) to ovvoio unbeviouot g f, 6nhady

Z(f) ={r e X: f(x) =0}

Aeitte 6u: av ) f etvat ouvexnig ote 10 Z(f) etvat kAeloto otov X.

(B) Eoww F' C X. Acifte 6t 10 F eivat kKAelotdé av Kat pPOvo av UTIAPXEL OUVEXNG OUVAPTNOT)
f:(X,p) > Raowe Z(f)=F.

5. Eow (X, p) petpikdg xopog kat A C X. TupBodiloupe pe Y4 OV XApakmplouky cuvdoinon
tou A, orou x4 : X — R opiletal ag

1, teA
XA(t):{ 0, t¢ A

Arnobeitte ot 1o oUVoAo Tev onpeiov ouvéxelag g x4 ewvatto A°U (X \ A)°, to ouvodo tev onpeiov
aouvéxewag g eivat 1o bd(A4) xat éu n x4 eivar ouvexiig av kat povo av A eivat avoikto kat
KA£1010 (clopen).

6. Eow f: (X,p) = (Y,0). To ypagnua g f eivai to ouvodo
Gr(f)={(z,f(z)):z€e X} C X xY.

Aeitte 6, av 1) f eivatl ouvexnig ouvaptnon, tote 1o ypaonpa Gr(f) mg f sivat kAeotd otov X x Y
®G IIPOG KAOE PETPIKY| yivopevo. Awote tapddetypa 1o oroio va deixvel 0Tt 1o avtiotpodo dev 10XUEL.

7. Eow f : (X, p) — (Y, 0) ouvexng ouvapwon kat éote A Siaxwpiopo urioocuvodo tou X (8ndadr),
0 (A, pa) etvar Slayepiopog). Aeigte ot o f(A) eivat Siaxwpioto vriocuvodo ou Y.

8. Awote mapddetypa @paypévng, ouvexoug ouvaptnors f : R — R n onoia 6ev eivat opoiopoppa
ouvexng. Mropei piia pn @paypévn ouvaptnorn va eivat opotopopda oUVeXNS;

9. Awmote éva napddetypa 6U0 §EVOV UTIOOUVOAGV £VOG PETPIKOU XOPOU ta oroia Sraxwpidovrat,
aAdad 6e daxwpidovrarl MAp®S.

10. Eow f : (X, p) — (Y, 0) opoopopgiopdg. Asigte ot o (X, p) eivar Sraxwpioog av kat pévo
av o (Y, o) eivar S raxwpioog.



Opada B’

11. Eow f : (X, p) — (Y, 0). Aci&e ou, av yia xkabe A C X wyver f(A') C (f(A)), e n f etvar
ouvexng. loxuet 1o avtiotpogo;

12. Aivetat pia ouvapmon f : R — (Y, 6), 6mou § n Suakpur) petpikyy otov Y. Aei€re 6u n f eivai
ouvexg av Kat povo av eivat otabepr).

13. Mia ouvdpmon f : (X, p) = (Y, 0) Aéyetar omika gpayuévn (locally bounded) av yia xae
z € X unapyet nieproyy) U, ou = dote 1 f|y, va eival gpaypévr.
(@ Eow f : (X,p) — (Y,0) ouvexig ouvapmorn. Téte n f eivar torukd @paypévn. loxuet to
avtiotpodo;
(B) Eoto f : R — R. Acifte 6u ta akorouba eival woobuvapa:

(i) H f eivat ouvexng.

(ii) H f sival tormkda epaypévn Kat £€xel KAL10T0 ypdopnua.

14. Eow f : (X, p) — (Y, 0) ouvexng ouvdpmon kat D rukvé unoouvodo tou X . Efetdote av ot
MAPAKAT® 10XUplopol etvat aAnOeig.

(@) Av 1 f|p elvar ppaypévn, e 1 f etvat ppaypévn.

(B) Av 1 f|p eival opodpopda cuvexrg, e 1) f etval opodpopPa CUVEXHS.

(y) Av n f|p etvar 1-1, tote 1 f eivar 1-1.

15. Eow (X, p), (Y, 0) perpixot xopot kat f : X — Y. Aei€te 6u ta axddouba sivat 1ooduvapa:
(@) H f sivat opodpopgpa ouvexrg.

(B) Ta kdBe ¢ > 0 undpxer 6 = d(e) > 0 dote: av A, B C X ne dist(4,B) < ¢, e
dist(F(4), /(B)) < <.

16. 'Eow (X, p) perpixog xopog xat A, B C X rAetotd kat §va. Av f : X — [0,1] etvar 1
_ dist(z,A)
— dist(z,A)+dist(z,B)’

(a) Av dist(A, B) = 0, t6te n f dev eival opoidpopda cuvexng.
() Av dist(A, B) = § > 0, téte ny f eivar 6~ -Lipschitz.

ouvaptnon tou Urysohn, 8ndadn f(x) arnobeilte ot:

17. Eow (X, p) netpikog xopog kat A, B C X pe dist(4,B) > 0xkat f; : A > R, fo : B> R
(opodpopda) ouvexeig ouvaptroetg. Arodeite ot n ouvaptnon f: AU B — R pe

| filx), z€A
f(“”)_{ fo(z), z€B

etvat (opoopopda) cuvexng.

18. 'Eow (X, p) perpixog xopog kat A C X. Av f: A — R eivar OHOIGHOPPA CUVEXTG OUVAPTNOT),
anobeite ot 1 f enexteivetal os pia opoldpopda cuvexr ouvaptnon F : A — R.

19. Egetdote av 10XU0uV ta MApardte.
(a) To R eivat opotopopdpiko pe 1o Z.
(B) To R eivat opolopoppko pe to Q.
(y) To Q eivai opoiopopdiko pe 1o Z.
(6) To Z eivar opolopop@ko pe to N.

20. Aivovtat ot petpikoi xopot (Xi,d1), ..., (X, dr) xat o xopog ywopevo Hle X, pe perpiky)
ywopevo v doo = max{d; : 1 <1i < k}. 'Eow (X, d) évag petpikdg xopog xat f : X — Hle X;
pe f=(f1,-.-, frx), omou f; : X = X; yiai=1,..., k. Aci&e 1a e€ng:
(@) H f eivat ouvexng av kat povo av ot f;, ¢ =1,..., k eival ouvexeig.

(B) H f eivat Lipschitz av kat povo av kabe f; sivat Lipschitz.



(y) H f eivat opolopoppa ouvexng av kat povo av ot f;, ¢ = 1,..., k elvat opoidpopgpa ouvexeig.
(6) Etvat owoto ou ) f sivatl woopetpia av kat povo av ot f; eival woopetpieg;

(e) Eivat owoto ot 1 f sival opotopopgiopog av kat pévo av ot f; sivat opolopop@iopoi;

Opada B’ - ZUpnAnpopatikéEG AOKNOELS

21. Eow (X, d), (Y, o) perpkoi xopor xkat f : X — Y ouvexrig ouvaptnorn. Anodeigte ot:
(@) Houvdpmon g: X x Y = R pe g(z,y) = o(f(x),y) etvat ouvexns.

(B) To ouvodo A = {(z,y) € X xY : f(x) € B,(y,1)} etvar avowkto.

22. Eow [ : (X,d) — R. Anodeifte 6nt n f eival ouvexng av xat poévo av yia kabe a,b € R ta
ouvoda {z € X : f(z) < a} xar {z € X : f(z) > b} eival avoktd.

23. 'Eow (X, d) petpkog xopog xat ¢otw f : X — X ouvexnig ouvaptnon pe wyv botnua fo f = f.
Aei€te ou 1o ouvodo f(X) etval kAeioto.

24. Eow f,g: (X,d) — (Y, 0) ouvexeig ouvaptriosig xat ¢ote € X oote f(z) # g(x). Anodeigte
ou undpxer r > 0 dote: yia xkabe y, z € B(x,r) woyxvet f(y) # g(z).
25. @zwpovpe ta ouvoda N kat Q pe v ouvnn petpik.

(@) Awote apddetypa akodoubiag {G,}52 1 avoktév Kat ukvev urtoouvodev tou (Q, | - |) pe
mv ta (oo, Gy, = 0.

(B) Arodei&te 6t kae ouvapmor f: (N,|-]) — (Q,] - |) etvar opodpoppa ouvexng.

(y) E&etdote av ot (N, ]| -]) xat (Q, | - |) eivat opolopopgikoi.

26. 'Eoww (X,d) perpikog xopog kat éotw f ¢ X — R xat g : R — R. Ta kabepia and ug
napaxkdte npotacelg dwote arddedn 1 avunapadeypa:

(@) Av ot f xat g sival opodpoppa cuveyeig, T0te 1 g o f ival opoldpopPa cuvexng.

(B) Av n f eival opoldpopda cuvexng Kat epaypévn Kat n g sivat ouvexrg, tote n g o f eivat
op010110p(A CUVEXTG.

(y) Av n f eival ouvexr|g Kat @paypévn Kat 1 g ivat opoopopda ouvexrg, tote 1 g o f eival
Op010110p (A CUVEXTG.

27. Eow f : (X,d) — (Y, 0) ouvexng ouvdptnon. Ta kabepia and tig napaxkdie mpotdosts Soote
anodedn 1 avuriapadetypa:

(@) Av K C X eivai oupnayég, e 1o f(K) C Y eival ouprnayég.
(B) Av K C X eivar gpaypévo, téte o f(K) C Y eivar gpaypévo.

(y) Av K C X eivat gpaypévo kat 11 f eivat ouvdpwon Lipschitz, tte o f(K) C Y eivat
ppaypévo.

28. Eow f,g : R — R ouvexelg ouvaptioeg. Eivat o ovvodo K = {(f(x),g(z)) : = € R}
anapaitta kAelotd vrtootvodo tou R2;

29. 'Eow Fi, F5 &va xdewotd unoouvoda evog petpikou xwpou (X, d). Eow f : X — R xat
g : X — R gpaypéveg ouvexeig ouvaptrioelg. Aeite 011 UNIAPYXEL PPAYHEVI] OUVEXTIS OUVAPTNOL)
h: X — R pewmyv douma b = f oo Fy xat h = g oto Fo.

30. Asigte ou dev unapyet ouvexyg, 1-1 ouvapmon f : [0,1] x [0,1] — R.



Opada I

31. 'Eotw F pun revo rAe1otd urtoouvodo tou R kat f : FF — R ocuvexiig ouvdptnon. AcsiSte 6u
undpxet ouvexng ouvapmon g : R = R pe myv 86tta g(z) = f(z) yia kdbe z € F.

32. 'Eow (X, p), (Y, 0) petpkoi xoporkat f : X — Y. TNa xabe § > 0 opidoupe 10 uéipo ovvéxeiag
(modulus of continuity) tng f wg §ng:

wr(0) =sup{o(f(z), f(y)) : d(x,y) <6, z,y € X}.

(@) Aeige 61t n) ouvapon wy @ [0,00) — [0,00] eivar avtouoa, 6ndadny av 0 < §; < J 1ot
wy(d1) < wr(d2).

(B) Aeigte 6t n ouvdapnon f: X — Y eival opowopopgpa ouvexng av kat povo av woxvet wy(d) — 0
kabog & — 0F. [Yrobeln. Aeitte su o(f(x), f(y)) < wyr(d(z,y)) yia xébe z,y € X].

33. Eow f : (X,p) = (Y,0). H f Aé¢yetar avowktr) av yua xaBe avoiktd G C X 1o f(G) eivar
avoiKtd Uroouvodo tou Y. Avddoya, 1 f Aéyetan kieot) av yia kabe xdewoto F C X 1o f(F) stvar
KA€10T6 urtoouyvolo tou Y.
(a) Awote tapadetypa: ouvexoug ouvdapTNong 1) oroia dev ival Avolkir), AVOIKING OUVAPTNONG 1)
ortoia dev elval ouvexng, ouvexoug ocuvdaptnong 1 omnoia dev elvat KAelotr), KAEIOTG OUVAPTNONG 1)
ortoia Sev eivat ouvexrg.
B Avn f: (X,p) = (Y,0) eivar 1-1 xat erd, Beifte 6u ta e€ng eivat wodvvapa: (i) n f eivar
avowty), (i) i f etvar kAewotr, (iii) n £~ eival ouvexrig.

Tuvenwg, av 1 f eivat ouvexng Kat avoiktr (1] KA£1otr)) Tote ival Opo1opopPlouog.

34. Eow (X;,d;) . i =1,...,m perpwoi xopot kar X = [, X; 0 xopog ytvopevo pe ) Petpikn
d=3"",d;. Houvapmon i—npoboj etvar n m; : X — X; mou opidetat og e§ng:

i=
Fi(l'l,...,l‘i7...,xm) = T;.

Armodeigte 6t n 7; elval ouvexrg, e KAl AVOIKTY).

35. Eow [ : (X,p) — (Y,0). Aeifie 6u n f eivat avowktyy av kat povo av f(A4°) C (f(A))° yaa

kaBe A C X. Adote mapdberypa piag ouvexoug, avoiktyg ouvaptnong f @ X — Y kat xdrowou
[e]

A C X gote 0 f(A°) va nepiexetar yvrowa oto (f(A))°.

36. 'Eow (X, p) perpikdg xopog. Arnodei€te ot ta akodouba eivat 10obuvapa:
(a) H p eivat 10o8uvapn pe ) Sakpir] petpikn otov X.

(B) KaBe ouykAivouoa akodoubia otov X eivat tedikd otabepn.

(y) O X bev éxer onueia cuocoopeuong.

(6) Tha kaBe petpko xwpo Y, kabe f: X — Y eivat ouvexng.

(e) H xAerwot) 91kn kaBe avoiktou ouvodou G C X eival avoiktd ouvolo.

37. (a) Mia ouvdpmon f : (X,p) — R Aéystar kdiw nuovvexric av yia xabe ¢t € R 1o ocuvodo
{z € X : f(z) <t} etvar xAe10t6 unoouvodo tou X. Aei€te 6u 1 f eival Kate nEICUVEXHS av Kat
povo av, yla kabe akodoubia (z,) otov X pe z, — = € X, 10xvet

f(z) < liminf f(x,).

n—oo

Aoote Iapddelypa KAt® nuiouvexoug ouvdaptnong 1 oroia Sev eivat ouvexng.

(B) Mia ouvdpon f : (X, p) — R Aéyetar dve nmuovveyric av 1 —f eival ko nuiocuvexrg.
Alatunioote Kat anodeifte Xapakinplopoug g Ave NIoUVEXOUS CUVAPTNONG, avTioTtotXoug HE TOUg
XAPAKINPIOPOoUS NG KAT® NHI10UVEXOUG CUVAPTNONG ITOU IeptypadtnKayv oto (a).

38. Anobeitte 6u unapxouv duo perpikoi xopot (X, p), (Y, o) ot oroiot Sev eival opolopoppikot
aAAd kavorolouv to e&hg: urnapxouv cuvaptioelg f : X — Y, g : Y — X o1 oroieg sival ocuveyeig,
1-1 kat eri.



