
Πραγµατική Ανάλυση (2015–16)

Συµπαγείς µετρικοί χώροι – Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Ενα υποσύνολο K του X λέγεται συµπαγές, αν είναι συµπαγής µετρικός χώρος µε τη σχετική
µετρική. ∆είξτε ότι αυτό είναι ισοδύναµο µε το εξής: για κάθε κάθε ανοικτό κάλυµµα (Vi)i∈I του
K υπάρχουν i1, . . . , im ∈ I ώστε K ⊆

⋃m
j=1 Vij .

2. ΄Εστω a < b στο R. Χρησιµοποιώντας µόνο τον ορισµό του συµπαγούς µετρικού χώρου δείξτε
ότι το [a, b] είναι συµπαγές υποσύνολο του R µε τη συνήθη µετρική, ενώ τα διαστήµατα (a, b), [a, b)
και [a,∞) δεν είναι συµπαγή υποσύνολα του R µε τη συνήθη µετρική.

3. Αν A,B είναι συµπαγή υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, ρ), αποδείξτε ότι το A ∪ B είναι
συµπαγές.

4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και E,F υποσύνολα του X ώστε το E να είναι συµπαγές, το F
κλειστό και E ∩ F = ∅. Αποδείξτε ότι dist(E,F ) > 0.

∆είξτε επίσης ότι υπάρχουν A,B κλειστά, ξένα υποσύνολα του R2 ώστε dist(A,B) = 0.

5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :
(α) Αν x ∈ X και A συµπαγές υποσύνολο του X, τότε υπάρχει y ∈ A ώστε dist(x,A) = ρ(x, y).
(ϐ) Αν A,B είναι συµπαγή υποσύνολα του X τότε, υπάρχουν x ∈ A, y ∈ B ώστε dist(A,B) =
ρ(x, y).

6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος.
(α) Υποθέτουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε για κάθε x ∈ X το σύνολο B(x, ε) να είναι συµπαγές. ∆είξτε
ότι ο X είναι πλήρης µετρικός χώρος.
(ϐ) Αν για κάθε x ∈ X υπάρχει ε > 0 ώστε το σύνολο B(x, ε) να είναι συµπαγές, τότε είναι ο X κατ’
ανάγκην πλήρης ;

7. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → Y . ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Η f είναι συνεχής.
(ϐ) Η συνάρτηση γράφηµα Gf : X → X × Y µε Gf (x) = (x, f(x)) είναι συνεχής.
(γ) Το γράφηµα Gr(f) = {(x, f(x)) : x ∈ X} είναι συµπαγές στον X × Y .
Είναι αναγκαία υπόθεση ο µετρικός χώρος X να είναι συµπαγής ;

8. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και F ⊆ X. Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνον αν για
κάθε συµπαγές υποσύνολο K του X το F ∩K είναι κλειστό.

9. Γνωρίζουµε ότι κάθε συµπαγές υποσύνολο K ενός µετρικού χώρου (X, ρ) είναι ϕραγµένο.
Αποδείξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ K ώστε ρ(x, y) = diam(K).

10. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι µε τον Y συµπαγή και f : X → Y συνάρτηση. ∆είξτε ότι τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Η f είναι συνεχής.
(ϐ) Το γράφηµα Gr(f) της f είναι κλειστό στον (X × Y, ρ1).

11. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :
(α) Αν A1, . . . , Am είναι ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του X τότε το A1∪ · · ·∪Am είναι επίσης ολικά
ϕραγµένο.
(ϐ) Αν A είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του X τότε το A είναι επίσης ολικά ϕραγµένο.

12. (α) ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f απεικονίζει τα
ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του X σε ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του Y .



(ϐ) ∆είξτε ότι η ιδιότητα του ολικά ϕραγµένου δεν διατηρείται από οµοιοµορφισµούς. (Υπόδειξη : Τα
R και (0, 1) είναι οµοιοµορφικά.)

13. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ϐασική ακολουθία στον X. ∆είξτε ότι το σύνολο A =
{xn : n ∈ N} είναι ολικά ϕραγµένο.

Οµάδα Β΄

14. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :
(α) Κάθε ισοµετρία f : X → X είναι επί.
(ϐ) Αν (Y, σ) είναι µετρικός χώρος ώστε να υπάρχουν ισοµετρίες g : X → Y και h : Y → X, τότε
και ο Y είναι συµπαγής.

15. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και (Fn) ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων
του X. ∆είξτε ότι :
(α) Αν G είναι ανοικτό υποσύνολο του X ώστε

⋂∞
n=1 Fn ⊆ G, τότε υπάρχει n0 ∈ N µε Fn0

⊆ G.
(ϐ) Αν

⋂∞
n=1 Fn = ∅, τότε υπάρχει m0 ∈ N ώστε Fm0

= ∅.
(γ) Αν

⋂∞
n=1 Fn είναι µονοσύνολο, τότε diam(Fn)→ 0.

16. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, ρ) συνεχής και K1 ⊇ K2 ⊇ . . . ακολουθία συµπαγών υποσυνόλων του
X. Αποδείξτε ότι

f

( ∞⋂
n=1

Kn

)
=

∞⋂
n=1

f(Kn).

17. ΄Εστω E ⊆ R µη συµπαγές. ∆είξτε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : E → R η οποία :
(α) δεν είναι ϕραγµένη.
(ϐ) είναι ϕραγµένη αλλά δεν παίρνει µέγιστη τιµή.

18. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και συνάρτηση f : X → X ώστε ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y)
για κάθε x, y ∈ X µε x 6= y. Αποδείξτε ότι η f έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο.

19. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Ο X είναι συµπαγής.
(ϐ) Κάθε ϕθίνουσα ακολουθία (Fn) µη κενών, κλειστών υποσυνόλων του X έχει µη κενή τοµή,
δηλαδή

⋂∞
n=1 Fn 6= ∅.

20. (α) ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και A ⊆ X. ∆είξτε ότι το A είναι συµπαγές αν και
µόνον αν είναι κλειστό και ολικά ϕραγµένο.
(ϐ) ΄Εστω (X, ρ) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι η πλήρωσή του (X̃, ρ̃) είναι συµπαγής
µετρικός χώρος.

21. ∆είξτε ότι ο µετρικός χώρος (X, d) είναι ολικά ϕραγµένος αν και µόνον αν ο (X, ρ) είναι ολικά
ϕραγµένος, όπου ρ = d

1+d .

22. (α) ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xk, dk) πεπερασµένη οικογένεια ολικά ϕραγµένων µετρικών χώρων.
∆είξτε ότι ο χώρος (X, ρ1), όπου X =

∏k
i=1Xi και ρ1 =

∑k
i=1 di είναι ολικά ϕραγµένος µετρικός

χώρος.
(ϐ) ∆είξτε ότι ένα υποσύνολο A του Rk είναι ολικά ϕραγµένο αν και µόνον αν είναι ϕραγµένο.

23. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι συµπαγές.
(ϐ) Ο X είναι πλήρης και κάθε ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι ολικά ϕραγµένο.

24. (α) ΄Εστω A ⊆ R ώστε κάθε συνεχής συνάρτηση f : A → R να είναι οµοιόµορφα συνεχής.
∆είξτε ότι το A είναι κλειστό υποσύνολο του R. Είναι κατ’ ανάγκην ϕραγµένο ;



(ϐ) ΄Εστω A ⊆ R ϕραγµένο και όχι κλειστό. ∆είξτε ότι υπάρχει g : A→ R Lipschitz και ϕραγµένη,
η οποία δεν παίρνει µέγιστη τιµή.
(γ) ΄Εστω K ⊆ R κλειστό και ϕραγµένο. ∆είξτε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : K → R είναι
οµοιόµορφα συνεχής.
(δ) ΄Εστω f : R → R οµοιόµορφα συνεχής και A ⊆ R ϕραγµένο. ∆είξτε ότι το f(A) είναι επίσης
ϕραγµένο.

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

25. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος, (Y, σ) µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής
συνάρτηση. Αποδείξτε ότι : αν K ⊆ Y είναι συµπαγές τότε το f−1(K) ⊆ X είναι συµπαγές.

26. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής. Ορίζουµε µια ακολουθία
υποσυνόλων του X ώς εξήσ: K1 = X και Kn+1 = f(Kn) για κάθε n ≥ 1. Αποδείξτε ότι η {Kn}
είναι ϕθίνουσα ακολουθία συµπαγών υποσυνόλων του X. Αν K =

⋂∞
n=1Kn, αποδείξτε ότι K 6= ∅

και f(K) = K.

27. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
ακολουθία (xn) στον X ώστε d(xn, f(xn))→ 0. ∆είξτε ότι η f έχει σταθερό σηµείο.

28. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστωD πυκνό υποσύνολο τουX. Αν κάθε ακολουθία στοιχείων
του D έχει υπακολουθία που συγκλίνει (στον X) δείξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.

29. ΄Εστω f : (X, d)→ (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι αν ο X είναι συµπαγής τότε για κάθε
A ⊆ X ισχύει ότι f(A) = f(A).

30. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε την απάντησή σας):

(i) Αν f : (X, ρ) → (Y, σ) είναι οµοιοµορφισµός και ο X είναι ολικά ϕραγµένος, τότε και ο Y
ϑα είναι ολικά ϕραγµένος.

(ii) Αν (xn) είναι ϐασική ακολουθία σε έναν µετρικό χώρο (X, ρ), τότε το σύνολο A := {xn : n ∈
N} είναι ολικά ϕραγµένο.

31. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω (Kn) ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυ-
νόλων του X ώστε το

⋂∞
n=1Kn να είναι µονοσύνολο. ∆είξτε ότι diam(Kn)→ 0.

32. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω x0 ∈ X. Αν για κάθε ε > 0 το σύνολο X \B(x0, ε) είναι
συµπαγές, αποδείξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.

33. Αν A,B είναι δύο συµπαγή υποσύνολα του R, αποδείξτε ότι το σύνολο

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

είναι συµπαγές.

Οµάδα Γ΄

34. (α) ΄Εστω {(Xn, ρn)} ακολουθία µετρικών χώρων µε ρn(x, y) 6 1 για κάθε x, y ∈ Xn και
n = 1, 2, . . .. ∆είξτε ότι ο χώρος γινόµενο (

∏∞
n=1X,

∑∞
n=1

1
2n ρn) είναι συµπαγής.

(ϐ) ∆είξτε ότι κύβος του Hilbert H∞ είναι συµπαγής µετρικός χώρος.

35. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και (Gi)
n
i=1 ανοικτό κάλυµµα του X. Θέτουµε f :

X → R µε f(x) = max{dist(x,X \Gi) : i = 1, . . . , n} για x ∈ X. Αποδείξτε ότι
(α) Για κάθε x ∈ X ισχύει f(x) > 0.
(ϐ) Η f είναι συνεχής.
(γ) Χρησιµοποιώντας τα (α) και (ϐ) αποδείξτε το λήµµα του Lebesgue.



36. (α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση R : [0, 2π) → S1, µε R(t) = (cos t, sin t), όπου S1 = {x ∈
R2 : ‖x‖2 = 1} ο µοναδιαίος κύκλος είναι συνεχής, 1-1 και επί. Είναι οι χώροι [0, 2π) και S1

οµοιοµορφικοί ;
(ϐ) Εξετάστε αν οι χώροι ([0, 2π], | · |) και (S1, ‖ · ‖2) είναι οµοιοµορφικοί.

37. (α) ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X συνάρτηση µε την ιδιότητα

ρ(f(x), f(y)) > ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι ισοµετρία και επί.
(ϐ) ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X 1-1, επί ώστε

ρ(f(x), f(y)) 6 ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι ισοµετρία.

38. (α) ΄Εστω (En) ακολουθία ξένων ανά δυο διαστηµάτων του [0, 1]. ∆είξτε ότι diam(En) → 0
καθώς n→∞.
(ϐ) ΄Εστω δ > 0. Βρείτε ακολουθία (Fn) ξένων ανά δύο κλειστών υποσυνόλων του [0, 1] ώστε
diam(Fn) > 1− δ για n = 1, 2, . . .. Εξηγήστε που οφείλεται η διαφορά των αποτελεσµάτων (α) και
(ϐ).
(γ) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία ξένων ανά δύο κλειστών υποσυνόλων (Fn) του
µοναδιαίου δίσκου D = {(x, y) : x2 + y2 6 1} ώστε diam(Fn) > 2− ε για n = 1, 2, . . ..
(δ) ΄Εστω K ⊆ Rd ϕραγµένο και (Bn) ακολουθία από ξένες ανά δύο κλειστές µπάλες στο K. ∆είξτε
ότι diam(Bn)→ 0 καθώς n→∞.
(ε) ΄Εστω (X, ρ) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος και Bn ακολουθία από ξένες ανά δύο µπάλες στον
X. ∆είξτε ότι lim

n→∞

(
diam(Bn)

)
= 0.

39. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και δ > 0. ΄Ενα υποσύνολο A του X λέγεται δ–διαχωρισµένο αν
για κάθε x, y ∈ A µε x 6= y ισχύει ρ(x, y) > δ.
(α) ∆είξτε ότι αν κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο και αν το A ⊆ X είναι
δ–διαχωρισµένο, τότε υπάρχει B ⊆ X µεγιστικό δ–διαχωρισµένο ώστε A ⊆ B.
(ϐ) ∆είξτε ότι αν κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο, τότε ο (X, ρ) είναι
διαχωρίσιµος.

40. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Ο X είναι ολικά ϕραγµένος.
(ϐ) Για κάθε δ > 0, κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο.

41. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Το A λέγεται σχετικά συµπαγές υποσύνολο του X αν
το A είναι είναι συµπαγές υποσύνολο του X.
(α) Αποδείξτε ότι το A είναι σχετικά συµπαγές αν και µόνον αν κάθε ακολουθία (an) στοιχείων του
A έχει υπακολουθία που συγκλίνει (όχι κατ’ ανάγκην σε στοιχείο του A).
(ϐ) ΄Εστω (Y, ρ) µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής. ∆είξτε ότι η f απεικονίζει σχετικά συµπαγή
υποσύνολα του X σε σχετικά συµπαγή υποσύνολα του Y .
(γ) Αποδείξτε ότι κάθε σχετικά συµπαγές υποσύνολο είναι ολικά ϕραγµένο. Ισχύει το αντίστροφο ;

42. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος µε την εξής ιδιότητα : κάθε συνεχής συνάρτηση f : X → R είναι
ϕραγµένη. ∆είξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.


