IIpaypatiky Avaiuor (2015-16)

Zupnayeig PETPIKOL XODPOl — AGKIOELG

Opada A’

1. 'Eva untoouvodo K tou X Aéyetat ouprnayég, av €ivat oupnayrng PEIPIKOg XWPog HE ) OXETKN
petpiky). Aei€te 61 autod etvat 1008uvapo pe 1o £81g: yia kabe kabe avoktd kdAuppa (V;)er tou
K unapxouv iy, . .., i, € I oote K C U]m:1 Vi, -

2. 'Eow a < b oo R. Xprnowornopviag povo tov oplopd tou CUHPIIAyoUs PETPIKOU X®pou deidte
ot 10 [a, b] eivat oupnayég unoouvodo tou R pe ) ouvnBn petpiky, eve ta daotpata (a,b), [a,b)
Kat [a, 00) dev eival oupnayr) vroouvoda tou R pe ) ouvrOn petpiky).

3. Av A, B etvatr ouprnayr) uroovvoda evog petpikou xmpou (X, p), arnodei€te 6t to A U B eivar
OUMIAYEG.

4. Eow (X, p) pepkog xopog xat E, F unoouvoda tou X wote 10 F va eivar oupnayég, o F
KAewotd kat E N F = (). Anobeigte 6t dist(E, F) > 0.
Aei&te emtiong ot undpyxouv A, B ®Aetotd, &va unoouvoda tou R? dote dist(A, B) = 0.

5. 'Eow (X, p) petpirog xopos. Arnodeitte ou:

(@) Av z € X xat A oupnayég urtoouvodo tou X, tote undpyel y € A oote dist(z, A) = p(z,y).

(B) Av A, B eival ouprayr) urioouvoda tou X tote, unapyouv ¢ € A,y € B oote dist(A, B) =
p(z,y).

6. Eow (X, p) petpikdg Xmpos.
(@) YrioBétoupe 6t umtapyet € > 0 dote yia kaBe € X 10 oUvodo B(r, €) va eivat oupmayég. Aeifte
ott 0 X eivat mAnpng PETPIKOG XDPOG.

(B) Av yua kdbe x € X undpyxet € > 0 oote 10 0UVoAO E(J;, €) va elval oupnayég, tote eivat o X kat’
avaykny mnpng;

7. Eow (X, p) oupnayrng petpikog xopog kat f : X — Y. Aei€e 6u ta akodouba eivat w0obuvapa:
(@) H f eivat cuvexrg.

(B) H ouvaptnon yoagnua Gy : X — X X Y pe G¢(z) = (z, f(x)) eivar ouvexrg.

(v) To ypaonpa Gr(f) = {(x, f(x)) : ¢ € X} eivat oupnayég otov X X Y.

Eivat avaykaia unoBeon o petpikog xopog X va eivat cupnayrg;

8. Eow (X, p) petpkog xopog kat F' C X. Anodei€te 6t 10 F eival kAewotd av kat pévov av yla
Kd&Oe oupnayég urtoouvoro K tou X 1o F'N K eival kAetoto.

9. Tvepiloupe ou kdbe oupnayég unoouvodo K evdg petpikou xopou (X, p) eival gpaypévo.
Arodeite 6t undpyouv z,y € K oote p(x,y) = diam(K).

10. Eow (X, d), (Y, p) perpikoi xwpot pe tov Y oupnayr kat f : X — Y ouvdpwmon. AeiSte 6t ta
akoAouBa sivat woduvapa:

(@) H f eivat ouveyxrg.

(B) To ypaopnua Gr(f) g f eivat kAeotd otov (X X Y, p1).

11. Eow (X, p) perpikdg xopog. Asilre ot:

(@) Av Aq,..., A, eival odikd gpaypéva urtoouvoda tou X téte to A1 U- - - U A, eivat emtiong oAka
@PAyHEVO.

(B) Av A eivar oAdikd @paypévo uroouvolo tou X tote 10 A givart erriong oAkd @payuévo.

12. (@) Eow f : (X,p) = (Y,0) opowdpopoa ouvexrig ouvaptnon. Asifte 6u n f anewovilel ta
0AKA @paypéva urtoouvolda tou X oe OAKA @paypéva urtooUvoAa tou Y.



(B) Aeigte 611 1) 16161Ta TOU 0AIKA Ppaypévou dev diatnpeital ard opolopopPpilopovs. (Yrodeln: Ta
R xa1 (0,1) eivatl opoopopdikd.)

13. 'Eow (X, p) perpkdg xopog kat (z,) Baokr) akodoubia otov X. Aeifte 61 to ouvodo A =
{z,, : n € N} eivat odikd @paypévo.

Opada B’
14. Eow (X, p) oupnayng petpikdg Xopog. Arodeifte ot
(a) Kabs 1ooperpia f : X — X sivat er.

(B) Av (Y, 0) eivat perpirdg xwpog Gote va urapyouv woopetpieg g : X — YV kath 1 Y — X, ot
Kat o Y eivat oupnayrg.

15. 'Eow (X, p) oupnayng petpikdg xopog xkat (F,) @bivouca akodoubia KAEOTOV UTOOUVOAGV
tou X. Aeite ou:

(a) Av G eivat avoiktd urtoouvodo tou X oote ﬂzozl F, C G, tote untapxet ng € N pe F,, C G.
B) Av (.o, F,, = 0, tote undpxer mg € N éote F,, = 0.
(y) Av ﬂzo:l F,, eivai povoouvodo, téte diam(F;,) — 0.

16. Eow [ : (X,d) — (Y, p) ovvexnig xat K1 2 Ky O ... akodoubia cuprnayeov uroocuvodmv tou

X. Amodeigte 61
n=1

n=1

17. 'Eow F C R pn cuvpnayég. Asi§te ot uniapyet ouvexrg ouvaptnorn f : E — R n omnoia:
(a) &ev eivar ppaypévn.
(B) eivat @paypévn adAa dev maipvel péytotn tpn.

18. 'Eow (X, p) oupnayng petpikog xwpog xat ouvdaptnon f : X — X oote p(f(x), f(y)) < p(z,y)
yia kaOe x,y € X pe x # y. Anodeilte ou n f éxet akpiBwg éva otabepd onueio.

19. 'Eow (X, p) perpikdg xopog. Anodei€te ot ta akodouba eivat 10o8uvapa:
(a) O X eivatl oupnayng.

(B) K&be @bivouca axodoubia (F),) pn Kevov, KAeOOV Unoouvodev tou X £xel Un Kevr toun,
dnAadn (oo Fn # 0.

20. (a) Eow (X, p) minpng petpkog xopog kat A C X. Asifte 6u 0 A eival oupnayég av xat
Bovov av eival KAE0TO Kat OAIKA QPaAyHEVO.

(B) Eow (X, p) 0Akd @paypévog Hetpikog Xopos. Asitte 6T n mifjpwor) tou (X, p) eival oupnayrg
HETPIKOG XWPOG.

21. Asifte 6u 0 petpirog xopos (X, d) eivat odika gpaypévog av kat pévov av o (X, p) eivat odika
(PPAypEvog, OTou p = ﬁid.

22. () Eow (X1,d1),..., (X, d;) nenepacpévny okoyévela OAKA @PAYHEVRV HETPIKOV XWOP®V.
Aei€te 61 0 xwpog (X, p1), onou X = Hle X; xat p; = Zle d; elval oAkd @PaypEvog PETPIKOG

X®POG.
(B) Acifte 611 éva uroouvodo A tou R¥ eivatl oAdikd @paypévo av kat povov av eivat @paypévo.

23. 'Eow (X, p) petpikog xwpog. Asigte ou ta ak6douba eivat w0oduvana:
(a) Kabe kAe1otd kat @paypévo urtoouvodo tou X eival ouprayég.

(B) O X eival mAnpng kat kaBe @paypévo uroouvodo tou X eivatl oAka @paypEévo.

24. (a) Eotw A C R oote xdbs ouvexng ouvapor f : A — R va sivat opoidpoppa cuvexrg.
Asi&te ot 10 A eival kAe1ot6 untoouvodo tou R. Eival kat” avayknyv @paypévo;



(B) Eotw A C R @paypévo kat ox1 kAewoto. Asi§te ot unidpyet g : A — R Lipschitz kat gpaypévn,
1 oroia dev maipvel péylotn Tps.

(y) Eotw K C R xAsiot6 kat gpaypévo. Acsifte ou kabe ouvexng ouvdptnon f : K — R sivar
op010P0P(dA CUVEXTG.

(6) Eoto [ : R — R opowdpoppa ouvexnig kat A C R gpaypévo. Asifte 6u o f(A) eivar eriong
@paypévo.

Opada B’ - TupnAnpopatikéG AOKNOELS

25. 'Eocw (X,d) oupnayng petpkog xopog, (Y, o) petpkog xopog kat f @ X — Y ouvexng
ouvdaptnon. Arnodei€te ét: av K C Y eival oupnayég e o f~1(K) C X eival oupnayég.

26. Eoww (X, d) oupnayng petpikog xopog kat é¢ote f 1 X — X ouvexrig. Opidoupe pia akodoubia
uroouvodev tou X og e&no: K7 = X xat K41 = f(K,) yia kabe n > 1. Anobeite ou n {K,}
eival gBivouoa akodoubia cuprnayev uriocuvédeyv tou X. Av K = (7, K,,, anodeite 6 K # ()

kat f(K) = K.

27. Eow (X, d) ouprnayrg petpikdg xopog kat ¢ote f : X — X ouvexnig. YroBétoupe 6t undpyet
axkodoubia (x,) otov X oote d(z,, f(z,)) — 0. Asi&te 6u n [ £xet otabepd onpeio.

28. Eoww (X, d) petpikdg xopog kat £0te D rmukvd urnoouvoro tou X . Av kdOe akodoubia otoieiov
tou D éxet unakoAdoubia mou ouyrAivet (otov X) Seitte ou o (X, d) eivar oupnayrg.

29. Eow f : (X,d) — (Y, 0) ouvexng ouvapton. Aeifte 6t av o X eivat oupnayng téte yia kGbe
A C X wyveiou f(A) = f(A).

30. E&etdote av o1 mapakdte rpotdoelg eivat aAnOeig 1) weudeig (attioAoyriote v anavinor) oag):

D) Av f : (X,p) — (Y,0) eivat opoopopdpiopog kat o X eivat 0Akd @paypévog, tote kat o Y
9a eivatl oAkd ppaypévog.

(i) Av (x,) etval Baowkr) akodoubia oe évav petpikd xwpo (X, p), tote 1o ouvodo A :={z, : n €
N} etvat oAikda @paypévo.

31. 'Eow (X, d) ouprnayrng petpikog xopog kat ¢otw (K,) @bivouca akodoubia kAsiotmv urnoou-
védev tou X aote 10 (-, K, va eivat povoouvodo. Aeifte 6t diam(K,) — 0.

32. 'Eow (X, d) perpikdg xopog kat £0te o € X. Av yla kabe € > 0 1o ovvoro X \ B(zo,€) eivar
ouprnaysg, arnodeigte on o (X, d) eivat oupnayrg.

33. Av A, B eivai 8Uo cuprniayr) urtoouvolda tou R, arodeigte 6t to ouvodo
A+B={a+b:acAbec B}
elval oupnayeg.

Opada I

34. () 'Eow {(X,,pn)} akodoubia perpikav xopov pe p,(z,y) < 1 yia xabe z,y € X, rat
n=1,2,.... Aeifte 61 0 xopog ywopevo ([T X, > 0" | 5= pn) eivat ouprnayng.

(B) Aeite 611 kUBog tou Hilbert H™ elval oupnayng PEIPIKOG XWOPOS.

35. Eow (X, p) oupnayng petpikog xmpog kat (G;); avoiktd kdAuppa tou X. @ftoupe f :
X = Rye f(z) = max{dist(x, X \ G;) : i = 1,...,n} yia € X. Anobeitte 61

(@) Ia xabe z € X woyxver f(x) > 0.

(B) H f eivar ocuveyrg.

(y) Xpnowonowwviag ta (a) kat (B) anodeifte to Afjppa tou Lebesgue.



36. (a) Acifte 61 1 ouvapmon R : [0,27) — S, pe R(t) = (cost,sint), ormou S! = {z €
R? : ||z]|2 = 1} o povadiaiog kKUKAOG eivat ouvexrig, 1-1 kat emi. Eivat ot xépot [0,27) xat S*
O010OPPIKOT ;

(B) E€etaote av ot xopot ([0,27],] - |) xat (S1, ] - ||2) etvat opoopopgixoi.
37. (@) Eow (X, p) oupnayrg petpikog xopog kat f : X — X ouvdpmon pe v 1619tta

p(f(x), f(y)) = p(z,y)

yia kabe x,y € X. Asi€te 6u n f sival woopetpia kat eri.

(B) 'Eow (X, p) ouprnayng petpikog xwpog xkat f : X — X 1-1, end wote

p(f(x), fy)) < p(z,y)

yia kabe x,y € X. Asi€te ou n f eival woopetpia.

38. (a) 'Eow (E,) axoloubia &vev avd duo dwompdtev tou [0,1]. Asige 6u diam(E,) — 0
Kabwg n — oo.

(B) Eow 6 > 0. Bpeite akodoubia (F),) &vav ava 8Uo xAewotwv urnoouvédev tou [0, 1] dote
diam(F,) > 1 -9 yian = 1,2,.... EEnyfiote nou ogeidetat n S1agopd tev arotedeopdtov (a) kat
(B).

(y) Aei€re ou yia xdbe € > 0 undpxet akodoubia &Eveov ava duo xAelotdv uroouvérev (F,) tou
povadiaiou diokou D = {(z,y) : 22 + y? < 1} dote diam(F,) > 2 —eyuan=1,2,....

(6) Eote K C R gpaynévo kat (B,,) akoloubia aré &veg ava Vo kAeiotég pradeg oto K. Aeite
ou diam(B,) — 0 kabog n — co.

(e) Eoww (X, p) oAkd @paypévog netpikog xopog xat B, akodoubia and §éveg ava 600 prddeg otov
X. Aeigre 6u lim (diam(B,)) = 0.
n—oo

39. Eocw (X, p) petpikdg xwpog kat § > 0. 'Eva unoouvodo A tou X Aéyetar I-Sraxwpiopévo av
yia kaOe z,y € A pe x # y 1oxvet p(x,y) = 0.

(a) Aeigte 611 av kaBe J-Brayxwpropévo uroouvoro tou X eivatl menepaopévo kat av o A C X eivar
d-Braxwpiopévo, tote undpyet B C X peylouko d-diaxopiopévo wote A C B.

(B) Asitre 6ou av kdBe d-6laxwpiopévo urmoouvodo tou X eival memepaopévo, tote o (X, p) eivai
Slaxwpiopog.

40. Eow (X, p) perprdg xopog. Asitte 6u ta akodouba sival wooduvapa:
(a) O X eivatl oAkda @paypévog.

(B) Ta x&be § > 0, kGOe J-6layxwpiopévo uroouvoro tou X eival rmenepacpévo.

41. 'Eow (X, p) perpikog xopog xat A C X. To A Aéyetat oxetikd ovunayég uroouvoro tou X av
10 A eivat eival cupnayég urtoouvoio tou X.

(@) Arodeitte 6t 10 A sivar oxetkd ovpnayég av kat pévov av kabe akodoubia (a,) oroikeiov tou
A éxe1 unakodouBia mou cuykAivet (X1 Kat’ avayknv ot ototxeio tou A).

(B) Eowo (Y, p) petpirog xopog kat f : X — Y ouvexng. Asite oun f aneikovidel oxeuxda oupnayr
urtoouvola tou X Og OXETIKA CUPIIAYT) UITIOOUVOAd tou Y.

(y) ArobeiSte Ot1 KABe OXeUKA oUPTIAYEG UTOOUVOAO gival oAkd @paypévo. loxuet 1o avtiotpodo;

42. Eow (X, d) pepikog xmpog pe myv €8ng 1816tta: kabe ouvexng ouvapmon f : X — R eivat
epaypévn. Asitte ou o (X, d) etval oupnayrg.



