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1. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A,B µη κενά υποσύνολα του X. Αποδείξτε ότι :

(α) Αν A ⊆ B τότε A ⊆ B.

(ϐ) Αν τα A και B είναι συµπαγή και dist(A,B) = 0 τότε A∩B 6= ∅. [Υπενθύµιση : Η απόσταση

των A και B ορίζεται ως εξής : dist(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.]

(γ) Αν για κάθε x, y ∈ A µε x 6= y ισχύει d(x, y) ≥ 1 τότε το A είναι κλειστό σύνολο.

(2 µον.)

2. (α) ΄Εστω f : R2 → R συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση g : R2 → R µε

g(x, y) = f(x+ y, x− y) είναι συνεχής.

(ϐ) ΄Εστω f, g : (X, d) → (Y, σ) συνεχείς συναρτήσεις και έστω x ∈ X ώστε f(x) 6= g(x). Αποδείξτε

ότι υπάρχει r > 0 ώστε : για κάθε y, z ∈ B(x, r) ισχύει f(y) 6= g(z).

(γ) ΄Εστω f : R→ (Y, δ) συνεχής συνάρτηση, όπου δ η διακριτή µετρική στον Y . Αποδείξτε ότι η f
είναι σταθερή συνάρτηση.

(2.5 µον.)

3. (α) ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής. Υποθέτουµε ότι

υπάρχει ακολουθία (xn) στον X ώστε d(xn, f(xn))→ 0. ∆είξτε ότι η f έχει σταθερό σηµείο.

(ϐ) ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και έστω f : (X, d) → (Y, σ) συνεχής και επί συνάρτηση,

τέτοια ώστε d(x1, x2) ≤ σ(f(x1), f(x2)) για κάθε x1, x2 ∈ X. Αποδείξτε ότι ο (Y, σ) είναι πλήρης.

(2 µον.)

4. (α) Θεωρούµε το R µε µετρική την σ(x, y) = | arctanx−arctan y|. ∆είξτε ότι η σ είναι ισοδύναµη

µε τη συνήθη µετρική του R αλλά ο (R, σ) δεν είναι πλήρης.

(ϐ) ΄Εστω d µετρική στο Q η οποία είναι ισοδύναµη µε την συνήθη µετρική. Αποδείξτε ότι ο (Q, d)
δεν είναι πλήρης.

(2 µον.)

5. (α) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω A µη κενό, συµπαγές υποσύνολο του X. Αποδείξτε ότι

το A είναι ϕραγµένο υποσύνολο του X.

(ϐ) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και (xn) στον X ώστε xn → x. Αποδείξτε ότι το σύνολο

B = {xn : n = 1, 2, . . .} ∪ {x} είναι συµπαγές.

(γ) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και F ⊆ X. Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνον αν για

κάθε συµπαγές υποσύνολο C του X το F ∩ C είναι κλειστό σύνολο.

(2.5 µον.)

6. (α) ΄Εστω (X, d), (Y, σ) µετρικοί χώροι και fn, f : X → Y ώστε fn → f οµοιόµορφα στο X. Αν

κάθε fn είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση, αποδείξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Αποδείξτε ότι η σειρά
∑∞

n=1 ne
−nx

συγκλίνει αν και µόνο αν x > 0. Αποδείξτε ότι : για κάθε

α > 0 η σειρά συναρτήσεων
∞∑

n=1

ne−nx

συγκλίνει οµοιόµορφα στο [α,∞). Είναι η σύγκλιση οµοιόµορφη στο (0,∞);
(2 µον.)
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