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Ενδιάµεση εξέταση 28/04/2018

΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος.

(1) Να δείξετε ότι η απεικόνιση d = ρ
1+ρ είναι µετρική στο X, ισοδύναµη µε την ρ.

(2) ΄Εστω A ⊆ X. Να ελέγξετε την αλήθεια των ισοτήτων :
dist(x,A) = dist(x, Ā), dist(x,A) = dist(x,Ao), dist(x,A) = dist(x, ∂A).

(3) Να υπολογιστούν το εσωτερικό, η κλειστή ϑήκη, το παράγωγο σύνολο και το
σύνορο των παρακάτω υποσυνόλων του R (πλήρεις εξηγήσεις !):

A = (0, 1), B = [0, 1) ∪ {2}, C = [0, 1] ∩Q, D = {1/n : n ∈ N}.

(4) ΄Εστω (E, ‖ ‖) διανυσµατικός χώρος µε νόρµα και d η επαγόµενη µετρική.
Νδο για κάθε x ∈ E και κάθε ε > 0, είναι diamB(x, ε) = 2ε. Ισχύει η ισότητα σε
τυχαίο µετρικό χώρο ;

(5) Νδο στον (X, ρ) κάθε ϐασική ακολουθία, που έχει συγκλίνουσα υπακολουθία,
συγκλίνει.

(6) ΄Εστω A,B ⊆ X. Να ελέγξετε ποιές ισότητες είναι αληθείς :
(A ∪B)o = Ao ∪Bo, (A ∩B)o = Ao ∩Bo, A ∪B = Ā ∪ B̄, A ∩B = Ā ∩ B̄.

(7) ΄Εστω d µετρική-γινόµενο στο X ×X. Νδο το σύνολο ∆X = {(x, x) : x ∈ X}
είναι κλειστό στον (X ×X, d).

(8) Αν D ⊆ X πυκνό και G ⊆ X πυκνό και ανοιχτό, νδο D ∩ G είναι πυκνό
υποσύνολο του X.

(9) Αν A ⊆ X, νδο η απεικόνιση dA : X → R µε dA(x) = dist(x,A), για κάθε
x ∈ X, είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(10) Εξετάστε αν ισχύει η ισοδυναµία: Η απεικόνιση f : (X, ρ) → (Y, σ) είναι
οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνον αν απεικονίζει ϐασικές ακολουθίες του X σε
ϐασικές του Y .

(11) ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) συνεχής. Αν A ⊆ X και (A, ρ|A) διαχωρίσιµος, νδο
(f(A), σ|f(A)) διαχωρίσιµος.

(12) Θεωρούµε τα σύνολα N και Q µε την συνήθη µετρική. Νδο κάθε f : N → Q
είναι οµοιόµορφα συνεχής. Υπάρχει g : Q→ N συνεχής και 1-1;

Καλή Επιτυχία !


