
Óõíå÷åßò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò

Ðåñßëçøç

Áíôþíçò Ïéêïíüìïõ
aeconom@math.uoa.gr

24 Áðñéëßïõ 2010

Ìéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ × ëÝãåôáé (áðüëõôá) óõíå÷Þò áí áíôéóôïé÷åß äéáéóèçôéêÜ óå êÜðïéï óõíå÷Ýò
áñéèìçôéêü ÷áñáêôçñéóôéêü åíüò ðåéñÜìáôïò ôý÷çò. Óå ìáèçìáôéêü åðßðåäï ç × åßíáé óõíå÷Þò áí õðÜñ÷åé
ìéá ìç-áñíçôéêÞ óõíÜñôçóç f , ðïõ ëÝãåôáé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå
óýíïëï Â íá éó÷ýåé

P (X ∈ B) =
∫
B

f(x)dx:

Åéäéêüôåñá ãéá ôç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò × Ý÷ïõìå üôé äßíåôáé ôüôå áðü ôç ó÷Ýóç

F (x) = P (X ≤ x) =
∫

x

−∞
f(u)du:

Áíôßóôñïöá, áí äßíåôáé ç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò F (x) ìéáò óõíå÷ïýò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò × , ôüôå
ìðïñïýìå íá âñïýìå ôç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò f(x) áðü ôç ó÷Ýóç

f(x) =
d

dx
F (x):

Ç ìÝóç ôéìÞ ôçò × ïñßæåôáé ôüôå áðü ôç ó÷Ýóç

Å[× ] =
∫ ∞
−∞

xf(x)dx:

åíþ ç äéáóðïñÜ ïñßæåôáé, üðùò êáé ãéá ôéò äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò, áðü ôç ó÷Ýóç

V ar[X] = E[(X − E[X])2]:

Ç ìÝóç ôéìÞ E[g(X)] ìéáò óõíÜñôçóçò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ìðïñåß íá âñåèåß Üìåóá áðü ôïí ôýðï

E[g(X)] =
∫ ∞
−∞

g(x)f(x)dx:

Ïé ÷ñÞóéìïé ôýðïé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ìÝóçò ôéìÞò êáé ôçò äéáóðïñÜò ìéáò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ðïõ
éó÷ýïõí ãéá äéáêñéôÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò óõíå÷ßæïõí íá éó÷ýïõí. ÓõãêåêñéìÝíá, áí × åßíáé ìéá ôõ÷áßá
ìåôáâëçôÞ, ôüôå éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

E[aX + b] = aE[X] + b;

V ar[aX + b] = a2V ar[X];
V ar[X] = E[X2]− E[X]2:
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Ãéá ìç-áñíçôéêÝò ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ÷ñÞóéìïò Ýíáò åíáëëáêôéêüò ôýðïò õðïëïãéóìïý ôçò ìÝóçò
ôéìÞò, ìÝóù ôçò óõíÜñôçóçò êáôáíïìÞò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå üôé

X ≥ 0 ⇒ E[X] =
∫ ∞

0
(1− F (x))dx:

¸íá óçìáíôéêü ðåßñáìá ôý÷çò åßíáé ç ôõ÷áßá åðéëïãÞ óçìåßïõ áðü Ýíá äéÜóôçìá [a; b]. Áí × åßíáé
ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðåéñÜìáôïò, ôüôå ëÝìå üôé ç × áêïëïõèåß ôç óõíå÷Þ ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ óôï
[a; b] (Uniform([a; b])). Ç óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò ôçò × äßíåôáé ôüôå ùò

f(x) =
{

1
b−a áí a ≤ x ≤ b

0 äéáöïñåôéêÜ:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

E[X] =
a + b

2
; V ar[X] =

(b− a)2

12
:

Ìéá Üëëç óçìáíôéêÞ óõíå÷Þò êáôáíïìÞ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ìåëÝôç ðïëëþí ÷áñáêôçñéóôéêþí ðëçèõóìþí.
Ðñüêåéôáé ãéá ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñáìÝôñïõò � êáé �2 (N(�; �2)) ðïõ Ý÷åé óõíÜñôçóç
ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x) =
1√

2��2
e
− (x−�)2

2�2 ; −∞ < x <∞:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

Å[× ] = �; V ar[X] = �2:

Ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò åßíáé üôé êÜèå ãñáììéêÞ óõíÜñôçóÞ ôçò áêïëïõèåß
åðßóçò êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå üôé

× áêïëïõèåß ôçí Í(�; �2); a ∈ R r {0}; b ∈ R⇒ aX + b áêïëïõèåß ôçí Í(a� + b; a2�2):

Áðü ôçí éäéüôçôá áõôÞ Ýðåôáé üôé äïèåßóçò ìéáò êáíïíéêÞò ôõ÷áßáò ìåôáâëçôÞò ìå ìÝóç ôéìÞ � êáé
äéáóðïñÜ �2, ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ

Z =
X − �

�

åßíáé êáíïíéêÞ ìå ìÝóç ôéìÞ 0 êáé äéáóðïñÜ 1. Ìéá ôÝôïéá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ áíáöÝñåôáé ùò ôõðïðïéçìÝíç
êáíïíéêÞ. ¼ëïé ïé õðïëïãéóìïß ðïõ áöïñïýí ôç × ìðïñïýí íá ãßíïõí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç Æ . ÅðåéäÞ ç
óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò äåí äßíåôáé óå êëåéóôÞ ìïñöÞ áëëÜ ìÝóù ïëïêëçñþìáôïò,
÷ñçóéìïðïéïýìå ôïõò ðßíáêåò ôéìþí ðïõ õðÜñ÷ïõí ãéá ôç óõíÜñôçóç êáôáíïìÞò Φ(z) ôçò ôõðïðïéçìÝíçò
êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò. ¸ôóé Ý÷ïõìå üôé

P (a ≤ X ≤ b) = P

(
a− �

�
≤ X − �

�
≤ b− �

�

)
= P

(
a− �

�
≤ Z ≤ b− �

�

)
= Φ

(
b− �

�

)
−Φ

(
a− �

�

)
:

Ç óçìáóßá ôçò êáíïíéêÞò êáôáíïìÞò Ýããåéôáé óôï üôé ðñïóåããßæåé éêáíïðïéçôéêÜ ôçí êáôáíïìÞ
áèñïéóìÜôùí áíåîÜñôçôùí êáé éóüíïìùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ðïõ áíáöÝñåôáé ùò
êåíôñéêü ïñéáêü èåþñçìá áðïôåëåß Ýíá áðü ôá óçìáíôéêüôåñá èåùñÞìáôá ôçò èåùñßáò ðéèáíïôÞôùí.
Óôçí ðéï áðëÞ ìïñöÞ ôïõ ëÝåé üôé ãéá áñêåôÜ ìåãÜëá n, ç äéùíõìéêÞ êáôáíïìÞ Bin(n; p), äçëáäÞ ôo
ðëÞèïò ôùí åðéôõ÷éþí óå n áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò Bernoulli ìå ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p óå êÜèå äïêéìÞ,
ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ìå ßäéåò ìÝóç ôéìÞ êáé äéáóðïñÜ, äçëáäÞ áðü ôçí
êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ Í(np; np(1−p)). Ðéï óõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå ôï èåþñçìá ôùí DeMoivre-Laplace,
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óýìöùíá ìå ôï ïðïßï, áí Sn åßíáé ï áñéèìüò ôùí åðéôõ÷éþí óå n áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò Bernoulli, ìå
ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p áíÜ äïêéìÞ, ôüôå ãéá êÜèå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò a < b Ý÷ïõìå

lim
n→∞

P

(
a ≤ Sn − np√

np(1− p)
≤ b

)
= Φ(b)− Φ(a):

Ìéá Üëëç óçìáíôéêÞ óõíå÷Þò êáôáíïìÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôç ìïíôåëïðïßçóç ÷ñüíùí æùÞò åîáñôçìÜôùí
êáé ÷ñüíùí ãåíéêüôåñá. Ç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ìå ðáñÜìåôñï � (Exp(�)) Ý÷åé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò
ðéèáíüôçôáò

f(x) =
{

�e−�x áí x ≥ 0
0 äéáöïñåôéêÜ:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

Å[× ] =
1
�
; V ar[X] =

1
�2
:

Ìéá âáóéêÞ éäéüôçôá ôçò åêèåôéêÞò êáôáíïìÞò åßíáé ç ëåãüìåíç áìíÞìïíç éäéüôçôá ç ïðïßá ëÝåé üôé
ãéá ïðïéáäÞðïôå s; t > 0, éó÷ýåé

P (X > s + t|X > t) = P (X > s):

ÄéáéóèçôéêÜ, áí × ðáñéóôÜíåé ôï ÷ñüíï æùÞò åíüò åîáñôÞìáôïò, ç éäéüôçôá áõôÞ ëÝåé üôé ç äåóìåõìÝíç
ðéèáíüôçôá ï õðïëåéðüìåíïò ÷ñüíïò æùÞò ôïõ ìç÷áíÞìáôïò íá åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü s, äåäïìÝíïõ
üôé Ý÷åé Þäç æÞóåé t ÷ñïíéêÝò ìïíÜäåò åßíáé ç ßäéá ìå ôçí ðéèáíüôçôá ï ÷ñüíïò æùÞò åíüò êáéíïýñãéïõ
ìç÷áíÞìáôïò íá åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü s. ÄçëáäÞ ç çëéêßá äåí ðáßæåé ñüëï ãéá ôï ðüóï èá æÞóåé áêüìá
ôï åîÜñôçìá. Ç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ åßíáé ç ìïíáäéêÞ êáôáíïìÞ ðïõ Ý÷åé ôçí áìíÞìïíç éäéüôçôá ðïõ
ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù (ãéá êÜèå s; t > 0).

Ìéá Üëëç êáôáíïìÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôç ìïíôåëïðïßçóç ÷ñüíùí æùÞò åßíáé ç êáôáíïìÞ

ÃÜììá ìå ðáñáìÝôñïõò � êáé � (Gamma(�; �)), ç ïðïßá Ý÷åé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x) =

{
��

Γ(�)x
�−1e−�x áí x ≥ 0:

0 äéáöïñåôéêÜ:

Ç ðïóüôçôá Γ(�) åßíáé ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç ÃÜììá õðïëïãéóìÝíç óôï óçìåßï �, ç ïðïßá äßíåôáé áðü ôï
ïëïêëÞñùìá

Γ(�) =
∫ ∞

0
x�−1e−x:

Ç ìÝóç ôéìÞ êáé ç äéáóðïñÜ ôçò åßíáé

Å[× ] =
�

�
; V ar[X] =

�

�2
:

Ç êáôáíïìÞ ÃÜììá ãåíéêåýåé ôçí åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ, áöïý ç åêèåôéêÞ êáôáíïìÞ ðñïêýðôåé ãéá � = 1.
Ãåíéêüôåñá ç êáôáíïìÞ ÃÜììá åßíáé ãíùóôÞ ùò êáôáíïìÞ Erlang üôáí ç ðáñÜìåôñïò � åßíáé èåôéêüò
áêÝñáéïò.
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