
ASKHSEIS 2

Stic ask seic pio k�tw, an den anafèretai, jewroÔme ìti briskìmaste se q¸ro mètrou (X,A, µ).

1. An f : R→ R eÐnai monìtonh, na deiqjeÐ oti eÐnai Borel metr simh.

2. An sto metr simo q¸ro (X,A) oi f, g eÐnai metr simec, tìte kai oi max{f, g},min{f, g} eÐnai metr -
simec.

3*. 'Estw f : X → [0,∞] metr simh. Na deiqjeÐ oti up�rqei akoloujÐa (sn)n≥1 apl¸n sunart sewn me
sn(x) ≤ sn+1(x) kai limn→∞ sn(x) = f(x) gia k�je x ∈ X.

4. An f metr simh, µ(X) = 1 kai
∫
fdµ > a, tìte µ{f > a} > 0 kai µ{f > a+ 1

n} > 0 gia meg�la n.

5*. An µ(X) = 1 kai ta A1, A2, . . . , An ∈ A ikanopoioÔn µ(A1)+ · · ·+µ(An) > k−1 gia k�poio jetikì
akèraio k, tìte up�rqoun 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n me µ(Ai1 ∩ · · · ∩Aik) > 0.

6. An f : X → N eÐnai metr simh, tìte ∫
fdµ =

∞∑
k=1

µ{f ≥ k}.

7. An f ≥ 0 eÐnai metr simh, tìte ∫
min{f, n} dµ→

∫
fdµ

gia n→∞.

8. 'Estw f, fn ≥ 0 metr simec gia n ≥ 1 ¸ste fn → f sqedìn pantoÔ, kai
∫
fndµ → 0. Na deiqjeÐ ìti∫

f dµ = 0, kai �ra f = 0 sqedìn pantoÔ.

9. 'Estw f ∈ L1(µ) kai En := {x : |f(x)| ≥ n} = {|f | ≥ n}. Na deiqjeÐ ìti nµ(En)→ 0.

10. 'Estw fn ≥ 0 metr simec me µ{fn > 0} = n−2 gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti gia µ-sqedìn ìla ta
x, up�rqei nx fusikìc ¸ste fn(x) = 0 gia n ≥ nx. Kai �ra fn → 0 m-sqedon pantoÔ.

11. 'Estw (rk)k≥1 mia akoloujÐa sto (0, 1) (endeqomènwc mia arÐjmhsh twn rht¸n tou diast matoc).
Jètoume f : [0, 1]→ [0,∞] me

f(x) :=
∞∑

k=1

1
k2

1√
|x− rk|

.

Na deiqjeÐ ìti f(x) <∞ Lebergue-sqedìn pantoÔ sto (0, 1).

12. 'Estw mia akoloujÐa (Zn)n≥1 apo anex�rthtec isìnomec tuqaÐec metablhtèc me katanom  N(0, 1).
Na deiqjeÐ ìti

lim
n→∞

Zn√
log n

= c

gia k�poia stajer� c ∈ (0,∞) kai na prosdioristeÐ h c.

13. 'Estw Ω := {K,Γ}3 o deigmatikìc q¸roc pou antistoiqeÐ se treÐc anex�rthtec rÐyeic enìc nomÐs-
matoc, kai Pp to mètro se autì to q¸ro gia thn perÐptwsh pou to nìmisma èqei pijanìthta epituqÐac
p.

a) Gia poièc timèc twn p1, p2 ∈ [0, 1] èqoume Pp2 � Pp1?
b) Na brejeÐ h Radon-Nikodym par�gwgoc dPp2/dPp1 gia dedomèna p1, p2 ∈ (0, 1).

14*. 'Estw µ, ν mètra ¸ste up�rqei f : X → [0,∞) metr simh me ν(A) =
∫
A fdµ gia A ∈ A (kai �ra

ν � µ). An µ(f = 0) = 0, tìte µ� ν kai dµ/dν = 1/f .
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UpodeÐxeic

1. 'Estw ìti h f eÐnai aÔxousa. Ti morf  èqei to f−1((−∞, a]) gia a ∈ R ?

3. Williams selÐda 51.

5. Me qr sh thc prohgoÔmenh �skhshc.

6. IsqÔei ìti f =
∑∞

k=1 1{f≥k}.

7. K�poio je¸rhma sÔglishc dÐnei amèswc to apotèlesma.

8. L mma Fatou.

9. Apo ton orismì tou En, èqoume

nµ(En) ≤
∫

En

|f | dµ =
∫
|f |1|f |≥n dµ.

'Omwc h |f | ∈ L1(µ) kai kuriarqeÐ ìlec tic |f |1|f |≥n.

10. Pr¸to Borel-Cantelli.

11. Beppo-Levi mazÐ me �skhsh pou eÐdame sthn t�xh.

12. Me qr sh twn dÔo lhmm�twn Borel-Cantelli.

13. 'Estw f := dPp2/dPp1 . ArkeÐ na èqoume thn isìthta Pp2(A) =
∫
A fdPp1 gia ìla ta A pou eÐnai

monosÔnola tou Ω.

14. Gia to deÔtero er¸thma, upologÐzoume to
∫
A(1/f) dν gia A ∈ A qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma

thc paragr�fou 5.14 apo ton Williams. To èqoume kalÔyei sthn t�xh.


