
Τμήμα Μαθηματικών. Ακαδ. έτος 2019-20 (εαρινό εξάμηνο)

Απειροστικός Λογισμός ΙΙΙ - Φύλλο 1

1. ΄Εστω ~a,~b δύο γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα του Rn
. Να δειχθεί ότι για κάθε

~x ∈ Rn
υπάρχει μοναδικό ~y ∈ Rn

το οποίο είναι γραμμικός συνδυασμός των ~a και
~b και επίσης είναι τέτοιο ώστε το ~x− ~y είναι κάθετο στα ~a και ~b.

2. Για κάθε ένα από τα παρακάτω υποσύνολα του R2
να εξεταστεί αν είναι ανοικτό,

αν είναι κλειστό, και να βρεθεί το σύνολο των σημείων συσσώρευσης.

Q2, Z2, {(x, n) : x ∈ R2 , n ∈ N}, {(x, 1
n
) : x ∈ R2 , n ∈ N},

{(x, f(x)) : x ∈ R} (όπου f : R→ R συνεχής συνάρτηση)

3. (κιβωτισμός) Να αποδειχθεί ότι αν (Fk) είναι μία ακολουθία μη-κενών συμπαγών
υποσυνόλων του Rn

με Fk+1 ⊂ Fk, τότε ∩∞k=1Fk 6= ∅.

4. ΄Εστω ~f : Rn → Rm
. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η ~f είναι συνεχής συνάρτηση

(ii) Αν το A ⊂ Rm
είναι ανοικτό τότε το ~f−1(A) είναι ανοικτό

(iii) Αν το K ⊂ Rm
είναι κλειστό τότε το ~f−1(K) είναι κλειστό

5. Να εξεταστεί αν υπάρχουν τα όρια

lim
(x,y)→(1,0)

x4 + y4 − 1

x2 + y2 − 1
, lim

(x,y)→(0,0)

1− cos(xy)

sin(x2 + y2)
, lim

(x,y)→(0,0)

xy

y − x

6. Να εξεταστεί αν υπάρχουν στο (0, 0) τα διαδοχικά όρια καθώς και το όριο της

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
.

7. Να εξεταστεί για ποιες τιμές του α ∈ R μπορεί η

h(x, y) =
|xy|α

x2 + y2

να επεκταθεί σε μία συνεχή συνάρτηση ορισμένη στο R2
.

8. Δίνεται διάνυσμα ~a ∈ Rn
και η συνάρτηση

f(~x) =
~a · ~x
‖~x‖

, ~x ∈ Rn \ {~0}.

Αν υπάρχει το lim~x→~0 f(~x), τότε τι μπορείτε να συμπεράνετε για το διάνυσμα ~a;
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Απειροστικός Λογισμός ΙΙΙ - Φύλλο 2

1. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x, y) =

{ (
1− cos(x

2

y

)√
x2 + y2, y 6= 0,

0, y = 0.

Να δειχθεί ότι στο (0,0) η f είναι συνεχής αλλά δεν είναι διαφορίσιμη. Να
εξεταστεί επίσης αν υπάρχουν οι κατά κατεύθυνση παράγωγοι στο (0, 0). Να
βρεθεί, εφόσον υπάρχει, η κατεύθυνση μέγιστου ρυθμού μεταβολής στο (0, 0).

2. Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου στο ελλειπτικό παραβόλοειδές

z = 3x2 + y2 στο σημείο (1,−2, 7). Να βρεθεί το μοναδιαίο εξωτερικό κάθετο
διάνυσμα στο σημείο αυτό.

3. ΄Ενα σύνολο A ⊂ Rn
λέγεται κυρτό αν έχει την εξής ιδιότητα: αν ~x, ~y ∈ A και

t ∈ [0, 1] τότε (1− t)~x+ t~y ∈ A. ΄Εστω ότι αν το A ⊂ Rn
είναι κυρτό και ότι η

f : A→ R είναι C1
με φραγμένες μερικές παραγώγους. ΄ΕστωM = supA |∇f |.

Αν δειχθεί ότι για κάθε ~x, ~y ∈ A ισχύει

|f(~x)− f(~y)| ≤M‖~x− ~y‖ .

4. ΄Εστω f : Rn \ {0} C1
, θετικά ομογενής συνάρτηση βαθμού α > 0, δηλαδή

συνάρτηση για την οποία ισχύει

f(t~x) = tαf(~x) , t > 0 , ~x ∈ Rn \ {0}.

Να δειχθεί ότι

~x · ∇f(~x) = αf(~x) , ~x ∈ Rn \ {0}.

5. Υλικό σημείο κινείται υπό την επίδραση δύναμης και η θέση του τη χρονική

στιγμη t είναι
γ(t) = (cos t, sin t, t) , t ∈ [0, π/2].

Τη χρονική στιγμή t = π/2 παύει η άσκηση δύναμης και το σώμα κινείται
ελεύθερα. Να βρεθεί η θέση του τη στιγμή όπου θα φτάσει σε ύψος 5.

6. Να βρεθεί για ποιες τιμές του β ∈ R η συνάρτηση

f(x, y) =

{ xy
(x2+y2)β

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

είναι συνεχής στο (0, 0) και για ποια β είναι διαφορίσιμη στο (0, 0).
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7. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin

(
1√
x2+y2

)
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

έχει μερικές παραγώγους σε κάθε σημείο. Απόδειξτε ότι οι μερικές παράγωγοι

δεν είναι συνεχείς στο (0, 0) αλλά η f είναι διαφορίσιμη στο (0, 0).

8. Αποδείξτε ότι το 2× 2 σύστημα

u = x2y , v = x3 − y2

μπορεί να λυθεί μονοσήμαντα ως προς (x, y) για (u, v) κοντά στο (4, 7) με την
λύση (x, y) να βρίσκεται κοντά στο (2, 1). Για τις αντίστοιχες συναρτήσεις
x(u, v), y(u, v) να βρεθούν οι μερικές παράγωγοι ∂x/∂u, ∂x/∂v, ∂y/∂u και
∂y/∂v στο σημείο (u, v) = (4, 7).
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1. ΄Εστω

g(x) =
x3y − xy3

x2 + y2
.

Να δειχθεί ότι οι μερικές παράγωγοι β΄ τάξης fxy και fyx υπάρχουν στο (0, 0)
αλλά fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0).

2. ΄Εστω g : R → R μία C2
συνάρτηση και f : Rn → R, f(~x) = g(‖~x‖). Να

δειχθεί ότι

(i) Η κατεύθυνση μέγιστης αύξησης σε κάθε μη-κρίσιμο σημείο ~x είναι παράλληλη με το ~x

(ii) fx1x1 + fx2x2 + . . .+ fxnxn = g′′ +
n− 1

r
g′ , r = ‖~x‖

(iii) Αποδείξτε ότι αν n ≥ 3 τότε η συνάρτηση f(~x) = ‖~x‖2−n, ~x 6= ~0, είναι λύση της

εξίσωσης του Laplcace: fx1x1 + fx2x2 + . . .+ fxnxn = 0 ,στο Rn \ {0}.

3. Να δειχθεί ότι αν η συνάρτηση f είναι C2
στο R2

τότε

fxx + fyy = frr +
1

r
fr +

1

r2
fθθ (x = r cos θ , y = r sin θ)

4. ΄Εστω P (~x), ~x ∈ Rn
, πολυώνυμο βαθμού μικρότερου ή ίσου του m. Να δειχθεί

ότι αν

lim
~x→~0

P (~x)

‖~x‖m
= 0

τότε το P είναι το μηδενικό πολυώνυμο.

5. Αν P (x, y, z) είναι πολυώνυμο δευτέρου βαθμού και

lim
(x,y,z)→(3,2,1)

(y2 − xz)yz − P (x, y, z)
(x− 3)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2

= 0,

να βρεθεί ο συντελεστής του xy στο πολυώνυμο αυτό.

6. Δείξτε ότι υπάρχει μία C∞ συνάρτηση f(x) ορισμένη σε ένα διάστημα της
μορφής (1−δ, 1+δ) ώστε xf(x)+f(x)x = 2 για κάθε x ∈ (1−δ, 1+δ). Επίσης
να υπολογιστεί το f ′(1).

7. Αποδείξτε ότι υπάρχει C∞ συνάρτηση z = φ(x, y) ορισμένη σε μία περιοχή U
του σημείου (3,−2) τέτοια ώστε φ(3,−2) = 1 και

φ(x, y)6 + xφ(x, y)2 + 5yφ(x, y) + y2 + 2 = 0 , (x, y) ∈ U .

Στη συνέχεια βρείτε την κατεύθυνση μέγιστου ρυθμού μεταβολής της φ στο
σημείο (3,−2).
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8. Να μελετηθούν τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης h(x, y) = x4 + 2y2 − 12xy.

9. Θεωρούμε το ελλειψοειδές
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, όπου a, b, c > 0. Βρείτε ένα σημείο

του (x0, y0, z0) ώστε αν φέρουμε το εφαπτόμενο επίπεδο E στο σημείο αυτό,
ο όγκος που ορίζεται από το E στο πρώτο ογδοημόριο να είναι ο ελάχιστος
δυνατός. [Θεωρείστε γνωστό ότι ο όγκος του τετραπλεύρου που ορίζεται από

την αρχή των αξόνων και τα διανύσματα ~a,~b,~c είναι 1
6
|~a · (~b× ~c)|.]

2



Τμήμα Μαθηματικών. Ακαδ. έτος 2019-20 (εαρινό εξάμηνο)
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1. Να υπολογιστεί το διαδοχικό ολοκλήρωμα∫ 1

0

∫ 1

√
y

(1 + x5)−7y dx dy

2. Να βρεθεί το κέντρο βάρους του χωρίου

D =
{
(x, y) : a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2 : y ≥ λ|x|} (λ ≥ 0, b > a > 0

}
3. Να υπολογιστεί το lim aN όπου

aN =
N∑

i,j=1

ij

(N2 + i2 + j2)2

[Υπόδειξη. Αναγνωρίστε το aN ως ένα άθροισμα Riemann]

4. Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που περικλείεται από τους κυλίνδρους

x2 + y2 = a2 και x2 + z2 = a2.

5. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
∫∫

D
(x+2y)3

(2x2+5y2+2xy)3/2
dx dy, όπου

D =
{
(x, y) : 2x2 + 5y2 + 2xy ≤ 1 , 1 ≤ 2x+ 4y ≤ 2

}
Υπόδειξη. Θέστε u = x+ 2y, v = x− y.

6. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα
∫∫∫

G
z(x2 + y2)−1/2dx dy dz όπου G το στερεό

χωρίο που φράσσεται από πάνω από το επίπεδο z = 2 και από κάτω από το
παραβολοειδές 2z = x2 + y2.

7. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που σε πολικές συντεταγμένες ορίζεται από

τη σχέση r2 ≤ a2 cos 2θ (a > 0)).

8. Υπολογίστε τον όγκο του στερεού που η βάση του είναι το καρδιοειδές

r ≤ a(1 + cos θ) , και το οποίο φράσσεται από πάνω από το παραβολοειδές
z = x2 + y2.

9. Να βρεθεί για ποια α ∈ R συγκλίνει το καταχρηστικό ολοκλήρωμα
∫∫∫

R3(x
2 +

y2 + z2)−αdx dy dz.

10. Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που φράσσεται από κάτω από τον κώνο z =√
3(x2 + y2) και από πάνω από τη σφαίρα x2 + y2 + z2 = 4.
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Απειροστικός Λογισμός ΙΙΙ - Φύλλο 5

1. Να υπολογιστεί το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα∫
γ

{
[yexy cos z+2x sin(yz)+x]dx+[xexy cos z+zx2 cos(yz)−ey]dy+[yx2 cos(yz)−exy sin z+2z]dz

}
όπου γ είναι η καμπύλη (t3 cos t, t2 sin t, tet), 0 ≤ t ≤ π.

2. Εξετάστε αν το διανυσματικό πεδίο ~F = (2xy + z − 1, x2 + 2yz2, 2y2z + x −
2z) είναι συντηρητικό και στη συνέχεια υπολογίστε το

∫
γ
~F · d~r όπου γ(t) =

( t
4
, t
4

cos t, t8/3), 0 ≤ t ≤ 4π.

3. Αποδείξτε ότι η καμπύλη Γ που είναι η τομή του ημισφαιρίου z =
√

4− x2 − y2
και του κυλίνδρου x2 +y2 = 2x έχει το ίδιο μήκος με την έλλειψη 2x2 +y2 = 2.

4. ΄Εστω ~F = (P,Q) : R2 \ {0} → R2
ένα C1

διανυσματικό πεδίο με Py = Qx.

Να δειχθεί ότι αν γ1, γ2 είναι απλές κλειστές τμηματικά C
1
καμπύλες θετικής

φοράς και (0, 0) ∈ int(γ1) ∩ int(γ2), τότε
∫
γ1
~F · d~r =

∫
γ2
~F · d~r. [Η λύση

μπορεί να βασιστεί σε μεγάλο βαθμό σε κατάλληλο σχήμα. Θεωρείστε πρώτα

την περίπτωση όπου οι γ1 και γ2 δεν τέμνονται.]

5. ΄Εστω a, b, A,B θετικοί αριθμοί τέτοιο ώστε a2

A2 + b2

B2 6= 1. Να υπολογιστεί το

επικαμπύλιο ολοκλήρωμα
∫
γ

(
−y

x2+y2
dx+ x

x2+y2
dy
)
όπου γ η έλλειψη με εξίσωση

(x−a)2
A2 + (y−b)2

B2 = 1.

6. Επαληθεύστε το θεώρημα απόκλισης του Gauss για το διανυσματικό πεδίο
~F (x, y, z) = (0, 0, z3) στη σφαίρα S(R).

7. Αποδείξτε ότι ο τύπος του Stokes συνεπάγεται τον τύπο του Green.

8. ΄Εστω το διανυσματικό πεδίο ~F (~r) = ‖~r‖−3~r και α > 0. Να υπολογιστεί το

επιφανειακό ολοκλήρωμα
∫∫

∂Kα

~F · ~νdS όπου Kα είναι το μέρος της μπάλας

x2 + y2 + z2 ≤ 4a2 όπου z ≥ −α και ~ν είναι το εξωτερικό μοναδιαίο κάθετο
διάνυσμα στο ∂Kα.

9. Εφαρμόστε το θεώρημα του Stokes προκειμένου να υπολογίσετε το επικαμπύλιο

ολοκλήρωμα
∫
γ
~F · d~r όπου ~F = (−y3, x3, z3) και γ η τομή του επιπέδου x +

y + z = 1 με τον κύλινδρο x2 + y2 = 1, όπου η φορά λαμβάνεται έτσι ώστε να
προκύπτει θετική φορά αν προβάλλουμε στο επίπεδο z = 0.
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v 2 0 c ( _ n ^  S ( C f ^ c - T x/ -«?*
r ^ >  < ^ c P / C ? ) J ·  £t\/D<=t J r ^  - r v - r /

c 2 J  c l ^ f f  cT?J> c3To> ('<0 r d?).

9 "

CL v c €  < > y  c x  cx D o t y  d ( ^ f^ X ^ C ''T  asK

<£-rg>£>o o ( <rv -rv'/ I

X ” —  / C i > ;  y

\

i qI  n tp ~ r~ c?  ĉJ
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/ err tf-ẑ l— '< # Ά - ε )  o i ^ ^ o Q o r

& ' ■

7

Ί Ο ι ^ χ
\

„ φ  L / T ^ O  O

^ v rv

r w r  t < r ^ o  /  1—  r * ^ ’^  /^7 f  <0 t ^  τ  * w  e  e

o

ί ~ ί , η *  [ - ? , ' :  O  l - f j ' }

^  „  x  Α Λ -  ' j · ^ 7 ;

—Ή ·  Ί / U *  ^  X

P - / , 3

7
£ x  e* f  ̂ cTe? x  T “&{ r

d ? o

L -  -  £  O  .

/* {(&  «

t - 6 - 7  £ i  > ■ "

[ -1 ,0 * 1 -? ,  s j

o  \ ~ ~ o  f o  d  <

γ — 7 r  \
J — t ' ^ V p A y f d ' ^  I  ( ·*  ‘T ’ w ^  i ' M ' ' ' - 7C T 7̂ CjQ ĉ ~~(~y\_y e T T ^ - p C  cT^r
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