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Στο τελευταίο μάθημα: μερικές παράγωγοι: αν f : A ⊂ Rn → R και ~a ∈ A, η
μερική παράγωγος ως προς xk στο σημείο ~a ορίζεται ως

∂f

∂xk
(~a) = lim

t→0

f(~a+ t~ek)− f(~a)

t

όταν το όριο υπάρχει.

Ισοδύναμα, αν ορίσουμε

g(s) = f(a1, a2, . . . , ak−1, s, ak+1.an),

τότε

∂f

∂xk
(~a) = g′(ak)

Η μερική παράγωγος ως προς xk δηλώνει το ρυθμό μεταβολής της συνάρτησης στο
σημείο ~a όταν κινούμαστε στην κατεύθυνση ~ek.

Το διάνυσμα

∇f(~a) =
( ∂f
∂x1

(~a), . . . ,
∂f

∂xn
(~a)
)

ονομάζεται κλίση της f στο σημείο ~a.
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Κατά κατεύθυνση παράγωγος (ή κατευθυνόμενη παράγωγος)

Ορισμός. Κάθε διάνυσμα ~u ∈ Rn με ‖~u‖ = 1 ονομάζεται κατεύθυνση.

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R και ~a ∈ A. Η κατά κατεύθυνση παράγωγος της f
στο σημείο ~a στην κατεύθυνση ~u ορίζεται ως

D~uf(~a) = lim
t→0

f(~a+ t~u)− f(~a)

t

όταν το όριο υπάρχει.

Η κατά κατεύθυνση παράγωγος ισούται με το ρυθμό μεταβολής της f στο σημείο ~a
στην κατεύθυνση ~u.
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Η κατά κατεύθυνση παράγωγος γενικεύει την έννοια της μερικής παραγώγου:

είναι φανερό ότι

D~ekf(~a) =
∂f

∂xk
(~a)

Παράδειγμα. ΄Εστω f(x, y) = x2y, ~u = (cos θ, sin θ) και ~a = (x0, y0). ΄Εχουμε

D~uf(~a)

= lim
t→0

(x0 + t cos θ)2(y0 + t sin θ)− x20y0
t

= lim
t→0

x20y0+(2x0y0 cos θ+x20 sin θ)t+(2x0 cos θ sin θ+y0 cos2 θ)t2+cos2 θ sin θt3−x20y0
t

= 2x0y0 cos θ + x20 sin θ .

Αργότερα θα δούμε ότι υπάρχει πιο εύκολος τρόπος!
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Παράδειγμα. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x, y) =


x2y
x4+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

΄Εστω ~u = (cos θ, sin θ). Αν sin θ 6= 0 τότε

f(t cos θ, t sin θ)− f(0, 0)

t

=
t3 cos2 θ sin θ

t5 cos4 θ + t3 sin2 θ

=
cos2 θ sin θ

t2 cos4 θ + sin2 θ

→ cot θ cos θ ,

δηλαδή D~uf(0, 0) = cot θ cos θ. Αν sin θ = 0 τότε D~uf(0, 0) = 0.

΄Εχουμε ήδη δει ότι η f είναι ασυνεχής στο (0, 0). Συνεπώς η ύπαρξη της κατά
κατεύθυνση παραγώγου ακόμα και σε κάθε κατεύθυνση δεν είναι μία

ικανοποιητική έννοια διαφορισιμότητας.



Παράδειγμα. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x, y) =


x2y
x4+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

΄Εστω ~u = (cos θ, sin θ). Αν sin θ 6= 0 τότε

f(t cos θ, t sin θ)− f(0, 0)

t

=
t3 cos2 θ sin θ

t5 cos4 θ + t3 sin2 θ

=
cos2 θ sin θ

t2 cos4 θ + sin2 θ

→ cot θ cos θ ,

δηλαδή D~uf(0, 0) = cot θ cos θ. Αν sin θ = 0 τότε D~uf(0, 0) = 0.

΄Εχουμε ήδη δει ότι η f είναι ασυνεχής στο (0, 0). Συνεπώς η ύπαρξη της κατά
κατεύθυνση παραγώγου ακόμα και σε κάθε κατεύθυνση δεν είναι μία

ικανοποιητική έννοια διαφορισιμότητας.



Παράδειγμα. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x, y) =


x2y
x4+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

΄Εστω ~u = (cos θ, sin θ). Αν sin θ 6= 0 τότε

f(t cos θ, t sin θ)− f(0, 0)

t

=
t3 cos2 θ sin θ

t5 cos4 θ + t3 sin2 θ

=
cos2 θ sin θ

t2 cos4 θ + sin2 θ

→ cot θ cos θ ,

δηλαδή D~uf(0, 0) = cot θ cos θ. Αν sin θ = 0 τότε D~uf(0, 0) = 0.

΄Εχουμε ήδη δει ότι η f είναι ασυνεχής στο (0, 0). Συνεπώς η ύπαρξη της κατά
κατεύθυνση παραγώγου ακόμα και σε κάθε κατεύθυνση δεν είναι μία

ικανοποιητική έννοια διαφορισιμότητας.



Διαφορισιμότητα.

Για να γίνει πιο κατανοητός ο ορισμός της διαφορισιμότητας είναι χρήσιμο να

δούμε με λίγο διαφορετικό τρόπο την έννοια της διαφορισιμότητας στη μία

διάσταση.

΄Εστω f : R→ R και a ∈ R. Τα ακόλουθα δύο είναι ισοδύναμα :

(1) η f είναι παραγωγίσιμη στο a

(2) υπάρχει B ∈ R ώστε lim
x→a

f(x)− f(a)−B(x− a)

|x− a|
= 0

Επιπλέον, αν οι (1), (2) ισχύουν, τότε f ′(a) = B.

«Η συνάρτηση f(a) + f ′(a)(x− a) είναι μία πολύ καλή προσέγγιση της f(x) κοντά
στο σημείο a (με την έννοια της (2) ) και μάλιστα είναι η μόνη τόσο καλή
προσέγγιση από συναρτήσεις της μορφής A+Bx»

(Συναρτήσεις της μορφής Ax+B ονομάζονται συχνά αφφινικές συναρτήσεις.
Πρόκειται φυσικά για τα πολυώνυμα α΄ βαθμού)
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[
(μικρή, άτυπη αλλά χρήσιμη παρένθεση) Αφφινικές συναρτήσεις στο Rn.

Αφφινικές συναρτήσεις ονομάζονται οι συναρτήσεις g : Rn → R της μορφής

g(~x) = ~a · ~x+ b = a1x1 + . . .+ anxn + b .

Ισοδύναμα, είναι ακριβώς τα πολυώνυμα α΄ βαθμού.

Ισοδύναμα, είναι ακριβώς οι συναρτήσεις που είναι άθροισμα μιας γραμμικής

συνάρτησης και μίας σταθεράς.

Λέμε ότι μία συνάρτηση f : A ⊂ Rn → R επιδέχεται βέλτιστη αφφινική προσέγγιση
στο σημείο ~a ∈ A αν υπάρχει αφφινική συνάρτηση g ώστε

lim
~x→~a

f(~x)− g(~x)

‖~x− ~a‖
= 0.

Αν η f επιδέχεται βέλτιστη αφφινική προσέγγιση στο σημείο ~a τότε η αντίστοιχη

αφφινική συνάρτηση g είναι μοναδική (άσκηση) .

]
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στο σημείο ~a ∈ A αν υπάρχει αφφινική συνάρτηση g ώστε

lim
~x→~a

f(~x)− g(~x)

‖~x− ~a‖
= 0.

Αν η f επιδέχεται βέλτιστη αφφινική προσέγγιση στο σημείο ~a τότε η αντίστοιχη

αφφινική συνάρτηση g είναι μοναδική (άσκηση) .

]



Ανάλογα έχουμε

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R. Η f είναι διαφορίσιμη (ή παραγωγίσιμη) στο
~a ∈ A αν υπάρχει διάνυσμα ~B ∈ Rn ώστε

lim
~x→~a

f(~x)− f(~a)− ~B · (~x− ~a)

‖~x− ~a‖
= 0

Μπορεί να δει κανείς (άσκηση) ότι αν υπάρχει τότε το παραπάνω διάνυσμα ~B
είναι μοναδικό. Το ονομάζουμε παράγωγο (ή ολική παράγωγο) της f στο ~a και το
συμβολίζουμε με Df(~a) ή με f ′(~a).

Παρατήρηση. Άρα η διαφορισιμότητα στο ~a είναι ισοδύναμη εξ ορισμού ισοδύναμη
με την ύπαρξη βέλτιστης αφφινικής προσέγγισης στο ~a. Η βέλτιστη αφφινική
προσέγγιση στο ~a είναι η συνάρτηση η f(~a)− f ′(~a) · (~x− ~a).

Πρόταση. Αν η f(~x) είναι διαφορίσιμη στο ~a τότε είναι συνεχής στο ~a.
Απόδειξη. Εύκολη άσκηση.



Ανάλογα έχουμε

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R. Η f είναι διαφορίσιμη (ή παραγωγίσιμη) στο
~a ∈ A αν υπάρχει διάνυσμα ~B ∈ Rn ώστε

lim
~x→~a

f(~x)− f(~a)− ~B · (~x− ~a)

‖~x− ~a‖
= 0

Μπορεί να δει κανείς (άσκηση) ότι αν υπάρχει τότε το παραπάνω διάνυσμα ~B
είναι μοναδικό. Το ονομάζουμε παράγωγο (ή ολική παράγωγο) της f στο ~a και το
συμβολίζουμε με Df(~a) ή με f ′(~a).
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Πρόταση. Αν η f(~x) είναι διαφορίσιμη στο σημείο ~a τότε υπάρχουν όλες οι κατά
κατεύθυνση παράγωγοι της f στο ~a και μάλιστα

(D~uf)(~a) = f ′(~a) · ~u

για κάθε κατεύθυνση ~u.
Απόδειξη. Στο παραπάνω όριο θέτουμε ~x = ~a+ t~u οπότε καθώς t→ 0 έχουμε
~x→ ~a. Άρα

0 = lim
~x→~a

f(~x)− f(~a)− f ′(~a) · (~x− ~a)

‖~x− ~a‖

= lim
t→0

f(~a+ t~u)− f(~a)− tf ′(~a) · ~u
|t|

= lim
t→0

f(~a+ t~u)− f(~a)− tf ′(~a) · ~u
t

= lim
t→0

f(~a+ t~u)− f(~a)

t
− f ′(~a) · ~u,

και το ζητούμενο έπεται. 2



΄Επεται από την τελευταία πρόταση ότι αν η f είναι παραγωγίσιμη στο ~a τότε οι
μερικές παράγωγοι της f στο ~a υπάρχουν και

∂f

∂xk
(~a) = f ′(~a) · ~ek

Συνεπώς

Πρόταση. Αν η f είναι διαφορίσιμη στο ~a τότε υπάρχει το διάνυσμα ∇f(~a) και
f ′(~a) = ∇f(~a).

΄Επεται άμεσα το ακόλουθο κριτήριο διαφορισιμότητας:

Πρόταση. Η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο ~a αν και μόνο αν υπάρχουν όλες οι
μερικές της παράγωγοι στο ~a και

lim
~x→~a

f(~x)− f(~a)−∇f(~a) · (~x− ~a)

‖~x− ~a‖
= 0



΄Επεται από την τελευταία πρόταση ότι αν η f είναι παραγωγίσιμη στο ~a τότε οι
μερικές παράγωγοι της f στο ~a υπάρχουν και

∂f

∂xk
(~a) = f ′(~a) · ~ek

Συνεπώς

Πρόταση. Αν η f είναι διαφορίσιμη στο ~a τότε υπάρχει το διάνυσμα ∇f(~a) και
f ′(~a) = ∇f(~a).

΄Επεται άμεσα το ακόλουθο κριτήριο διαφορισιμότητας:

Πρόταση. Η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο ~a αν και μόνο αν υπάρχουν όλες οι
μερικές της παράγωγοι στο ~a και

lim
~x→~a

f(~x)− f(~a)−∇f(~a) · (~x− ~a)

‖~x− ~a‖
= 0



΄Επεται από την τελευταία πρόταση ότι αν η f είναι παραγωγίσιμη στο ~a τότε οι
μερικές παράγωγοι της f στο ~a υπάρχουν και

∂f

∂xk
(~a) = f ′(~a) · ~ek

Συνεπώς

Πρόταση. Αν η f είναι διαφορίσιμη στο ~a τότε υπάρχει το διάνυσμα ∇f(~a) και
f ′(~a) = ∇f(~a).

΄Επεται άμεσα το ακόλουθο κριτήριο διαφορισιμότητας:

Πρόταση. Η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο ~a αν και μόνο αν υπάρχουν όλες οι
μερικές της παράγωγοι στο ~a και

lim
~x→~a

f(~x)− f(~a)−∇f(~a) · (~x− ~a)

‖~x− ~a‖
= 0



Παράδειγμα. ΄Εστω η συνάρτηση

h(x, y) =


|xy|α
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Αν α ≤ 1 τότε η h είναι ασυνεχής στο (0, 0), άρα δεν είναι διαφορίσιμη στο σημείο
αυτό. ΄Εστω τώρα α > 1. Τότε εύκολα βλέπουμε ότι οι μερικές παράγωγοι ∂h

∂x
,
∂h
∂y

υπάρχουν στο (0, 0) και είναι ίσες με 0. Άρα (για α > 1) η h είναι διαφορίσιμη στο
(0, 0) και μόνο αν

lim
(x,y)→(0,0)

h(x, y)− h(0, 0)−∇h(0, 0) · (x, y)

‖(x, y)‖
= 0

ισοδύναμα αν και μόνο αν

lim
(x,y)→(0,0)

|xy|α

(x2 + y2)3/2
= 0

δηλαδή (γιατί;) αν και μόνο αν α > 3/2.



Παράδειγμα. ΄Εστω η συνάρτηση

h(x, y) =


|xy|α
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Αν α ≤ 1 τότε η h είναι ασυνεχής στο (0, 0), άρα δεν είναι διαφορίσιμη στο σημείο
αυτό. ΄Εστω τώρα α > 1. Τότε εύκολα βλέπουμε ότι οι μερικές παράγωγοι ∂h

∂x
,
∂h
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υπάρχουν στο (0, 0) και είναι ίσες με 0. Άρα (για α > 1) η h είναι διαφορίσιμη στο
(0, 0) και μόνο αν

lim
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lim
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= 0

δηλαδή (γιατί;) αν και μόνο αν α > 3/2.



Το προηγούμενο κριτήριο δεν είναι απαραίτητο για περισσότερο «καλές»

συνάρτήσεις. Συχνά είναι πιο απλό να χρησιμοποιήσουμε την ακόλουθη

Πρόταση. ΄Εστω ότι οι μερικές παράγωγοι της f : A ⊂ Rn → R υπάρχουν σε μια
περιοχή του ~a ∈ A και είναι συνεχείς στο ~a. Τότε η f είναι διαφορίσιμη στο ~a.
Απόδειξη. Παραλείπεται.

Πόρισμα. Αν η f : A ⊂ Rn → R είναι C1
στο A (δηλαδή οι μερικές της παράγωγοι

υπάρχουν και είναι συνεχείς στο A) τότε είναι διαφορίσιμη σε κάθε σημείο του A.

Πόρισμα. Αν η f : A ⊂ Rn → R είναι C1
στο A τότε η παράγωγός της κατά την

κατεύθυνση ~u στο σημείο ~a δίνεται από τη σχέση

D~uf(~a) = ∇f(~a) · ~u
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Παράδειγμα. Να βρεθεί η κατά κατεύθυνση παράγωγος της

f(x, y, z) =
x2ey log z

y − 1

στο σημείο (−1, 0, e) στην κατεύθυνση ~u = (1/2,−
√

3/2, 0).

Η f(x, y, z) ορίζεται στο ανοικτό σύνολο A = {(x, y, z) : z > 0 , y 6= 1}, είναι
(προφανώς) C1

στο σύνολο αυτό και άρα είναι διαφορίσιμη σε κάθε σημείο του.

Υπολογίζουμε

∂f

∂x
=

2xey log z

y − 1
=⇒

∂f

∂x
(−1, 0, e) = 2

∂f

∂y
=
x2ey(y − 1) log z − x2ey log z

(y − 1)2
=⇒

∂f

∂y
(−1, 0, e) = −2

∂f

∂z
=

x2ey

z(y − 1)
=⇒

∂f

∂z
(−1, 0, e) = −

1

e

Άρα

D~uf(−1, 0, e) = (2,−2,−
1

e
) · (1/2,−

√
3/2, 0) = 1 +

√
3 .
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Μέγιστος ρυθμός μεταβολής. Είδαμε ότι αν η f είναι διαφορίσιμη τότε

D~uf(~a) = ∇f(~a) · ~u

΄Επεται ότι αν ∇f(~a) 6= ~0 τότε:

I ο μέγιστος ρυθμός αύξησης της f στο ~a επιτυγχάνεται στην κατεύθυνση
∇f(~a)
‖∇f(~a)‖

και είναι ίσος με ‖∇f(~a)‖

I ο μέγιστος ρυθμός μείωσης της f στο ~a λαμβάνεται στην κατεύθυνση − ∇f(~a)
‖∇f(~a)‖

και είναι ίσος με ‖∇f(~a)‖ (δηλαδή ο ρυθμός αύξησης είναι −‖∇f(~a)‖)

I ο ρυθμός μεταβολής της f σε οποιαδήποτε κατεύθυνση κάθετη

στο ∇f(~a) είναι μηδέν



Παράδειγμα. ΄Εστω η συνάρτηση f(x, y) = x2 + 3y + (sinx)cos y . Αν

lim
(x,y)→(π/2,0)

f(x, y)−Ax−By − C√
(x− π/4)2 + (y − π/4)2

= 0,

τι συμπέρασμα βγάζετε για τους αριθμούς A,B,C;

Η συνάρτηση f(x, y) είναι προφανώς C1
στο πεδίο ορισμού της και ειδικότερα σε

μία περιοχή του σημείου (π/2, 0). Η Ax+By + C είναι η βέλτιστη αφφινική
προσέγγιση της f(x, y) στο σημείο (π/2, 0), άρα, σύμφωνα με τα παραπάνω, η
Ax+By + C συμπίπτει με την

f(π/2, 0) +
∂f

∂x
(π/2, 0)(x− π/2) +

∂f

∂y
(π/2, 0)y.

Εχουμε f(π/2, 0) = π2/4 + 1. Επίσης

∂f

∂x
= 2x+ cos y(sinx)cos y−1 cosx =⇒

∂f

∂x
(π/2, 0) = π

∂f

∂y
= 3 + (sinx)cos y

(
ln(sinx)

)
(− sin y) =⇒

∂f

∂y
(π/2, 0) = 3 .

Άρα η βέλτιστη αφφινική προσέγγιση είναι η

π2

4
+ 1 + π(x− π/2) + 3y

και άρα A = π, B = 3, C = 1− π2/4.
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Γεωμετρική ερμηνεία. Σύνολα στάθμης. Εφαπτόμενο επίπεδο.

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R και c ∈ R. Το σύνολο

f−1({c}) = {~x ∈ A : f(~x) = c}

ονομάζεται σύνολο στάθμης της συνάρτησης f .

Παράδειγμα. ΄Εστω f(x, y, z) = x2 + y2 + z2. Τότε το σύνολο στάθμης f−1({c})
είναι

I η σφαίρα κέντρου (0, 0, 0) και ακτίνας
√
c αν c > 0

I το μονοσύνολο {(0, 0, 0)} αν c = 0

I το κενό σύνολο αν c < 0



Ορισμός. Ονομάζουμε υπερεπίπεδο στον Rn κάθε σύνολο της μορφής

E = {~x ∈ Rn : ~a · ~x = b}
= {(x1, . . . , xn) : a1x1 + . . . anxn = b}

όπου ~a ∈ Rn, ~a 6= ~0, και b ∈ R.

Άρα τα υπερεπίπεδα στον R2
είναι οι ευθείες και τα υπερεπίπεδα στον R3

είναι τα

(συνήθη) επίπεδα. ΄Ενα υπερεπίπεδο στον Rn είναι μία «επίπεδη επιφάνεια»
διάστασης n− 1.

Αν P1, P2 είναι δύο σημεία του υπερεπιπέδου E τότε έχουμε

~a ·
−−→
OP1 = b

~a ·
−−→
OP2 = b

και αφαιρώντας κατά μελή παίρνουμε ~a ·
−−−→
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Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R. Το σύνολο

Γf = {(~x, y) ∈ Rn+1 : ~x ∈ A, y = f(~x)}

ονομάζεται γράφημα της συνάρτησης f .

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R διαφορίσιμη στο σημείο ~a ∈ A. Το σύνολο

E =
{

(~x, y) ∈ Rn+1 : y = f(~a) +∇f(~a) · (~x− ~a)
}

ονομάζεται εφαπτόμενο υπερεπίπεδο στο γράφημα της f στο σημείο (~a, f(~a)).

(Άρα το εφαπτόμενο υπερεπίπεδο είναι το γράφημα της βέλτιστης αφφινικής

προσέγγισης.)

Ορισμός. Λέμε ότι ένα διάνυσμα ~ν ∈ Rn+1
είναι κάθετο στο γράφημα της f(~x)

στο σημείο (~a, f(~a)) αν είναι κάθετο στο εφαπτόμενο υπερεπίπεδο.

Άρα ένα κάθετο διάνυσμα είναι το (∇f(~a),−1).
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Στην περίπτωση μίας διαφορίσιμης συνάρτησης f(x, y) δύο μεταβλητών, το
εφαπτόμενο επίπεδο E σε ένα σημείο (x0, y0, f(x0, y0)) του γραφήματος έχει
εξίσωση

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) (y − y0).

΄Ενα κάθετο διάνυσμα στο γράφημα στο σημείο (x0, y0, f(x0, y0)) είναι το

~ν =
(∂f
∂x

(x0, y0),
∂f

∂y
(x0, y0),−1

)



Οι έννοιες του εφαπτόμενου επίπέδου και κάθετου διανύσματος γενικεύονται σε

γενικότερες επιφάνειες, δηλάδή σε επιφάνειες που δεν είναι απαραίτητα γράφημα

κάποιας συνάρτησης.

΄Εστω F (x, y, z) μία C1
συνάρτηση ορισμένη στον R3

(ή σε ένα υποσύνολο

A ⊂ R3
) και έστω το σύνολο στάθμης

S = F−1({c}) =
{

(x, y, z) ∈ R3 : F (x, y, z) = c
}

΄Ενα σημείο (x0, y0, z0) ∈ S ονομάζεται ομαλό σημείο του συνόλου S αν
∇F (x0, y0, z0) 6= ~0.

Σε ένα ομαλό σημείο (x0, y0, z0) ορίζεται το εφαπτόμενο επίπεδο στο S ως το
επίπεδο με εξίσωση

∂F

∂x

∣∣∣
(x0,y0,z0)

(x− x0) +
∂F

∂y

∣∣∣
(x0,y0,z0)

(y − y0) +
∂F

∂z

∣∣∣
(x0,y0,z0)

(z − z0) = 0

Ισοδύναμα, αν ~x = (x, y, z) και ~x0 = (x0, y0, z0),

∇F (~x0) · (~x− ~x0) = 0 .

Κάθετο διάνυσμα στο S στο σημείο (x0, y0, z0) ονομάζεται κάθε διάνυσμα που
είναι κάθετο στο εφαπτόμενο επίπεδο. Άρα ένα κάθετο διάνυσμα είναι το

∇F (x0, y0, z0).
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∇F (x0, y0, z0).



Γενικότερα, έστω F : Rn → R μία C1
συνάρτηση. ΄Ενα σημείο ~x0 του συνόλου

S = {~x ∈ Rn : F (~x) = c}

λέγεται ομαλό αν ∇F (~x0) 6= ~0. Σε ένα ομαλό σημείο ~x0 ορίζεται το εφαπτόμενο
στο S υπερεπίπεδο ως το υπερεπίπεδο με εξίσωση

∇F (~x0) · (~x− ~x0) = 0.

΄Ενα κάθετο στο S διάνυσμα στο σημείο ~x0 είναι το ∇F (~x0).

Σημείωση. Τα παραπάνω, και ειδικότερα η αιτιολόγησή τους, σχετίζονται άμεσα

με το Θεώρημα Πεπλεγμένης Συνάρτησης το οποίο όμως θα δούμε αργότερα.
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Παράδειγμα 1. Το σύνολο

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2
}

(όπου R > 0) είναι η σφαίρα με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα R. Κάθε
σημείο της S είναι ομαλό αφού ∇(x2 + y2 + z2) = 2(x, y, z) 6= 0.



Παράδειγμα 2. Το σύνολο

C =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 0
}

είναι ένας κώνος.

΄Εχουμε ∇(x2 + y2 − z2) = 2(x, y,−z), άρα όλα τα σημεία του κώνου είναι ομαλά
εκτός από το (0, 0, 0).



Παράδειγμα. Να βρεθεί το εφαπτόμενο επίπεδο στο τυχόν σημείο (x0, y0, z0) του
ελλειψοειδούς

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

΄Εχουμε

∇F (x, y, z) =
(2x

a2
,

2y

b2
,

2z

c2

)
και άρα το εφαπτόμενο επίπεδο έχει εξίσωση

2x0

a2
(x− x0) +

2y0

b2
(y − y0) +

2z0

c2
(z − z0) = 0

ισοδύναμα

x0x

a2
+
y0y

b2
+
z0z

c2
=
x20
a2

+
y20
b2

+
z20
c2

ισοδύναμα
x0x

a2
+
y0y

b2
+
z0z

c2
= 1
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Παράγωγοι διανυσματικών συναρτήσεων.

I Στην παράγραφο αυτή θα συμβολίζουμε τα στοιχεία του Rn (ή Rm) ως
διανύσματα στήλες.

Ορισμός. ΄Εστω ~f : A ⊂ Rn → Rm, ~f = [f1, . . . , fm]T. Η ~f είναι διαφορίσιμη στο
σημείο ~a ∈ A αν υπάρχει m× n πίνακας B τέτοιος ώστε

lim
~x→~a

‖~f(~x)− ~f(~a)−B(~x− ~a)‖
‖~x− ~a‖

= 0

Η ιδέα του ορισμού είναι η ίδια όπως και για τις πραγματικές συναρτήσεις: μία

συνάρτηση είναι διαφορίσιμη σε ένα σημείο αν προσεγγίζεται «πολύ καλά» στο

σημείο αυτό από μία αφφινική συνάρτηση.

Αποδεικνύεται εύκολα ότι αν η ~f είναι διαφορίσιμη στο ~a τότε ο πίνακας B είναι
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Πρόταση. Η συνάρτηση ~f = [f1, f2, . . . , fm]T είναι διαφορίσιμη στο ~a αν και μόνο
αν κάθε fj είναι διαφορίσιμη στο ~a. Στην περίπτωση αυτή έχουμε

~f ′(~a) =

 f ′1(~a)
.
.
.

f ′m(~a)

 =


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∂x2

(~a) . . . ∂f1
∂xn
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(~a) ∂f2
∂x2

(~a) . . . ∂f2
∂xn

(~a)

.

.

.

.
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.

.
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∂fm
∂x1

(~a) ∂fm
∂x2

(~a) . . . ∂fm
∂xn

(~a)



Απόδειξη. Εφαρμόζουμε τη γνωστή ιδιότητα ότι

lim
~x→~a

~f(~x)− ~f(~a)−B(~x− ~a)

‖~x− ~a‖
= ~0

αν και μόνο αν το όριο κάθε συνιστώσας είναι 0. 2

Συνεπώς το πρόβλημα της διαφορισιμότητας μιας διανυσματικής συνάρτησης

ανάγεται πλήρως σε πρόβλημα διαφορισιμότητας πραγματικών συναρτήσεων.
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Το διαφορικό μιας απεικόνισης.

Ορισμός. ΄Εστω ότι η συνάρτηση (απεικόνιση) ~f : A ⊂ Rn → Rm είναι διαφορίσιμη
στο ~a ∈ A. Η γραμμική απεικόνιση που ορίζει ο πίνακας Df(~a) ονομάζεται

διαφορικό (ή ολικό διαφορικό) της συνάρτησης ~f στο σημείο ~a.

Το διαφορικό της ~f στο σημείο ~a συμβολίζεται με d~f(~a). Άρα

d~f(~a) : Rn → Rm , d ~f(~a)(~u) = Df(~a)~u .

Παρατήρηση. Το διαφορικό d~f(~a) είναι μία γραμμική απεικόνιση από το Rn στο
Rm. Η παράγωγος D~f(~a) είναι ο πίνακας της απεικόνισης αυτής ως προς τις
κανονικές βάσεις των Rn και Rm. Συνεπώς έχουμε

lim
~x→~a

~f(~x)− ~f(~a)− d~f(~a)(~x− ~a)

‖~x− ~a‖
= ~0
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Κανόνας αλυσίδας.

Rn
~f−→ Rm ~g−→ Rk , ~h = ~g ◦ ~f

Πρόταση (κανόνας αλυσίδας). Αν η ~f είναι διαφορίσιμη στο ~a ∈ Rn και η ~g είναι
διαφορίσιμη στο ~b = ~f(~a) τότε η σύνθεση ~h = ~g ◦ ~f είναι διαφορίσιμη στο ~a και

D~h(~a) = D~g(~b)D~f(~a)
(
ισοδύναμα d~h(~a) = d~g(~b) ◦ d~f(~a)

)
Απόδειξη. Στην απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε την ακόλουθη ιδιότητα (άσκηση):

για κάθε p× q πίνακα D, υπάρχει c > 0 ώστε

‖D~u‖ ≤ c‖~u‖ , για κάθε ~u ∈ Rq (∗)

Το γεγονός ότι η ~f είναι διαφορίσιμη στο ~a συνεπάγεται ότι υπάρχει συνάρτηση
~φ1(~x) από το Rn στο Rm ώστε

~f(~x) = ~f(~a) + (D~f)(~a)(~x− ~a) + ~φ1(~x) και lim
~x→~a

‖~φ1(~x)‖
‖~x− ~a‖

= 0 (1)

Ομοίως, η διαφορισιμότητα της ~g στο ~b = ~f(~a) σημαίνει ότι υπάρχει συνάρτηση
~φ2(~y) από το Rm στο Rk ώστε

~g(~y) = ~g(~b) + (D~g)(~b)(~y −~b) + ~φ2(~y) και lim
~y→~b

‖~φ2(~y)‖
‖~y −~b‖

= 0. (2)
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Από τα παραπάνω, με ~y = ~f(~x) έπεται ότι

~h(~x) = ~g
(
~f(~x)

)
= ~g

(
~f(~a)

)
+ (D~g)(~f

(
~a)
)(
~f(~x)− ~f(~a)

)
+ ~φ2

(
~f(~x)

)
= ~g

(
~f(~a)

)
+ (D~g)(~f

(
~a)
)[

(D~f)(~a)(~x− ~a) + ~φ1(~x)
]

+ ~φ2
(
~f(~x)

)
= ~g

(
~f(~a)

)
+ (D~g)(~f

(
~a)
)
(D~f)(~a)(~x− ~a) + ~φ3(~x),

όπου

~φ3(~x) = (D~g)(~f
(
~a)
)
~φ1(~x) + ~φ2

(
~f(~x)

)
.

Αρκεί να αποδειχθεί ότι

lim
~x→~a

‖~φ3(~x)‖
‖~x− ~a‖

= 0 .

Για τον πρώτο από τους δύο όρους που σχηματίζουν την ~φ3 το ζητούμενο έπεται
άμεσα από την δεύτερη σχέση της (1), χρησιμοποιώντας και την (∗).



Πρέπει ακόμη να δείξουμε ότι

lim
~x→~a

~φ2
(
~f(~x)

)
‖~x− ~a‖

= 0

΄Εστω ~x κοντά στο ~a. Αν ~f(~x) = ~f(~a) τότε ~φ2(~x) = 0 και είμαστε εντάξει. ΄Εστω

ότι ~f(~x) 6= ~f(~a). Τότε γράφουμε

~φ2
(
~f(~x)

)
‖~x− ~a‖

=
~φ2
(
~f(~x)

)
‖~f(~x)− ~f(~a)‖

‖~f(~x)− ~f(~a)‖
‖~x− ~a‖

Λόγω της συνέχειας της ~f στο ~a και της δεύτερης από τις (2) έχουμε

lim
~x→~a

~φ2
(
~f(~x)

)
‖~f(~x)− ~f(~a)‖

= 0.
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‖~f(~x)− ~f(~a)‖
‖~x− ~a‖

=
‖D~f(~a)(~x− ~a) + ~φ1(~x)‖

‖~x− ~a‖
≤
‖D~f(~a)(~x− ~a)‖
‖~x− ~a‖

+
‖~φ1(~x)‖
‖~x− ~a‖

.

Ο πρώτος όρος είναι φραγμένη συνάρτηση λόγω της (∗) ενώ ο δεύτερος τείνει στο
μηδέν. Άρα έχουμε το ζητούμενο. 2
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Παράδειγμα. Να επαληθευτεί ο κανόνας της αλυσίδας στο σημείο (2, 0) για τις
συναρτήσεις

~f(x, y) = (x2y, x+ 2y, x cos y) , g(u, v, w) = u2v + uvw + vw2

΄Εχουμε

D~f(x, y) =


∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f3
∂x

∂f3
∂y

 =

 2xy x2

1 2
cos y −x sin y

 =⇒ Df(2, 0) =

 0 4
1 2
1 0



Επίσης ~f(2, 0) = (0, 2, 2). Άρα

Dg(u, v, w) =
[ ∂g
∂u

∂g

∂v

∂g

∂w

]
=
[
2uv + vw u2 + uw + w2 uv + 2vw

]
=⇒ Dg(0, 2, 2) =

[
4 4 8

]
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Επίσης έχουμε

h(x, y) = g
(
~f(x, y)

)
= f21 f2 + f1f2f3 + f2f

2
3

= (x2y)2(x+ 2y) + x2y(x+ 2y)x cos y + (x+ 2y)(x cos y)2

= x5y2 + 2x4y3 + x4y cos y + 2x3y2 cos y + x3 cos2 y + 2x2y cos2 y

και άρα

Dh(x, y) =[
∂h

∂x

∂h

∂y
]

=
[
5x4y2 + 8x3y3 + 4x3y cos y + 6x2y2 cos y + 3x2 cos2 y + 4xy cos2 y

∣∣∣
2x5y + 6x4y2 + x4 cos y − x4y sin y + 4x3y cos y − 2x3y2 sin y

− 2x3 cos y sin y + 2x2 cos2 y − 4x2y cos y sin y
]

=⇒ Dh(2, 0) = [12 24]

Σύμφωνα με τον κανόνα της αλυσίδας θα πρέπει

Dh(2, 0) = Dg(0, 2, 2)Df(2, 0)

δηλαδή

[12 24] =
[
4 4 8

]  0 4
1 2
1 0


το οποίο πράγματι ισχύει.
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Μία ειδική περίπτωση του κανόνα της αλυσίδας που εμφανίζεται συχνά στην

πράξη και τις εφαρμογές είναι η εξής: θεωρούμε μία διαφορίσιμη συνάρτηση

f : Rn → R και μία διαφορίσιμη καμπύλη ~γ : [0, 1]→ Rn. ΄Εστω g(t) = f(~γ(t)).
Τότε ο κανόνας της αλυσίδας μας λέει ότι η g(t) είναι παραγωγίσιμη και

g′(t) = ∇f
(
~γ(t)

)
· ~γ′(t)

=
n∑
k=1

fxk
(
~γ(t)

)
γ′k(t) .
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Παράδειγμα. ΄Εστω f = f(x, y), μία C1
συνάρτηση και έστω f̂(r, θ) συνάρτηση

τέτοια ώστε

f̂(r, θ) = f(x, y) , x = r cos θ , y = r sin θ

Να δειχθεί ότι

|∇f |2 =
(∂f̂
∂r

)2
+

1

r2

(∂f̂
∂θ

)2

΄Εχουμε f̂ = f ◦ T όπου
T (r, θ) = (r cos θ, r sin θ) = (x, y).

Από τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε

∂f̂

∂r
=
∂f

∂x

∂x

∂r
+
∂f

∂y

∂y

∂r
= cos θ

∂f

∂x
+ sin θ

∂f

∂y

και άρα (∂f̂
∂r

)2
= cos2 θ

(∂f
∂x

)2
+ sin2 θ

(∂f
∂y

)2
+ 2 cos θ sin θ

∂f

∂x

∂f

∂y
.

Παρόμοια

∂f̂

∂θ
=
∂f

∂x

∂x

∂θ
+
∂f

∂y

∂y

∂θ
= −r sin θ

∂f

∂x
+ r cos θ

∂f

∂y

και άρα

1

r2

(∂f̂
∂θ

)2
= sin2 θ

(∂f
∂x

)2
+ cos2 θ

(∂f
∂y

)2
− 2 cos θ sin θ

∂f

∂x

∂f

∂y
.

Άρα (∂f̂
∂r

)2
+

1

r2

(∂f̂
∂θ

)2
=
(∂f
∂x

)2
+
(∂f
∂y

)2
= |∇f |2
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Παρατήρηση. Συχνά γράφουμε καταχρηστικά f(r, θ) αντί για f̂(r, θ). Λέμε για
παράδειγμα ότι η συνάρτηση

f(x, y) = x+ y

εκφράζεται σε πολικές συντεταγμένες ως

f(r, θ) = r(cos θ + sin θ) .

΄Εστω για παράδειγμα η συνάρτηση

f(x, y) = ln
√
x2 + y2 .

Σε πολικές συντεταγμένες έχουμε

f(x, y) = f(r) = ln r .

Άρα

|∇f |2 = f ′(r)2 =
1

r2
=

1

x2 + y2
.



Απεικονίσεις από το Rn στο Rn.

Ορισμός. ΄Εστω ~f : A ⊂ Rn → Rn. Ο πίνακας

J ~f =



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xn


ονομάζεται Ιακωβιανός πίνακας της ~f . Η ορίζουσα det(J ~f) ονομάζεται Ιακωβιανή

ορίζουσα της ~f .

Εναλλακτικός συμβολισμός: αν (u, v) = ~f(x, y) τότε γράφουμε επίσης

∂(u, v)

∂(x, y)

Παρατήρηση. Ο όρος Ιακωβιανός πίνακας χρησιμοποιείται πολύ συχνά και για

απεικονίσεις από το Rn στο Rm.
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Θεώρημα Αντίστροφής Συνάρτησης. ΄Εστω ~f : A ⊂ Rn → Rn μία C1
απεικόνιση

και ~a ∈ A. Αν det[J ~f(~a)] 6= 0 τότε η ~f είναι τοπικά αντιστρέψιμη στο ~a, δηλαδή

υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ⊂ Rn με ~a ∈ U ⊂ A, ~f(~a) ∈ V ώστε ο περιορισμός
~f |U να είναι ένα 1-1 και επί από το U στο V . Επιπλέον η αντίστροφη απεικόνιση
~f−1 : V → U (ακριβέστερα (~f |U )−1 : V → U) είναι διαφορίσιμη και η παράγωγός
της στο τυχόν ~y ∈ V δίνεται από τη σχέση

D~f−1(~y) = (D~f(~x))−1

όπου ~x είναι το μοναδικό ~x ∈ U ώστε ~f(~x) = ~y.

[ Δηλαδή D~f−1(~y) = (D~f
(
~f−1(y)

)
)−1
]

Επιπλέον, αν η ~f είναι τάξης Ck τότε και η ~f−1
είναι τάξης Ck.
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Παρατήρηση. Σε αντίθεση με την περίπτωση n = 1, όταν n ≥ 2 η τοπική
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~f : R2 → R2 , ~f(x, y) = (ex cos y, ex sin y) = (u, v).

΄Εχουμε τότε

J ~f(x, y) =

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
=

[
ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

]

και άρα det(J ~f(x, y)) = e2x 6= 0.
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Το θεώρημα αντίστροφής συνάρτησης είναι ειδική περίπτωση ενός γενικότερου

θεωρήματος, του Θεωρήματος Πεπλεγμένης Συνάρτησης, το οποίο αφορά

συναρτήσεις μεταξύ χώρων που δεν έχουν απαραίτητα την ίδια διάσταση.

Εδώ θα δούμε μόνο δύο ειδικές περιπτώσεις. Το πρώτο θεώρημα μας δίνει μία

συνθήκη υπό την οποία μία σχέση F (x, y) = 0 μπορεί να λυθεί ως προς y.

Θεώρημα Πεπλεγμένης Συνάρτησης Ι. ΄Εστω F : R2 → R μία C1
συνάρτηση και

(x0, y0) ∈ R2
σημείο τέτοιο ώστε F (x0, y0) = 0. Αν

∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0

τότε υπάρχει δ > 0 και C1
συνάρτηση g : (x0 − δ, x0 + δ)→ R με g(x0) = y0 ώστε

F
(
x, g(x)

)
= 0 , για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). (3)

Επιπλέον ισχύει

g′(x0) = −

∂F
∂x

∣∣∣
(x0,y0)

∂F
∂y

∣∣∣
(x0,y0)

. (4)

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε μόνο την (4). Παραγωγίζουμε τη σχέση (3).

Χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας (3) παίρνουμε

0 =
d

dx
F
(
x, g(x)

)
=
∂F

∂x

∣∣∣
(x,g(x))

+
∂F

∂y

∣∣∣
(x,g(x))

g′(x)

και η (4) έπεται θέτοντας x = x0. 2
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Παράδειγμα. ΄Εστω F (x, y) = x− y2.

Ισχύει

∂F

∂y
= −2y ,

το οποίο είναι διάφορο του μηδενός σε κάθε σημείο της παραβολής εκτός του (0, 0).

Η σχέση F (x, y) = 0 λύνεται τοπικά ως προς y σε μία περιοχή οποιουδήποτε
σημείου της παραβολής εκτός από το (0, 0). Ισοδύναμα, η παραβολή είναι τοπικά
γράφημα μίας συνάρτησης y = y(x) τοπικά σε μία περιοχή οποιουδήποτε σημείου
της εκτός από το (0, 0).
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Το επόμενο θεώρημα μας δίνει μία συνθήκη υπό την οποία μία σχέση

F (x, y, z) = 0 μπορεί να λυθεί ως προς z.

Θεώρημα Πεπλεγμένης Συνάρτησης ΙΙ. ΄Εστω F : R3 → R μία C1
συνάρτηση και

(x0, y0, z0) ∈ R3
σημείο τέτοιο ώστε F (x0, y0, z0) = 0. Αν

∂F

∂z
(x0, y0, z0) 6= 0

τότε υπάρχει περιοχή U ⊂ R2
του (x0, y0) και C1

συνάρτηση g : U → R με
g(x0, y0) = z0 ώστε

F
(
x, y, g(x, y)

)
= 0 , για κάθε (x, y) ∈ U . (5)

Επιπλέον ισχύει

∂g

∂x
(x0, y0) = −

∂F
∂x

∣∣∣
(x0,y0,z0)

∂F
∂z

∣∣∣
(x0,y0,z0)

,
∂g

∂y
(x0, y0) = −

∂F
∂y

∣∣∣
(x0,y0,z0)

∂F
∂z

∣∣∣
(x0,y0,z0)

(6)

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε μόνο την (6). Παραγωγίζουμε τη σχέση (5) ως προς x.
Χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας παίρνουμε

0 =
∂

∂x
F
(
x, y, g(x, y)

)
=
∂F

∂x

∣∣∣
(x,y,g(x,y))

+
∂F

∂z

∣∣∣
(x,y,g(x,y))

∂g

∂x

∣∣∣
(x,y)

,

και η (6) έπεται θέτοντας (x, y) = (x0, y0). 2
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Παράδειγμα. ΄Εστω F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2.

Ισχύει

∂F

∂z
= 2z ,

το οποίο είναι διάφορο του μηδενός σε κάθε σημείο της σφαίρας εκτός του

ισημερινού.

Η σχέση F (x, y, z) = 0 λύνεται λοιπόν τοπικά ως προς z σε μία περιοχή
οποιουδήποτε σημείου της σφαίρας εκτός από αυτά του ισημερινού. Ισοδύναμα, η

σφαίρα είναι τοπικά γράφημα μίας συνάρτησης z = z(x, y) τοπικά σε μία περιοχή
οποιουδήποτε σημείου της εκτός από τα σημεία του ισημερινού.



Παράδειγμα. ΄Εστω F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2.

Ισχύει
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Η σχέση F (x, y, z) = 0 λύνεται λοιπόν τοπικά ως προς z σε μία περιοχή
οποιουδήποτε σημείου της σφαίρας εκτός από αυτά του ισημερινού. Ισοδύναμα, η

σφαίρα είναι τοπικά γράφημα μίας συνάρτησης z = z(x, y) τοπικά σε μία περιοχή
οποιουδήποτε σημείου της εκτός από τα σημεία του ισημερινού.



Παράγωγοι ανώτερης τάξης.

Οι μερικές παράγωγοι β΄ τάξης ορίζονται κατά φυσικό τρόπο.

∂

∂xj

( ∂f
∂xk

)
=

∂2f

∂xj∂xk
= fkj ,

∂

∂xk

( ∂f
∂xk

)
=
∂2f

∂x2k
= fkk

Ανάλογα ορίζονται και οι μερικές παράγωγοι ανώτερης τάξης.

Ορισμός. Μία συνάρτηση f : A ⊂ Rn → R είναι τάξης Ck αν υπάρχουν όλες οι
μερικές της παράγωγοι τάξης k και είναι συνεχείς.

Παράδειγμα. ΄Εστω g(x, y) = x2 sin y. Τότε

∂g

∂x
= 2x sin y ,

∂g

∂y
= x2 cos y

∂2g

∂x2
= 2 sin y ,

∂2g

∂y∂x
= 2x cos y ,

∂2g

∂x∂y
= 2x cos y ,

∂2g

∂y2
= −x2 sin y .

Παρατηρούμε ότι fxy = fyx.
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∂g

∂x
= 2x sin y ,

∂g

∂y
= x2 cos y

∂2g

∂x2
= 2 sin y ,

∂2g

∂y∂x
= 2x cos y ,

∂2g

∂x∂y
= 2x cos y ,

∂2g

∂y2
= −x2 sin y .

Παρατηρούμε ότι fxy = fyx.



Πρόταση. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R. Αν όλες οι μερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης
υπάρχουν σε μία περιοχή του ~x0 ∈ A και είναι συνεχείς στο x0 τότε

∂2f

∂xj∂xk
(~x0) =

∂2f

∂xk∂xj
(~x0) , για κάθε 1 ≤ j, k ≤ n.

Απόδειξη. Παραλείπεται.

Συνεπώς για C2
συναρτήσεις οι (μεικτές) μερικές παράγωγοι β΄ τάξης είναι

ανεξάρτητες της σειράς παραγώγισης.

Επαγωγικά έπεται ότι αν μία συνάρτηση είναι τάξης Ck τότε όλες οι μεικτές
μερικές παράγωγοι τάξης k είναι ανεξάρτητες της σειράς παραγώγισης.
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Τύπος του Taylor.

΄Εστω ότι η συνάρτηση f : A ⊂ Rn → A είναι τάξης Cm και έστω ~x0 ∈ A. Για
1 ≤ j ≤ m ορίζουμε τη συνάρτηση Djf(~x0) : Rn → R ,

Djf(~x0)(~h) =
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

∂jf(~x0)

∂xk1∂xk2 . . . ∂xkj
hk1hk2 . . . hkj

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

fk1k2...kj (~x0)hk1hk2 . . . hkj

Συνεπώς παραγωγίζουμε διαδοχικά j φορές, παίρνοντας όλους τους δυνατούς
συνδυασμούς: n επίλογές για την πρώτη παραγώγιση (k1 = 1, 2, . . . , n), n για τη
δεύτερη κ.ο.κ.

Ειδικότερα έχουμε:

I j = 1 : D1f(~x0)(~h) =

n∑
k=1

∂f

∂xk
(~x0)hk = ∇f(~x0) · ~h

(άρα D1f(~x0) = df(~x0), το διαφορικό της f στο ~x0)

I j = 2 : D2f(~x0)(~h) =

n∑
k1=1

n∑
k2=1

∂2f(~x0)

∂xk1∂xk2
hk1hk2

=
n∑
k=1

∂2f(~x0)

∂x2k
h2k + 2

∑
1≤k<l≤n

∂2f(~x0)

∂xk∂xl
hkhl

Η D1f(~x0) είναι μία γραμμική απεικόνιση από το Rn στο R (μία γραμμική μορφή)
ενώ η D2f(~x0) είναι μία τετραγωνική μορφή στον Rn.
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Η περίπτωση n = 2.

΄Οταν n = 2, f = f(x, y), τότε έχουμε στο τυχόν (x0, y0):

I D1f(x0, y0)(~h) = ∇f(x0, y0) · ~h = fx(x0, y0)h1 + fy(x0, y0)h2

I D2f(x0, y0)(~h) = fxxh
2
1 + 2fxyh1h2 + fyyh

2
2

I D3f(x0, y0)(~h) = fxxxh
3
1 + 3fxxyh

2
1h2 + 3fxyyh1h

2
2 + fyyyh

3
2

όπου όλες οι μερικές παράγωγοι είναι υπολογισμένες στο (x0, y0).

Οι συντελεστές που εμφανίζονται είναι οι συντελεστές του διωνυμικού

αναπτύγματος. Σχηματικά ισχύει η σχέση

Dkf(x0, y0)(~h) =
( ∂
∂x
h1 +

∂

∂y
h2
)k
f
∣∣∣
(x0,y0)

=
k∑
j=0

k!

j!(k − j)!
∂kf

∂k−jx ∂jy

∣∣∣
(x0,y0)

hk−j1 hj2

Ανάλογη ιδιότητα ισχύει όταν η συνάρτηση είναι ορισμένη στο Rn, n ≥ 2:
μπορούμε σχηματικά να γράψουμε

Dkf(~x0)(~h) =
(
∇ · ~h

)k
f
∣∣∣
(x0,y0)

,

οπότε εμφανίζονται οι συντελεστές του αναπτύγματος του (a1 + . . .+ an)k.

Σύμβαση. Για k = 0 θέτουμε D0f(~x0)(~h) = f(~x0) (σταθερή συνάρτηση)
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Θεώρημα (τύπος του Taylor) ΄Εστω A ⊂ Rn κυρτό και f : A→ R τάξης Cm+1
.

΄Εστω ~x0 ∈ A. Για κάθε ~x ∈ A υπάρχει ~ξ στο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα ~x0, ~x
ώστε

f(~x) =f(~x0) +D1f(~x0)(~x− ~x0) +
1

2!
D2f(~x0)(~x− ~x0) + . . .+

1

m!
Dmf(~x0)(~x− ~x0)

+
1

(m+ 1)!
Dm+1f(~ξ)(~x− ~x0) .

Παρατήρηση. Το πολυώνυμο

Pf,m,~x0 (~x) =
m∑
k=0

1

k!
Dkf(~x0)(~x− ~x0)

ονομάζεται πολυώνυμο Taylor βαθμού m της f με κέντρο το ~x0.

Απόδειξη. ΄Εστω ~x ∈ A. Το ευθύγραμμα τμήμα με άκρα ~x0, ~x παραμετροποιείται
ως

~xt = ~x0 + t(~x− ~x0) , t ∈ [0, 1].

Θέτουμε

g(t) = f(~xt) = f
(
~x0 + t(~x− ~x0)

)
για t ∈ R τέτοια ώστε ~xt ∈ A. Η συνάρτηση g ορίζεται λοιπόν σε ένω διάστημα
που περιέχει γνήσια το [0, 1] και είναι τάξης Cm+1

.
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Ισχυρισμός. Για κάθε k = 1, . . . ,m+ 1 έχουμε

g(k)(t) = Dkf(~xt)(~x− ~x0) (7)

Απόδειξη του ισχυρισμού. Χρησιμοποιούμε επάγωγή. Για k = 0 το ζητούμενο είναι
άμεσο. Για k = 1 εφαρμόαζουμε τον κανόνα της αλυσίδας:

g′(t) =
d

dt
f(~xt) = ∇f(~xt) ·

d~xt

dt
=

n∑
k=1

fxk (~xt)(xk − x0,k) = D1f(~xt)(~x− ~x0)

Υποθέτουμε ότι η (7) ισχύει για k = j και θα αποδείξουμε ότι ισχύει για

k = j + 1. Θέτουμε για απλότητα ~h = ~x− ~x0 και έχουμε

g(j+1)(t) =
d

dt
Djf(~xt)(~h)

=
d

dt

n∑
k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

fxk1xk2 ...xkj
(~xt)hk1hk2 . . . hkj

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

hk1hk2 . . . hkj
d

dt
fxk1xk2 ...xkj

(~xt)

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

hk1hk2 . . . hkj

n∑
kj+1=1

fxk1xk2 ...xkj xkj+1
(~xt)hkj+1

= Dj+1f(~xt)(~h)

κι ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.



Ισχυρισμός. Για κάθε k = 1, . . . ,m+ 1 έχουμε

g(k)(t) = Dkf(~xt)(~x− ~x0) (7)

Απόδειξη του ισχυρισμού. Χρησιμοποιούμε επάγωγή. Για k = 0 το ζητούμενο είναι
άμεσο. Για k = 1 εφαρμόαζουμε τον κανόνα της αλυσίδας:

g′(t) =
d

dt
f(~xt) = ∇f(~xt) ·

d~xt

dt
=

n∑
k=1

fxk (~xt)(xk − x0,k) = D1f(~xt)(~x− ~x0)

Υποθέτουμε ότι η (7) ισχύει για k = j και θα αποδείξουμε ότι ισχύει για

k = j + 1. Θέτουμε για απλότητα ~h = ~x− ~x0 και έχουμε

g(j+1)(t) =
d

dt
Djf(~xt)(~h)

=
d

dt

n∑
k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

fxk1xk2 ...xkj
(~xt)hk1hk2 . . . hkj

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

hk1hk2 . . . hkj
d

dt
fxk1xk2 ...xkj

(~xt)

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

hk1hk2 . . . hkj

n∑
kj+1=1

fxk1xk2 ...xkj xkj+1
(~xt)hkj+1

= Dj+1f(~xt)(~h)

κι ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.



Ισχυρισμός. Για κάθε k = 1, . . . ,m+ 1 έχουμε

g(k)(t) = Dkf(~xt)(~x− ~x0) (7)

Απόδειξη του ισχυρισμού. Χρησιμοποιούμε επάγωγή. Για k = 0 το ζητούμενο είναι
άμεσο. Για k = 1 εφαρμόαζουμε τον κανόνα της αλυσίδας:

g′(t) =
d

dt
f(~xt) = ∇f(~xt) ·

d~xt

dt
=

n∑
k=1

fxk (~xt)(xk − x0,k) = D1f(~xt)(~x− ~x0)

Υποθέτουμε ότι η (7) ισχύει για k = j και θα αποδείξουμε ότι ισχύει για

k = j + 1. Θέτουμε για απλότητα ~h = ~x− ~x0 και έχουμε

g(j+1)(t) =
d

dt
Djf(~xt)(~h)

=
d

dt

n∑
k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

fxk1xk2 ...xkj
(~xt)hk1hk2 . . . hkj

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

hk1hk2 . . . hkj
d

dt
fxk1xk2 ...xkj

(~xt)

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

. . .
n∑

kj=1

hk1hk2 . . . hkj

n∑
kj+1=1

fxk1xk2 ...xkj xkj+1
(~xt)hkj+1

= Dj+1f(~xt)(~h)

κι ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.



Συνέχεια της απόδειξης.

Εφαρμόζουμε τον τύπο του Taylor για συναρτήσεις μίας μεταβλητής για την
συνάρτηση g(t). Παίρνουμε ως κέντρο το t = 0 έχουμε ότι υπάρχει η ∈ (0, 1) ώστε

g(1) = g(0) + g′(0) +
g′′(0)

2!
+ . . .+

g(m)(0)

m!
+
g(m+1)(η)

(m+ 1)!

Ισχύει

g(1) = f(~x) , g(k)(0) = Dkf(~x0)(~x− ~x0),

οπότε θέτοντας ξ = ~xη = ~x0 + η(~x− ~x0) παίρνουμε

f(~x) =f(~x0) +D1f(~x0)(~x− ~x0) +
1

2!
D2f(~x0)(~x− ~x0) + . . .+

1

m!
Dmf(~x0)(~x− ~x0)

+
1

(m+ 1)!
Dm+1f(~ξ)(~x− ~x0)

που είναι το ζητούμενο. 2
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Παρατήρηση. Το Pf,1,~x0 είναι ακριβώς η βέλτιστη αφφινική προσέγγιση της f στο
σημείο ~x0.

Παρατήρηση. Αν η f : R2 → R είναι C2
τότε το πολυώνυμο Taylor β΄ βαθμού με

κέντρο το (a, b) είναι το

Pf,2,(a,b) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(x− a) + fxx(a, b)(x− a)2 +

+2fxy(a, b)(x− a)(x− b) + fyy(a, b)(x− b)2



Παρατήρηση. Το Pf,1,~x0 είναι ακριβώς η βέλτιστη αφφινική προσέγγιση της f στο
σημείο ~x0.

Παρατήρηση. Αν η f : R2 → R είναι C2
τότε το πολυώνυμο Taylor β΄ βαθμού με

κέντρο το (a, b) είναι το

Pf,2,(a,b) = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(x− a) + fxx(a, b)(x− a)2 +

+2fxy(a, b)(x− a)(x− b) + fyy(a, b)(x− b)2



Αν η f είναι Cm τότε το πολυώνυμο Taylor Pf,m,~x0 είναι η βέλτιστη προσέγγιση
της f κοντά στο ~x0 από πολυώνυμο βαθμού το πολύ m. Συγκεκριμένα έχουμε την
εξής

Πρόταση. ΄Εστω ότι η f : A ⊂ Rn → R είναι τάξης Cm και έστω ~x0 ∈ A. Ισχύει

lim
~x−~x0

f(~x)− Pf,m,~x0 (~x)

‖~x− ~x0‖m
= 0 . (8)

Επιπλέον το Pf,m,~x0 είναι το μοναδικό πολυώνυμο βαθμού το πολύ m για το οποίο
ισχύει η (8).
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Απόδειξη. ΄Εστω ~x ∈ A ένα σημείο κοντά στο ~x0. Από τον τύπο του Taylor έχουμε
ότι υπάρχει ~ξ στο ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα ~x0, ~x ώστε

f(~x) = Pf,m−1,~x0 +
1

m!
Dmf(~ξ)(~x− ~x0)

Συνεπώς έχουμε

f(~x)− Pf,m,~x0 (~x)

‖~x− ~x0‖m
=

Pf,m−1,~x0 (~x) + 1
m!
Dmf(~ξ)(~x− ~x0)− Pf,m,~x0 (~x)

‖~x− ~x0‖m

=
1
m!
Dmf(~ξ)(~x− ~x0)− 1

m!
Dmf(~x0)(~x− ~x0)

‖~x− ~x0‖m
.

Θέτοντας για συντομία (όπως και παραπάνω) ~h = ~x− ~x0 αρκεί να δείξουμε ότι

lim
~x→~x0

Dmf(~ξ)(~h)−Dmf(~x0)(~h)

‖~h‖m
,

όπου τα ~ξ,~h εξαρτώνται κι από το ~x.



Ο αριθμητής του κλάσματος είναι άθροισμα όρων της μορφής

fxk1xk2 ...xkm (~ξ)hk1hk2 . . . hkm − fxk1xk2 ...xkm (~x0)hk1hk2 . . . hkm

όπου kj ∈ {1, . . . , n}. Για κάθε τέτοιο όρο έχουμε∣∣fxk1xk2 ...xkm (~ξ)hk1hk2 . . . hkm − fxk1xk2 ...xkm (~x0)hk1hk2 . . . hkm
∣∣

‖~h‖m

≤

∣∣fxk1xk2 ...xkm (~ξ)− fxk1xk2 ...xkm (~x0)
∣∣ |hk1 | |hk2 | . . . |hkm |

‖~h‖m

≤

∣∣fxk1xk2 ...xkm (~ξ)− fxk1xk2 ...xkm (~x0)
∣∣‖~h‖‖~h‖ . . . ‖~h‖

‖~h‖m

=
∣∣fxk1xk2 ...xkm (~ξ)− fxk1xk2 ...xkm (~x0)

∣∣,
το οποίο τείνει στο μηδέν καθώς ~x→ ~x0 λόγω της συνέχειας της fxk1xk2 ...xkm .

Άρα αποδείχθηκε η (8).

΄Οσον αφορά τη μοναδικότητα, αρκεί να αποδειχθεί ο εξής

Ισχυρισμός. Αν P (~x) είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ m τέτοιο ώστε

lim
~x→~x0

P (~x)

‖~x− ~x0‖m
= 0 ,

τότε P (~x) = 0 για κάθε x ∈ Rn (βλ. το Παράρτημα στο τέλος αυτών των
σημειώσεων) .
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Τοπικά ακρότατα.

Υποθέτουμε πάντα ότι A είναι ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του Rn.

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R. Λέμε ότι η f έχει τοπικό μέγιστο στο ~x0 ∈ A αν
υπάρχει δ > 0 ώστε

f(~x0) ≥ f(~x) , για κάθε ~x ∈ B(~x0, δ)

Αν επιπλέον το δ > 0 μπορεί να επιλεγεί ώστε να ισχύει

f(~x0) > f(~x) , για κάθε ~x ∈ B(~x0, δ) \ {~x0}

τότε λέμε ότι η f έχει γνήσιο τοπικό μέγιστο στο ~x0.

Ανάλογα ορίζεται το (γνήσιο) τοπικό ελάχιστο.

Πρόταση. Αν η f είναι διαφορίσιμη στο ~x0 και έχει τοπικό μέγιστο στο ~x0 τότε
∇f(~x0) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ~u τυχούσα κατεύθυνση. Η συνάρτηση

g(t) = f(~x0 + t~u)

είναι ορισμένη σε μια περιοχή του μηδενός, είναι παραγωγίσιμη στο t = 0 και έχει
τοπικό μέγιστο στο t = 0. Άρα g′(0) = 0. ΄Ομως g′(0) = ∇f(~x0) · ~u. Άρα το
διάνυσμα ∇f(~x0) είναι κάθετο σε κάθε κατεύθυνση, άρα είναι το μηδενικό
διάνυσμα. 2

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R μία C1
συνάρτηση. Το ~x0 λέγεται κρίσιμο σημείο

για την f αν ∇f(~x0) = 0.
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για την f αν ∇f(~x0) = 0.



Τοπικά ακρότατα.

Υποθέτουμε πάντα ότι A είναι ένα μη-κενό, ανοικτό υποσύνολο του Rn.

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R. Λέμε ότι η f έχει τοπικό μέγιστο στο ~x0 ∈ A αν
υπάρχει δ > 0 ώστε

f(~x0) ≥ f(~x) , για κάθε ~x ∈ B(~x0, δ)

Αν επιπλέον το δ > 0 μπορεί να επιλεγεί ώστε να ισχύει

f(~x0) > f(~x) , για κάθε ~x ∈ B(~x0, δ) \ {~x0}

τότε λέμε ότι η f έχει γνήσιο τοπικό μέγιστο στο ~x0.

Ανάλογα ορίζεται το (γνήσιο) τοπικό ελάχιστο.

Πρόταση. Αν η f είναι διαφορίσιμη στο ~x0 και έχει τοπικό μέγιστο στο ~x0 τότε
∇f(~x0) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ~u τυχούσα κατεύθυνση. Η συνάρτηση

g(t) = f(~x0 + t~u)

είναι ορισμένη σε μια περιοχή του μηδενός, είναι παραγωγίσιμη στο t = 0 και έχει
τοπικό μέγιστο στο t = 0. Άρα g′(0) = 0. ΄Ομως g′(0) = ∇f(~x0) · ~u. Άρα το
διάνυσμα ∇f(~x0) είναι κάθετο σε κάθε κατεύθυνση, άρα είναι το μηδενικό
διάνυσμα. 2

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R μία C1
συνάρτηση. Το ~x0 λέγεται κρίσιμο σημείο

για την f αν ∇f(~x0) = 0.



Άρα τα τοπικά ακρότατα πρέπει να αναζητηθούν ανάμεσα στα κρίσιμα σημεία.

Για τον χαρακτηρισμό των κρίσιμων σημείων πρέπει κανείς να δει τις μερικές

παραγώγους β΄ τάξης.

Ορισμός. ΄Εστω f : A ⊂ Rn → R μία C2
συνάρτηση. Ο πίνακας

Hf(~x) =


fx1x1 fx1x2 . . . fx1xn
fx2x1 fx2x2 . . . fx2xn

. . .
.
.
.

.
.
.

.

.

.

fxnx1 fxnx2 . . . fxnxn


(όπου fxixj = fxixj (~x)) ονομάζεται Εσσιανός πίνακας της f στο ~x ∈ A.

Άρα ο Εσσιανός πίνακας είναι ένας συμμετρικός n× n πίνακας ο οποίος εξαρτάται
από το ~x.

Παρατήρηση. ΄Εχουμε

Hf(~x)~u · ~u =

n∑
i,j=1

fxixjuiuj = D2f(~x)(~u),

δηλαδή η τετραγωνική μορφή που αντιστοιχεί στον πίνακα Hf(~x) είναι η
συνάρτηση D2f(~x).
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.
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
(όπου fxixj = fxixj (~x)) ονομάζεται Εσσιανός πίνακας της f στο ~x ∈ A.
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n∑
i,j=1

fxixjuiuj = D2f(~x)(~u),

δηλαδή η τετραγωνική μορφή που αντιστοιχεί στον πίνακα Hf(~x) είναι η
συνάρτηση D2f(~x).
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
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Κάποια στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα.

Ορισμός. ΄Ενας n× n συμμετρικός πίνακας B λέγεται

I θετικά ορισμένος αν B~x · ~x > 0 για κάθε ~x ∈ Rn \ {0}
I θετικά ημιορισμένος αν B~x · ~x ≥ 0 για κάθε ~x ∈ Rn

I αρνητικά ορισμένος αν B~x · ~x < 0 για κάθε ~x ∈ Rn \ {0}
I αρνητικά ημιορισμένος αν B~x · ~x ≤ 0 για κάθε ~x ∈ Rn

I μη ορισμένος αν υπάρχουν ~x, ~y ∈ Rn ώστε B~x · ~x > 0 και B~y · ~y < 0

Είναι γνωστό από τη Γραμμική Άλγεβρα ότι:

I ο B είναι θετικά ορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι θετικές

I ο B είναι αρνητικά ορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι αρνητικές

I ο B είναι θετικά ημιορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι μη αρνητικές

I ο B είναι αρνητικά ημιορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι μη θετικές

I ο B είναι μη ορισμένος αν και μόνο αν έχει δύο ετερόσημες ιδιοτιμές
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I ο B είναι θετικά ορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι θετικές

I ο B είναι αρνητικά ορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι αρνητικές

I ο B είναι θετικά ημιορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι μη αρνητικές

I ο B είναι αρνητικά ημιορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι μη θετικές

I ο B είναι μη ορισμένος αν και μόνο αν έχει δύο ετερόσημες ιδιοτιμές



Κάποια στοιχεία από τη Γραμμική Άλγεβρα.
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I μη ορισμένος αν υπάρχουν ~x, ~y ∈ Rn ώστε B~x · ~x > 0 και B~y · ~y < 0

Είναι γνωστό από τη Γραμμική Άλγεβρα ότι:

I ο B είναι θετικά ορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι θετικές

I ο B είναι αρνητικά ορισμένος αν και μόνο αν όλες οι ιδιοτιμές του είναι αρνητικές
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Πρόταση (χαρακτηρισμός κρίσιμων σημείων) ΄Εστω ότι η συνάρτηση

f : A ⊂ Rn → R είναι C2
.

Α. (Αναγκαίες συνθήκες) Αν η f παρουσιάζει

(i) τοπικό μέγιστο στο ~x0 τότε ο Hf(~x0) είναι αρνητικά ημιορισμένος

(ii) τοπικό ελάχιστο στο ~x0 τότε ο Hf(~x0) είναι θετικά ημιορισμένος

Β. (Ικανές συνθήκες) ΄Εστω ~x0 κρίσιμο σημείο της f .

(i) αν ο Hf(~x0) είναι αρνητικά ορισμένος τότε η f έχει γνήσιο τοπικό μέγιστο στο ~x0

(ii) αν ο Hf(~x0) είναι θετικά ορισμένος τότε η f έχει γνήσιο τοπικό ελάχιστο στο ~x0

(iii) αν ο Hf(~x0) είναι μη ορισμένος τότε η f δεν έχει τοπικό ακρότατο στο ~x0

Στην τελευταία περίπτωση λέμε ότι το ~x0 είναι σαγματικό σημείο για την f .

τοπικό ελάχιστο σαγματικό σημείο



Απόδειξη. Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις έχουμε ότι ∇f(~x0) = ~0. Άρα ο

τύπος του Taylor μας δίνει ότι αν το ~x είναι αρκετά κοντά στο ~x0 τότε υπάρχει ~ξ
στο ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα ~x0, ~x ώστε

f(~x) = f(~x0) +
1

2
D2f(ξ)(~x− ~x0) = f(~x0) +

1

2
Hf(ξ)(~x− ~x0) · (~x− ~x0)

Α (i). ΄Εστω αντίθετα ότι ο Hf(~x0) δεν είναι αρνητικά ημιορισμένος. Τότε έχει μία
τουλάχιστον θετική ιδιοτιμή λ. ΄Εστω ~u ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα μοναδιαίου
μέτρου,

Hf(~x0)~u = λ~u , ‖~u‖ = 1 .

Τότε Hf(~x0)~u · ~u = λ > 0. Λόγω της συνέχειας των δεύτερων μερικών
παραγώγων, υπάρχει δ > 0 ώστε

Hf(~y)~u · ~u > 0 , για κάθε ~y ∈ B(~x0, δ)

Το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα ~x0 και ~x0 + δ~u παραμετροποιείται ως
~xt = ~x0 + tδ~u, t ∈ [0, 1].

Για κάθε t ∈ (0, 1) έχουμε

f(~xt) = f(~x0) +
1

2
Hf(~ξt)(~xt − ~x0) · (~xt − ~x0)

= f(~x0) +
1

2
Hf(~ξt)(tδ~u) · (tδ~u)

= f(~x0) +
t2δ2

2
Hf(ξt)~u · ~u

> f(~x0)

Άρα το ~x0 δεν είναι σημείο τοπικού μεγίστου της f , άτοπο.

Α (ii). Παρόμοια με το προηγούμενο.
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Β (i) Ας συμβολίσουμε με λmax(~y) τη μεγαλύτερη ιδιοτιμή του Εσσιανού πίνακα
Hf(~y). Είναι γνωστό από τη Γραμμική Άλγεβρα ότι ισχύει

Hf(~y)~u · ~u ≤ λmax(~y)‖~u‖2 , για κάθε ~u ∈ Rn.

Αφού ο Hf(~x0) είναι αρνητικά ορισμένος ισχύει λmax(~x0) < 0. Η λmax είναι

συνεχής συνάρτηση, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε

λmax(~y) <
λmax(~x0)

2
, για κάθε ~y ∈ B(~x0, δ)

και άρα

Hf(~y)~u · ~u ≤ λmax(~y)‖~u‖2 ≤
λmax(~x0)

2
‖~u‖2 , για κάθε ~y ∈ B(~x0, δ) και ~u ∈ Rn.

΄Εστω τώρα ‖~x− ~x0‖ < δ, ~x 6= ~x0. Υπάρχει ~ξ με ‖~ξ − ~x0‖ < δ, ~ξ 6= ~x0, ώστε

f(~x) = f(~x0) +
1

2
Hf(~ξ)(~x− ~x0) · (~x− ~x0)

≤ f(~x0) +
1

2

λmax(~x0)

2
‖~x− ~x0‖2

< f(~x0).

Άρα η f έχει γνήσιο τοπικό μέγιστο στο ~x0.

Β (ii). Παρόμοια.

Β (iii). Είδαμε στην απόδειξη του Α. ότι αν ο Hf(~x0) έχει μία τουλάχιστον θετική
ιδιοτιμή τότε το κρίσιμο σημείο ~x0 δεν είναι τοπικό μέγιστο, ενώ αν έχει μία
τουλάχιστον αρνητική ιδιοτιμή τότε το ~x0 δεν είναι τοπικό ελάχιστο. Συνεπώς αν ο
Hf(~x0) είναι μη ορισμένος τότε το ~x0 δεν είναι τοπικό ακρότατο. 2
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Β (ii). Παρόμοια.

Β (iii). Είδαμε στην απόδειξη του Α. ότι αν ο Hf(~x0) έχει μία τουλάχιστον θετική
ιδιοτιμή τότε το κρίσιμο σημείο ~x0 δεν είναι τοπικό μέγιστο, ενώ αν έχει μία
τουλάχιστον αρνητική ιδιοτιμή τότε το ~x0 δεν είναι τοπικό ελάχιστο. Συνεπώς αν ο
Hf(~x0) είναι μη ορισμένος τότε το ~x0 δεν είναι τοπικό ακρότατο. 2
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Παρατήρηση. Για τον χαρακτηρισμό των κρίσιμων είναι το χρήσιμα τα ακόλουθα

δύο κριτήρια τα οποία θεωρούνται γνωστά από τη Γραμμική Άλγεβρα.

Κριτήριο για 2× 2 πίνακες. Θεωρούμε τον πίνακα

A =

[
a b
b c

]
΄Εχουμε ότι

I ο A είναι θετικά ορισμένος αν και μόνο αν ac− b2 > 0 και a > 0

I ο A είναι αρνητικά ορισμένος αν και μόνο αν ac− b2 > 0 και a < 0

I ο A είναι μη ορισμένος αν και μόνό αν ac− b2 < 0

Κριτήριο για 3× 3 πίνακες. Θεωρούμε τον συμμετρικό πίνακα

A =

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33


΄Εστω

∆1 = a11 , ∆2 =

∣∣∣∣ a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣
΄Εχουμε ότι:

I ο A είναι θετικά ορισμένος αν και μόνο αν ∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0

I ο A είναι αρνητικά ορισμένος αν και μόνο αν ∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0

I αν ∆j 6= 0, j = 1, 2, 3 και δεν ισχύει ένα από τα δύο παραπάνω τότε ο

A είναι μη ορισμένος
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Ακρότατα υπό συνθήκη.

Ορισμός. ΄Εστω g και f δύο C1
πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο ανοικτό

σύνολο A ⊂ Rn. Λέμε ότι η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο ~x0 ∈ A υπό τον
περιορισμό g(~x) = 0 αν

(i) g(~x0) = 0

(ii) υπάρχει δ > 0 ώστε f(~x0) ≥ f(~x) για κάθε x ∈ A τέτοιο ώστε
g(~x) = 0 και ‖~x− ~x0‖ < δ

Ανάλογα ορίζεται και το τοπικό ελάχιστο υπό περιορισμό.

d1 > d2 > d3

Το σχήμα φαίνεται να δηλώνει ότι αν το ~x0 είναι σημείο τοπικού μεγίστου υπό
περιορισμό τότε τα διανύσματα ∇f(~x0) και ∇g(~x0) είναι παράλληλα.
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Πρόταση. ΄Εστω g και f δύο C1
πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο ανοικτό

σύνολο A ⊂ Rn. Αν η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο ~x0 ∈ A υπό τον
περιορισμό g(~x) = 0 τότε υπάρχει λ ∈ R ώστε

∇f(~x0) = λ∇g(~x0)

Παρατήρηση. Ο αριθμός λ ονομάζεται πολλαπλασιαστής Lagrange και η μέθοδος
εύρεσης ακροτάτων υπό περιορισμό με χρήση της παραπάνω πρότασης ονομάζεται

μέθοδος των πολλαπλαστιαστών Lagrange.

Ορισμός. ΄Εστω g και f δύο C1
πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο ανοικτό

σύνολο A ⊂ Rn . Το ~x0 ∈ A λέγεται κρισιμο σημείο της f υπό τον περιορισμό
g(~x) = 0 αν g(~x0) = 0 και υπάρχει λ ∈ R ώστε ∇f(~x0) = λ∇g(~x0).

Συνεπώς τα ακρότατα υπό περιορισμό πρέπει να αναζητηθούν ανάμεσα στα

κρίσιμα σημεία υπό περιορισμό. Υπάρχουν κριτήρια, ανάλογα με αυτά που είδαμε

νωρίτερα για τοπικά ακρότατα χωρίς περιορισμό, με χρήση των οποίων μπορούμε

να αποφανθούμε για το αν ένα κρίσιμο σημείο υπό περιορισμό είναι τοπικό

ακρότατο υπό περιορισμό. Δεν θα δούμε αυτά τα κριτήρια και στην πράξη θα

χρησιμοποιούμε κατά περίπτωση τα δεδομένα που έχουμε ώστε να φτάνουμε στο

ζητούμενο.



Πρόταση. ΄Εστω g και f δύο C1
πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο ανοικτό

σύνολο A ⊂ Rn. Αν η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο ~x0 ∈ A υπό τον
περιορισμό g(~x) = 0 τότε υπάρχει λ ∈ R ώστε

∇f(~x0) = λ∇g(~x0)

Παρατήρηση. Ο αριθμός λ ονομάζεται πολλαπλασιαστής Lagrange και η μέθοδος
εύρεσης ακροτάτων υπό περιορισμό με χρήση της παραπάνω πρότασης ονομάζεται

μέθοδος των πολλαπλαστιαστών Lagrange.

Ορισμός. ΄Εστω g και f δύο C1
πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο ανοικτό

σύνολο A ⊂ Rn . Το ~x0 ∈ A λέγεται κρισιμο σημείο της f υπό τον περιορισμό
g(~x) = 0 αν g(~x0) = 0 και υπάρχει λ ∈ R ώστε ∇f(~x0) = λ∇g(~x0).

Συνεπώς τα ακρότατα υπό περιορισμό πρέπει να αναζητηθούν ανάμεσα στα

κρίσιμα σημεία υπό περιορισμό. Υπάρχουν κριτήρια, ανάλογα με αυτά που είδαμε

νωρίτερα για τοπικά ακρότατα χωρίς περιορισμό, με χρήση των οποίων μπορούμε

να αποφανθούμε για το αν ένα κρίσιμο σημείο υπό περιορισμό είναι τοπικό

ακρότατο υπό περιορισμό. Δεν θα δούμε αυτά τα κριτήρια και στην πράξη θα

χρησιμοποιούμε κατά περίπτωση τα δεδομένα που έχουμε ώστε να φτάνουμε στο

ζητούμενο.



Πρόταση. ΄Εστω g και f δύο C1
πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο ανοικτό

σύνολο A ⊂ Rn. Αν η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο ~x0 ∈ A υπό τον
περιορισμό g(~x) = 0 τότε υπάρχει λ ∈ R ώστε

∇f(~x0) = λ∇g(~x0)

Παρατήρηση. Ο αριθμός λ ονομάζεται πολλαπλασιαστής Lagrange και η μέθοδος
εύρεσης ακροτάτων υπό περιορισμό με χρήση της παραπάνω πρότασης ονομάζεται

μέθοδος των πολλαπλαστιαστών Lagrange.

Ορισμός. ΄Εστω g και f δύο C1
πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο ανοικτό

σύνολο A ⊂ Rn . Το ~x0 ∈ A λέγεται κρισιμο σημείο της f υπό τον περιορισμό
g(~x) = 0 αν g(~x0) = 0 και υπάρχει λ ∈ R ώστε ∇f(~x0) = λ∇g(~x0).

Συνεπώς τα ακρότατα υπό περιορισμό πρέπει να αναζητηθούν ανάμεσα στα

κρίσιμα σημεία υπό περιορισμό. Υπάρχουν κριτήρια, ανάλογα με αυτά που είδαμε

νωρίτερα για τοπικά ακρότατα χωρίς περιορισμό, με χρήση των οποίων μπορούμε

να αποφανθούμε για το αν ένα κρίσιμο σημείο υπό περιορισμό είναι τοπικό

ακρότατο υπό περιορισμό. Δεν θα δούμε αυτά τα κριτήρια και στην πράξη θα

χρησιμοποιούμε κατά περίπτωση τα δεδομένα που έχουμε ώστε να φτάνουμε στο

ζητούμενο.



Παράρτημα. Στο παράρτημα αυτό θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό που

διατυπώθηκε στο τέλος της παραγράφου που αφορά τα πολυώνυμα Taylor.

Ο χειρισμός πολυωνύμων στον Rn γίνεται πολύ πιο εύκολος με τη χρήση
πολυδεικτών

Ορισμός. Ονομάζουμε πολυδείκτη κάθε α = (α1, . . . , αn) , όπου αk ∈ N ∪ {0}.

Σχετικά με έναν πολυδείκτη α έχουμε τους ακόλουθους επιπλέον ορισμούς /
συμβολισμούς:

I ο αριθμός |α| = α1 + . . .+ αn ονομάζεται μήκος του πολυδείκτη

I για κάθε ~x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn συμβολίζουμε με ~xα το μονώνυμο xα1
1 . . . xαnn

Συνεπώς ένα πολυώνυμο βαθμού m στον Rn έχει τη μορφή

P (~x) =
∑
|α|≤m

cα~x
α

για κάποιους συντελεστές cα ∈ R. Το P (~x) λέγεται ομογενές πολυώνυμο αν έχει
τη μορφή P (~x) =

∑
|α|=m cα~xα. Αν το P είναι ομογενές τότε P (λ~x) = λmP (~x).



Παρατήρηση. Ας ορίσουμε για μια Cm συνάρτηση f

Dαf =
∂|α|f

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . . ∂

αn
xn

, α! = α1!α2! . . . αn! (|α| ≤ m)

Δεν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι το πολυώνυμο Taylor βαθμού m της f με
κέντρο το ~x0 δίνεται από τη σχέση

Pf,m,~x0 (~x) =
∑
|α|≤m

Dαf(~x0)

α!
(~x− ~x0)α

Λήμμα. ΄Εστω P (~x) ομογενές πολυώνυμο βαθμού m. Υπάρχει τότε σταθερά
M > 0 ώστε |P (~x)| ≤M‖~x‖m για κάθε ~x ∈ Rn.

Απόδειξη. ΄Εστω M = max{|P (~x)| : ‖~x‖ = 1}. Για κάθε ~x ∈ Rn, ~x 6= 0, έχουμε

|P (~x)| =
∣∣P (‖~x‖ ~x

‖~x‖
)∣∣ = ‖~x‖m

∣∣P ( ~x

‖~x‖
)∣∣ ≤M‖~x‖m .
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Πρόταση. ΄Εστω P (~x), ~x ∈ Rn, πολυώνυμο βαθμού το πολύ m. Αν

lim
~x→0

P (~x)

‖~x‖m
= 0 ,

τότε το P (~x) είναι το μηδενικό πολυώνυμο.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποίσουμε επαγωγή στο m. Για m = 1 βλέπουμε εύκολα ότι
ο ισχυρισμός ισχύει (άσκηση). Υποθέτουμε ότι ο ισχυρισμός ισχύει για m = k και
θα αποδειξουμε ότι ισχύει για m = k + 1. ΄Εστω λοιπόν

P (~x) =
∑

|α|≤k+1

cα~x
α

για το οποίο ισχύει

lim
~x→~0

P (~x)

‖~x‖k+1
= 0 . (9)

Γράφουμε το P (~x) ως άθροισμα P = Q+H όπου

Q(~x) =
∑
|α|≤k

cα~x
α , H(~x) =

∑
|α|=k+1

cα~x
α

Από το προηγούμενο λήμμα υπάρχει M > 0 ώστε |H(~x)| ≤M‖~x‖k+1
, ~x ∈ Rn.

΄Επεται ότι

|Q(~x)|
‖~x‖k

≤
|P (~x)|+ |H(~x)|

‖~x‖k

≤
|P (~x)|
‖~x‖k+1

‖~x‖+M‖~x‖

→ 0 καθώς ~x→ ~0.
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Από την υπόθεση της επαγωγής έπεται ότι το Q(~x) είναι το μηδενικό πολυώνυμο.
Άρα P (~x) = H(~x), δηλαδή το P είναι ομογενές πολυώνυμο.

΄Εστω τώρα ~u ∈ Rn, ‖~u‖ = 1. Από την (9) έχουμε

0 = lim
t→0+

P (t~u)

‖t~u‖k+1

= lim
t→0+

tk+1P (~u)

tk+1‖~u‖k+1

= P (~u) .

Άρα το P είναι το μηδενικό πολυώνυμο. 2
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ŝ > o i ^ r y -

-

( (/ d) ! c* y-'' / (3 'W “T~o

^ >« fniOo^j-̂ 1 ΰ-Α, |-,<£/*<-«<'

Px CY. ! Y 3  c ^ · /^3  C5 /  \ — -

, Ρ"<2 . 0 ·=

Μ  4 /tx ;

 ̂'  /

d P I / 'c ?  l x ' * '  

n<3c/ C2 I 'T '

T P r .̂ 1 4 /̂t/dyP <g / cry—C4

J, v ^ -r/  d P ^  o ’ i X V~ ^  ' cr'1"  

^/w cr^yC '^^  i—

'H x ;

Σ ^ Μ Χ ->  y j ) -
/:' 7 '

(K ~ ^ Y y r y r ,)

f< / e  O^-ra· ί^ ύ  j  E -

U p <̂  i (3 7 ύ ι \ ^  < f ~ O  f  7 C  ' ' c * s \ ^

& ε E c

\ y )*
{ E ' t , - - "  )

<5̂ 7 o ^  «Γ 7 ^ T O1̂ C2 t <3?\ΥΥΑς' θ/
(cT5 . P '~X~~i?\sr cYl e r

/ Λ-x? Γ

P
0 y

f iX i— Λ —

// Px 6?// ~ 4-t-c2 >C ̂TP PPyj ✓ /- !, — ■>'*> jH—, ot* j



£ 2p ! cr^o's M / p/ OA y- c 1̂ -7 cn^· K (p~r v<^v

f 7  f t  ----» / ^  r V ^  i  Te»/! O ^ 7 o  c aJ \-,ζΖ >  C*/ (3~Ί

K  c*~T /  cDc L̂ n J S J £

c

<f
f *<

<3n

a  Jt)- r r >  o LS 0 C 1 0Λ^0

C?~-T~<f pv 02 SZ!^c*f <S(v< >-̂  ̂ (/<=Γ*—7
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<x 5 0^PO\ - r ^ ^ S  ô  Jt^ixCJ —fi> j>  >cr
V

£2_- P ' "T~ / CH? <2 r

P
P6*T «2? f T"u  ^



rz
X
L-< (j/ (

/ !/ , 42• Λ Υ τ * r  Qp / -T o
\

L C C ^ / 'T T c ^  o

o  y->  t
V V

" t̂ cp̂ jT (T ~ c*S  j
<

L· -/ T o i £2 n  d ^ >  * —

c .y?  o /7̂o <s*/ -τ~ύ> T X  “7"W^P ”7~>W  ̂ o (p  ' o

' / C -T'(/ f *?f 7 6? -γ-7 5 Γ> <y ^ ^  7 ^ >

^ ,

«%
X  sr u r  &  t - r - ^ <T^ i^c /A-'

f7 <2* °- \r~ £ Ky-'cA

£  ( \y e t  t >r -  cJt n  Q  o

^  -

€>~~x~ (



( O V C O ^ ' y L  —T O  '

< ±

^ J A  *x .  -

P

>x" d2

1

x  )J .
5 ^

><■
z:

o>

? / >r -+- ^
■~~-pr-

a

d _ y r



ι η Ί  ' 7  7  >"■γ ca. C* Μ Ο r· / ./Ο £*</ r~&f ,

3
κ ^ β

) :  /C" — V/e

I f

^ y c  f cr a  is y .C T7>

o ’
J V 3 ^ 3  7,?·



f~~/ P  r<o f p  "T"o ^ ( a u  —^

Q  U ' (£> </ )  "V C Γ? / f? C c) &  o'

'Z id?— β 3-  / * ,  P J * L c ' 7 7 * [< ? - ,  7 j  ' 7 7 x

3s~

p_. Γώ  ^ x ,  ^  x ;  

β , ρ Χ ο  ^ 7 /

___  << > r W P j

<£ϋ----  - «^Γβ^ tt-7 —

£ ̂j e - - g 0 ^  2y ^ Ĉ7 «i~7
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/

>* c P  >■ /5.

~ T  \*s* c )  1 c/ \  r ( p  f <̂ "">w  / v « -  f t . y & o  '<cJ> CS /<5/W <

0̂7 (VV7 T7
_ _  X  Σ -
f  j - t  /

c P u < z > y
/ CP it<WP J c - r s i  o<.' \ ) ( Ο  o  ^

r ? ^  Λ ^ - Γ ,  ^ r ^ c f  ^  Β Ρ γ - c ^ i c r ^

Λ
I d - r ^ < y  Γ Λ ' - > ^ - ^

i r t - „ . . i * ,  J ' B - - , ' 1^ ’ ·
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. , ' /  (- C 'cx̂as Ĉi &~LA/C}̂ C f ̂ S' k/ / ( ^ k £ p * ~~rc* ' (=T~r
PfO /*p<a? ί/̂-~"- Γ^'Ί— d~~\̂q 0̂~~~ Γ^ /£* c+s L̂\

k  C f ' €> 0 -/ x-? pz> ĉ <sT7 ̂..... *-"* o /4̂~
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~~t~ĉ  U r  <<ZH ) Ό iS CSIs' ^d€* f
/

d^UdTTf^

V-. **<Τ7 \̂ &n*>fo v c dry aL f^ f l*ccj crz^TT τ  ryj— f<̂ cs
r r? r̂7

J J z Jd  ~ j~ j~ J ^ f  J9 Jf
d o 0> o

r Γ7

d^r
r* ?

d  & y  ^ ^f̂ y  d y

ΎΓ7

'*/£>

4ή  r  ?
7 r  r

Γ7 ̂  <* α'Ί*? J
b J  9



t 3 - r c ( (0> ^  T c^ U

k Ί  u ~?yo <p y - ✓  I k

'h

e < r ^ ( 7 )  . / - /  £ - ✓  k  - r * » -  α ^ γ ^ -r a s  r f ^ u f

~Ce> T t

( f  o— cr^|— «  r’c-'ix'î o-τ-Ί--̂ — s

f'· ^

/*,

/
VW

e? ["
~T7; o - ^ x ^ ' c c r c j j

0/ J /’ / k̂<r0 - & " * » >  S ; kOe?

* av̂  ^
J ]  >γθ

&

>̂  > , έ  O
rep ^  zcf ct f

- / ^  1 **' /

- J j j £% ?-' ̂ )(0 r~,£( d\/
&■

G

J <?

(̂ X V k )  <^, ̂  T ?J> & 1/

^ x  ** ^



/ ~ < Ζ Λ / Ί LxiCL/l·-- C\yc^ <5 ί 1 ο -?*' c S ν'τ-^ο^  γ -  a>-rvy

c b

i BlW L̂CUY c Uia (X

; t « < Ό  27 ✓  1X "T ~ P  t n  ? * ?<£> —■

n*Vx cP rS OO) d/<L*rsC>as ~T -£ .<^
f<znz~ ρψζ>-

/ a  O r !  & csf dd/'X^^CP c-î·’ cS ^ Sc î ·
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