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3 to televtaio pdOnuo: pepikéc mapdywyor: av f: ACR™ > Rkow d € A,
peplkt TaPAYwYog we Tpog T oto onuelo @ opileton wg
of f(@+tex) — f(@)

(@) = lim
Oy t—0 t

4Talv To 6pLo UTIAPYEL.



3 to televtaio pdOnuo: pepikéc mapdywyor: av f: ACR™ > Rkow d € A,
peplkt TaPAYwYog we Tpog T oto onuelo @ opileton wg
of f(@+tex) — f(@)

(@) = lim
Oy t—0 t

6tav to 6plo uTtdpyet. loodbvapa, av opiooupe

g(s) = f(ar,az2,...,ax-1,s,ak+1.an),
Téte of
L (@) =)
T

H pepikf Topdywyog we mpog x; dnAdvel to pubud petoforric Tng ocuvdptnong oto
onpeio @ étav kwoldpoote oTnv katevbuvon €.

To du&vvopa
of
Ox1

ovopdletan kAion Tng f oto onuelo a.

of

9
Oxn

V@) = (5--(@@),.. (@)



Kotd katedOuvvon mopdywros (1 kaetevOuvépevn Tapiy®yog)

Opiopdg. Kdbe didvuopo 4 € R™ pe ||| = 1 ovopdleton katehBuvon.
Opopés. 'Eotw f: ACR™ - Rkou @ € A. H katd kotebBuvon mapdywyog tng f

oto onuelo @ otnv koteHBuvon @ opiletan wg

Df(@) = Jim T

4TV To 6pLo LTIAPYEL.



Kotd katedOuvvon mopdywros (1 kaetevOuvépevn Tapiy®yog)

Opiopdg. Kdbe didvuopo 4 € R™ pe ||| = 1 ovopdleton katehBuvon.
Opopés. 'Eotw f: ACR™ - Rkou @ € A. H katd kotebBuvon mapdywyog tng f

oto onuelo @ otnv koteHBuvon @ opiletan wg

Df(@) = Jim T

4TV To 6pLo LTIAPYEL.

(1%2)

H koatd koeteiBuvon mapdywyog toovton pe to pubud petafornc tng f oto onueio @
otnv kotevbuvon .



H kotd katetBuvon mopdywyog yevikeVel TNV évvolal TNG HEPLKTG TTALPALYDYOU:
elvau povepd 6TL
of

Dg, f(@) = EY

(@)



H kotd katetBuvon mopdywyog yevikeVel TNV évvolal TNG HEPLKTG TTALPALYDYOU:
elvau povepd 6TL
of

De, @) = 52-(@)

Napéserypo. ‘Eotw f(x,y) = 22y, @ = (cosf,sin @) ko @ = (x0,y0).



H kotd katetBuvon mopdywyog yevikeVel TNV évvolal TNG HEPLKTG TTALPALYDYOU:
elvau povepd 6TL
of

Dg, f(@) = EY

(@)

Napéserypo. ‘Eotw f(x,y) = 22y, @ = (cosf,sin ) ko @ = (x0,%0). ‘Exovpe

Dy f(a)
_ lim (w0 + tcos 0)%(yo + tsin ) — z3yo
t—0 t
— lim zgy0+(210y0 cos 9+z(2) sin 8)t+(2zq cos 6 sin O+yq cos? 0)t%4-cos? 0 sin 9t37z(2)y0
t—0 t

= 2z0yo cos b + mg sinf .



H kotd katetBuvon mopdywyog yevikeVel TNV évvolal TNG HEPLKTG TTALPALYDYOU:
elvau povepd 6TL
of

Dg, f(@) = EY

(@)

Napéserypo. ‘Eotw f(x,y) = 22y, @ = (cosf,sin ) ko @ = (x0,%0). ‘Exovpe

Dy f(a)
_ lim (w0 + tcos 0)%(yo + tsin ) — z3yo
t—0 t
— lim zgy0+(210y0 cos 9+z(2) sin 8)t+(2zq cos 6 sin O+yq cos? 0)t%4-cos? 0 sin 9t37z(2)y0
t—0 t

= 2z0yo cos b + mg sinf .

Apybtepa B Solpe btL umdpxel o Vkohog TpdTOG!



Mapdderypor. ‘Eoctw m ouvdptnon

2
B (@) #(0,0),

0, (z,y) = (0,0).

flz,y) =

‘Eotw @ = (cos 6, sinf). Av sin # 0 téte

f(tcosf,tsin®) — f(0,0)
t
t3 cos? 0sin 0
t5 cost 0 + t3sin? 0
cos? 6sin 0
2 cost 0 + sin? 0
—  cotf cosf,




Mapdderypor. ‘Eoctw m ouvdptnon

2
B (@) #(0,0),

0, (z,y) = (0,0).

flz,y) =

‘Eotw @ = (cos 6, sinf). Av sin # 0 téte

f(tcosf,tsin®) — f(0,0)
t
t3 cos? 0sin 0
t5 cost 0 + t3sin? 0
cos? 6sin 0
2 cost 0 + sin? 0
—  cotf cosf,

dnAadf Dz f(0,0) = cot @ cosf. Av sinf = 0 téte Dz f(0,0) = 0.



Mapdderypor. ‘Eoctw m ouvdptnon

fla,y) = T, (2,y) #(0,0),

0, (z,y) = (0,0).
‘Eotw @ = (cos 6, sinf). Av sin # 0 téte

f(tcosf,tsin®) — f(0,0)
t
t3 cos? 0sin 0
t5 cost 0 + t3sin? 0
cos? 6sin 0
2 cost 0 + sin? 0
—  cotf cosf,

dnAadf Dz f(0,0) = cot @ cosf. Av sinf = 0 téte Dz f(0,0) = 0.

‘Exoupe 181 dev 6t n f elva awovvexfc oto (0,0). Tuverdg n dapdn tne katd
koteVOuvon Topaydyou akdua kol oe kdbe katedBuvon Sev eivol pio
LKOLVOTLOLNTLK Y évvoLa SLoLpoplotdTnTog.



AwagpoplotpéTnTo.

MNa va yivel o katavontdg 0 opLopds TNG SLALPopLoLLOTNTOG Eivoll XPTNOLLO VoL
dovpe pe Aiyo diapopeTikd TPOTO TNV évvolal TNG SLoLoplotdTNTaG oTn pic
dudotaon.



AwagpoplotpéTnTo.

MNa va yivel o katavontdg 0 opLopds TNG SLALPopLoLLOTNTOG Eivoll XPTNOLLO VoL
dovpe pe Aiyo diapopeTikd TPOTO TNV évvolal TNG SLoLoplotdTNTaG oTn pic
dudotaon.

‘Eotw f: R — Rkow a € R Tow akdhovBa 800 eivou toodovapa :
(1) m f eivou Tapaywyiown oto a

(2) umdpxer B € R dote lim f(z) = f(a) = B(z — a) =

T—ra |CC*(1‘

0




AwagpoplotpéTnTo.

MNa va yivel o katavontdg 0 opLopds TNG SLALPopLoLLOTNTOG Eivoll XPTNOLLO VoL
dovpe pe Aiyo diapopeTikd TPOTO TNV évvolal TNG SLoLoplotdTNTaG oTn pic
dudotaon.

‘Eotw f: R — Rkow a € R Tow akdhovBa 800 eivou toodovapa :
(1) m f eivou Tapaywyiown oto a

(2) umdpxer B € R dote lim f(z) = f(a) = B(z — a) =

T—ra |CC*(1‘

0

Emumhéov, av ou (1), (2) woxbouyv, téte f/(a) = B.



AwagpoplotpéTnTo.

MNa va yivel o katavontdg 0 opLopds TNG SLALPopLoLLOTNTOG Eivoll XPTNOLLO VoL
dovpe pe Aiyo diapopeTikd TPOTO TNV évvolal TNG SLoLoplotdTNTaG oTn pic
dudotaon.

‘Eotw f: R — Rkow a € R Tow akdhovBa 800 eivou toodovapa :
(1) m f eivou Tapaywyiown oto a

(2) umdpxer B € R dote lim f(z) = f(a) = B(z — a) =

T—ra |CC*(1‘

0

Emumhéov, av ou (1), (2) woxbouyv, téte f/(a) = B.

«H ovvdptnon f(a) + f/'(a)(z — a) etvon pioe TOAO koA pooéyyion g f(x) kovtd
oto onuelo a (pe Tnv évvora Tng (2) ) ko pdAota eivo 1 pévn Téoo KoAn
mpooéyylon amd cuvaptioelg Tng poppns A + By



AwagpoplotpéTnTo.

MNa va yivel o katavontdg 0 opLopds TNG SLALPopLoLLOTNTOG Eivoll XPTNOLLO VoL
dovpe pe Aiyo diapopeTikd TPOTO TNV évvolal TNG SLoLoplotdTNTaG oTn pic
dudotaon.

‘Eotw f: R — Rkow a € R Tow akdhovBa 800 eivou toodovapa :
(1) m f eivou Tapaywyiown oto a

(2) umdpxer B € R dote lim f(z) = f(a) = B(z — a) =

T—ra |CC*(1‘

0

Emumhéov, av ou (1), (2) woxbouyv, téte f/(a) = B.

«H ovvdptnon f(a) + f/'(a)(z — a) etvon pioe TOAO koA pooéyyion g f(x) kovtd
oto onuelo a (pe Tnv évvora Tng (2) ) ko pdAota eivo 1 pévn Téoo KoAn
mpooéyylon amd cuvaptioelg Tng poppns A + By

(Xvvaptfioeis tng popyhc Az + B ovopdlovtol cuxvé op@ikéc ouvapTioELs.
Mpdketta Yuotkd yrow T TTOAVOVVRLO o BaBpod)



(mkpr, &eurn alA& XpHoipn TapévOeon) Agppvikég ovvaptioeis oto R™.



(mkpr, &eurn alA& XpHoipn TapévOeon) Agppvikég ovvaptioeis oto R™.

Agpwikéc ouvapthoelg ovopdlovton oL ouvaptioels g : R — R tng poperg

g@)=a-T+b=arz1+... +anzn +0b.



(mkpr, &eurn alA& XpHoipn TapévOeon) Agppvikég ovvaptioeis oto R™.

Agpwikéc ouvapthoelg ovopdlovton oL ouvaptioels g : R — R tng poperg
g()=a-T+b=arxz1+...+anzn +0.
loodbvapa, elva akplBddg tor ToAv@vupa o Bobpou.

loodOvopa, sivor akpldg oL cuvaptioslg Tou sivor dBpolopor oG YPOULLKNG
ouvdpTnong ko plog otabepdis.



(mkpr, &eurn alA& XpHoipn TapévOeon) Agppvikég ovvaptioeis oto R™.

Agpwikéc ouvapthoelg ovopdlovton oL ouvaptioels g : R — R tng poperg

g@)=a-T+b=arz1+... +anzn +0b.

loodbvapa, elva akplBddg tor ToAv@vupa o Bobpou.
loodOvopa, sivor akpldg oL cuvaptioslg Tou sivor dBpolopor oG YPOULLKNG
ouvdpTnong ko plog otabepdis.

Népe 6TL pioe ouvdptnon f: A C R™ — R eudéyeton BEATIOTN otppvikt) Tpooéyylom
oto onuelo @ € A av UTIAPXEL LPPWLKT) cuVEPTNON g DOTE

@) 9@ _

i—va || —dl

0.



(mkpr, &eurn alA& XpHoipn TapévOeon) Agppvikég ovvaptioeis oto R™.

Agpwikéc ouvapthoelg ovopdlovton oL ouvaptioels g : R — R tng poperg

g@)=a-T+b=arz1+... +anzn +0b.

loodbvapa, elva akplBddg tor ToAv@vupa o Bobpou.
loodOvopa, sivor akpldg oL cuvaptioslg Tou sivor dBpolopor oG YPOULLKNG
ouvdpTnong ko plog otabepdis.

Népe 6TL pioe ouvdptnon f: A C R™ — R eudéyeton BEATIOTN otppvikt) Tpooéyylom
oto onuelo @ € A av UTIAPXEL LPPWLKT) cuVEPTNON g DOTE

1@ -9@ _,

i—a ||Z—dl

Av 1 f eTudéxeton BEATIOTT alp@ky Ttpooéyylom oto onuelo @ téte M avtioTolym

appwikf cuvdptnon g eivon povadiky (doknon) .



(mkpr, &eurn alA& XpHoipn TapévOeon) Agppvikég ovvaptioeis oto R™.

Agpwikéc ouvapthoelg ovopdlovton oL ouvaptioels g : R — R tng poperg

g@)=a-T+b=arz1+... +anzn +0b.

loodbvapa, elva akplBddg tor ToAv@vupa o Bobpou.
loodOvopa, sivor akpldg oL cuvaptioslg Tou sivor dBpolopor oG YPOULLKNG
ouvdpTnong ko plog otabepdis.

Népe 6TL pioe ouvdptnon f: A C R™ — R eudéyeton BEATIOTN otppvikt) Tpooéyylom
oto onuelo @ € A av UTIAPXEL LPPWLKT) cuVEPTNON g DOTE

1@ -9@ _,

i—a ||Z—dl

Av 1 f eTudéxeton BEATIOTT alp@ky Ttpooéyylom oto onuelo @ téte M avtioTolym

appwikf cuvdptnon g eivon povadiky (doknon) .



Avddoya éxoupe

Opiopéds. ‘Eotw f: A CR™ — R. H f elvou Siapopiown (4 Tapaywyiown) oto
@ € A av vmdpxetl Sidvuopo B € R" dote

MTopel vau SeL kawveic (doknom) éTL av uTdpyEL TETE TO TAPATIEAV® SLAVUCHO B
elvo povadikd. To ovopdlovpe mapd ywyo (1 ohk1 Tapdywyo) Tne f oto @ Ko To
oupBorilovpe pe Df(@) 1 pe f/(a).



Avddoya éxoupe

Opiopéds. ‘Eotw f: A CR™ — R. H f elvou Siapopiown (4 Tapaywyiown) oto
@ € A av vmdpxetl Sidvuopo B € R" dote

MTopel vau SeL kawveic (doknom) éTL av uTdpyEL TETE TO TAPATIEAV® SLAVUCHO B
elvo povadikd. To ovopdlovpe mapd ywyo (1 ohk1 Tapdywyo) Tne f oto @ Ko To
oupBorilovpe pe Df(@) 1 pe f/(a).

Mapatipnon. Apa 1 Stovpopiotpdtnto oto @ elvou LoodOvaun €& oplopol Loodbvoyun
pe v Omopgn BéATioTNng oppvikic Tpooéyyiong oto @. H BéAtiotn appvikn
Tpooéyylon oto d eivou M owvdptnon 1 f(@) — f/(a) - (T — a@).



Avddoya éxoupe

Opiopéds. ‘Eotw f: A CR™ — R. H f elvou Siapopiown (4 Tapaywyiown) oto
@ € A av vmdpxetl Sidvuopo B € R" dote

MTopel vau SeL kawveic (doknom) éTL av uTdpyEL TETE TO TAPATIEAV® SLAVUCHO B
elvo povadikd. To ovopdlovpe mapd ywyo (1 ohk1 Tapdywyo) Tne f oto @ Ko To
oupBorilovpe pe Df(@) 1 pe f/(a).

Mapatipnon. Apa 1 Stovpopiotpdtnto oto @ elvou LoodOvaun €& oplopol Loodbvoyun
pe v Omopgn BéATioTNng oppvikic Tpooéyyiong oto @. H BéAtiotn appvikn
Tpooéyylon oto d eivou M owvdptnon 1 f(@) — f/(a) - (T — a@).

MpéTaon. Av n f(Z) eivou iowpopiown oto @ tdte eivow ovvexrc oto a.
Anébeién. Edkohn doknom.



Mpétaeon. Av 1 f(Z) elvou Sapopiowun oto onueio @ téte VTAPXOULV SAeg OL KATA
katevBuvon TapdywyoL TNg f oTo d Kol HANLOTAL

(Daf)(@) = f'(a) @

Yo k&Be katevOuvon U.
Anédetén. Lo mapandvw dpo Bétovue T = @ + tU omdte kabdg t — 0 éxoupe
T — d. Apow

f(@) — f(@) - f'(@) - (Z - a)

0 = lim ——
F—d [|Z — al|
_ fl@+tw) — f(a@) —tf'(a) - a
= lim
t—0 ‘t|
o J@ ) @) -t @)
t—0 t
_ o flatt) - f@ L -
= g D ETD pa

ko To {nrolpevo émeton.



‘Emteton artd v TteAevtaia pdtaom 6TL av M f elvau Ttapaywyiown oto @ téte oL
peptkég TapdywyoL TG f 0To @ UTIAPXOUV Kol

Of i
%(a)*f(a) €k



‘Emteton artd v TteAevtaia pdtaom 6TL av M f elvau Ttapaywyiown oto @ téte oL
peptkég TapdywyoL TG f 0To @ UTIAPXOUV Kol

Of i
%(a)*f(a) €k

Y UVETIOC

Mpétaeon. Av 1 f etvou Slavpopiowun oto @ tdte uttdpyet to Stdvvopa V f(a) ko

f(@) = via.



‘Emteton artd v TteAevtaia pdtaom 6TL av M f elvau Ttapaywyiown oto @ téte oL
peptkég TapdywyoL TG f 0To @ UTIAPXOUV Kol

Of (o _ (o) &
%(a)*f(a) k

Y UVETIOC

Mpétaeon. Av 1 f etvou Slavpopiowun oto @ tdte uttdpyet to Stdvvopa V f(a) ko
f(@) = Vf(@).
‘Emteton dpeoa to akdAovbo kpLthplo SLapoplottdTnTog:

Mpétaon. H f eivon mopaywyiown oto onueio @ av ko pdvo av urtdpyxouv dAeg oL
MEPLKEG TNG TTLPAYWYOL OTO @ KOl

f(@) - f@) - Vi@ - (Z-a)

Fos 17 —a

=0




Mapdderypor. ‘Eotw M ouvdptnon

dovl® (@ 0,0
h(z,y) _ 12+y27 ( 7y) 75( ) )7

0, (z,y) = (0,0).

Av a < 1 téte n h elvon aovvexhg oto (0,0), &pa dev elvon Siapoployun oto onueio
outd. ‘Eotw topa a > 1. Téte ebkora PAémoupe ST oL pepikég Ttapdywyol %, g—Z
urt&pxouvv oto (0,0) kou eivou ioeg pe 0. Apa (yiow o > 1) M h eivou Slvpopiowun oto
(0,0) ko pévo ov

h(z,y) = h(0,0) = VA(0,0) - (z,y)

lim =0
(z,y)—(0,0) I(z, vl




Mapdderypor. ‘Eotw M ouvdptnon

dovl® (@ 0,0
h(z,y) _ 12+y27 ( 7y) 75( ) )7

0, (z,y) = (0,0).

Av a < 1 téte n h elvon aovvexhg oto (0,0), &pa dev elvon Siapoployun oto onueio
outd. ‘Eotw topa a > 1. Téte ebkora PAémoupe ST oL pepikég Ttapdywyol %, g—Z
urt&pxouvv oto (0,0) kou eivou ioeg pe 0. Apa (yiow o > 1) M h eivou Slvpopiowun oto
(0,0) ko pévo ov

h(z,y) = h(0,0) = VA(0,0) - (z,y)

lim =0
(z,y)—(0,0) I(z, vl

toodlvapo av ko uévo av

im lzy|™
(z,y)—(0,0) (22 + y2)3/2

dnAadh (vroetl;) ov ko pévo av o > 3/2.



To mponyovuevo kpLthpLo dev eival amtapaitnTo Yol TEPLOTATEPO «KKANEGH
oLVVAPTHOELS. TUXVA eivor TiLo aTtAd Vo XpmoLpoTotjooupe Thv akdAoudn

Mpétaon. ‘Eotw 4t oL pepikég Ttapdywyor tng f: A C R™ — R undpxovv oe o
meplox Tov @ € A kau givow ovvexeic oto @. Téte 1 f eivou Siocpopiowun oto a.
Anébeidn. Mapadeineton.



To mponyovuevo kpLthpLo dev eival amtapaitnTo Yol TEPLOTATEPO «KKANEGH
oLVVAPTHOELS. TUXVA eivor TiLo aTtAd Vo XpmoLpoTotjooupe Thv akdAoudn

Mpétaon. ‘Eotw 4t oL pepikég Ttapdywyor tng f: A C R™ — R undpxovv oe o
meplox Tov @ € A kau givow ovvexeic oto @. Téte 1 f eivou Siocpopiowun oto a.
Anébeidn. Mapadeineton.

Méplope. Avn f: ACR"™ = R elvaw C! oto A (5nAadh oL pepikés Tng Top&ywyol
uTtdpyouv ko elva ouvexeic oto A) téte eiva Slapopiowun oe k&Be onueio tou A.



To mponyovuevo kpLthpLo dev eival amtapaitnTo Yol TEPLOTATEPO «KKANEGH
oLVVAPTHOELS. TUXVA eivor TiLo aTtAd Vo XpmoLpoTotjooupe Thv akdAoudn

Mpétaon. ‘Eotw 4t oL pepikég Ttapdywyor tng f: A C R™ — R undpxovv oe o
meplox Tov @ € A kau givow ovvexeic oto @. Téte 1 f eivou Siocpopiowun oto a.
Anébeidn. Mapadeineton.

Méplope. Avn f: ACR"™ = R elvaw C! oto A (5nAadh oL pepikés Tng Top&ywyol
uTtdpyouv ko elva ouvexeic oto A) téte eiva Slapopiowun oe k&Be onueio tou A.

Mépopee. Avn f: ACR™ — R sivaw C! oto A t61e N TAPEYWYSC TNG KATA TNV
katevBuvon 4 oto onuelo @ divetan amd T oxéon

Dgzf(@) =V f(a)-u



Mopéderypor. No BpeBei M katd katevBuvon Tapdywyog Tng

2 Y1
z“eY log z
f(x7 y? Z) e —
y—1
oto onuelo (—1,0,€) otnv katevBuvon @ = (1/2, —/3/2,0).

H f(z,y,z) opiletoun oto avoiktd cbvoro A = {(z,y,z) : z >0, y # 1}, elvon
(Tpopavirg) C1 oto ovuvoro autd ka dpa eiva Stocpopiolun oe kdbe onpeio Tov.



Mopéderypor. No BpeBei M katd katevBuvon Tapdywyog Tng

2 Y1
z“eY log z
f(x7 y? Z) e —
y—1
oto onuelo (—1,0,€) otnv katevBuvon @ = (1/2, —/3/2,0).

H f(z,y,z) opiletoun oto avoiktd cbvoro A = {(z,y,z) : z >0, y # 1}, elvon
(Tpopavirg) C1 oto ovuvoro autd ka dpa eiva Stocpopiolun oe kdbe onpeio Tov.
Trohoyilovpe
o] 2zxeY log z Is]
of _ 2welogz /

i =2
oz y—1 am( 0.¢)
of x%e¥(y —1)logz — x2e¥ log 2 of
—~ = — —_— —1,0,6 = -2
Ay (y—1) 8y( )
aof _ x2eY af

e Y p0=-1
9z z(y—1) 0z T



Mopéderypor. No BpeBei M katd katevBuvon Tapdywyog Tng

2 Y1
z“eY log z
f(x7 y? Z) e —
y—1
oto onuelo (—1,0,€) otnv katevBuvon @ = (1/2, —/3/2,0).

H f(z,y,z) opiletoun oto avoiktd cbvoro A = {(z,y,z) : z >0, y # 1}, elvon
(Tpopavirg) C1 oto ovuvoro autd ka dpa eiva Stocpopiolun oe kdbe onpeio Tov.

Trohoyilovpe
o] 2xeY | Is]
of _ 2weVlogz f

— (-1 =2
oz y—1 am( 0.¢)
of _ xz2e¥(y — 1) log 2 ; z2e¥ log z 87]‘(_170’ ¢) = —2
Ay (y—1) Ay
of x2eY of 1
e o L1 _ _ =
9z z(y—1) - 82( 0.¢) e

Apo
Dzf(—1,0,¢) = (2, —2,—%) -(1/2,—V/3/2,0) =1+ /3.



Méryiotog puOpég petaPorig. Eidoape 6tL av 1 f elvon Siocpopiowpn téte

>

Dgf(@) =Vf(a)-a

‘Emeton étL av V f(@) # 0 téte:

o péylotog pubpdg abEnong tne f oto @ eutuyxdvetow oty katevBuvon vagzgu

ko eivau ioog pe ||V f(&)||

o péylotog pubudg peiwong tng f oto @ AapPdveton otnv katevBuvon 7%
ko efvou {oog pe ||V f(@)]| (8nAadh o pubudg ad&nong eiva — ||V f(a)]])

o pubpdc petoforiic Tng f oe omoladnmote katevOuvon k&betn

oto Vf(@) elvow undév



Napéserypo. ‘Eotw n ouvdptnon f(z,y) = 22 + 3y + (sinz)%Y. Av

. flz,y) — Ax — By — C
lim =
(@) =(1/2,0) \/(z — 7/4)2 + (y — 7/4)2

)

Tl oupTépoopa Bydlete yio Toug apbuode A, B, C,



Napéserypo. ‘Eotw n ouvdptnon f(z,y) = 22 + 3y + (sinz)%Y. Av

. flz,y) — Ax — By — C
lim =
(@) =(1/2,0) \/(z — 7/4)2 + (y — 7/4)2

)

Tl oupTépoopa Bydlete yio Toug apbuode A, B, C,

H ouvéptnon f(z,y) etvow mpopavdg C! oto medio oplopol Tng ko eldikdtepa oe
pioe Teplox1 tov onpeiov (7/2,0). H Az + By + C eivow 1 Bértiotn ouppivikt
mpooéyyion Tne f(x,y) oto onueio (7/2,0), dpo, COLPWVA PE TOL TTAPATIAV®, 1
Az + By + C ovuutitnrel pe tnv

f(mw/2,0) + ?(7‘(/2,0)(3} —m/2) + ?(W/Q,O)y.
x y

Exoupe f(m/2,0) = n2/4 + 1. Emiong
of

— =2z + cosy(sinz

ox

yeosv =L cos == ﬂ(ﬂ'/2,0) =7
Ox

of
Ay

‘Apo M BéATioTn apyvik TTpooéyylon sivo M

=3+ (sinz)°**Y(In(sinz)) (— siny) = g—i(ﬂ/l(]) =3.

2

%+1+7T(x—7r/2)+3y

Kd.LéLpOLA:ﬂ,B=3,C=177I'2/4.



FeopeTpiky eppnveic. Tovola otdbung. Epantdpevo eninedo.

Opwopés. ‘Eotw f: A CR™ - R kou ¢ € R. To ogdvoro
e ={Fec A : f(@)=c}

ovopdletonw obvolo otd Oung tng cuvédptnong f.

Napasderypo. ‘Eotw f(x,y,z) = 22 4+ y2 + 22. Téte to ovvoro otdbune f~1({c})
elvou

> M opaipa kévtpou (0,0,0) kou aktiveg v/c av ¢ > 0
to povooivoro {(0,0,0)} avc =0

v

To kevd oVvoro av ¢ < 0

v



Opopég. Ovopdloupe urepemnineSo otov R™ kédbe odvolo tnc pnopyic
E = {ZeR" :a-x=>b}
= {(=1,...,2n) ra171 +...anTy = b}

émov @ € R™, @ # 0, ko b € R.



Opopég. Ovopdloupe urepemnineSo otov R™ kédbe odvolo tnc pnopyic
E = {ZeR" :a-Z=10b}
= {(z1,...,2Zn) 1a171 +...anTy = b}
émov @ € R™, @ # 0, ko b € R.
‘Apa taL uTiepeTiimedo otov R? eivau oL evBeiec ko Taw umepeTinedo otov R3 eivau o

(cuvhBn) ettimedo. ‘Eva umepeTtinedo otov R™ eivou plow «emitnedn emupdveroy
didotaong n — 1.



Opopég. Ovopdloupe urepemnineSo otov R™ kédbe odvolo tnc pnopyic
E = {ZeR" :a-Z=10b}
= {(z1,...,2n) ra1x1 +...anzy = b}
émov @ € R™, @ # 0, ko b € R.

‘Apa taL uTiepeTiimedo otov R? eivau oL evBeiec ko Taw umepeTinedo otov R3 eivau o
(cuvhBn) ettimedo. ‘Eva umepeTtinedo otov R™ eivou plow «emitnedn emupdveroy
didotaong n — 1.

Av Pp, Py eivon 800 onpeioe tov uttepemunédouv E toTe éx0oupe

Qll
5l

|

=b
=b

o
Q
>

. . ‘ - 5 . . o
KOl oLolpdvTog Koetd el mapvoupe @ - P P> = 0. ‘Apa to Sidvuopoe @ eivon
k&Beto oto umepeninedo E.




Opwopés. ‘Eotw f: A CR™ — R. To ocbdvoro
Iy={(&y) eR":FeA y=f(@)}

ovopdleton ypdenuo Tng ouvvdptnong f.



Opwopés. ‘Eotw f: A CR™ — R. To ocbdvoro
Uy ={(#y) eR"T:T€ A y=f(@)}
ovopdletal Ypdenua TN ouvdptnong f.
Opwopés. ‘Eotw f: A CR™ — R dopopioyun oto onueio @ € A. To obvolo
E={(#y) eR"" 1y = @)+ V@ (¥-a)}
ovopdletou epamtopevo uTepeTinedo oto ypdpnuo tne f oto onuelo (a, f(a)).

(Apa To eparmtdpevo uTepeTinedo eiva To ypdenuo TG PEATLOTNG LPPVIKTG
TpooéyyLong.)



Opwopés. ‘Eotw f: A CR™ — R. To ocbdvoro
Iy={(&y) eR":FeA y=f(@)}
ovopdleton ypdenuo Tng ouvvdptnong f.

Opwopés. ‘Eotw f: A CR™ — R dopopioyun oto onueio @ € A. To obvolo
E={(&y) eR" 1y =f(a@)+Vf@): (&-a)}

ovopdletou epamtopevo uTepeTinedo oto ypdpnuo tne f oto onuelo (a, f(a)).

(Apa To eparmtdpevo uTepeTinedo eiva To ypdenuo TG PEATLOTNG LPPVIKTG

TpooéyyLong.)

Oplopdg. Aépe 6tL éva Sidvuopa 7 € R* 1 eivan k&Beto oto ypdenua tng f()

oto onueio (@, f(@)) av eivow k&Beto oto epattduevo vrepetinedo.

‘Apa éval k&Beto Sidvuopa givon to (Vf(&), —1).



Tt mepintwon plog Sapopioung cuvdptnone f(z,y) dbo petaPAntadv, to
epartdpevo etinedo E oe éva onueto (zo, yo, f(o,yo)) Tou ypopfpotog éxel
e&lowon

2= f0,30) + 5L (20, 90) (2 = 70) + S (20,90) (4 = vo)-
Tz oy

‘Evee kdBeto Sidvuopa oto ypdynua oto onuelo (2o, Yo, f(zo,yo0)) elvon to

7= (2 (o090, 9 0,10, -1)

Tangent plane at P

z2=flx.y)



O évvoleg Tou epatmtdpevou eTitédou ko K&BeTou SLaVICLATOG YEVIKEVOVTOL OF
YevikdTepeg eTLpdveleg, dnNAadN oe eTupdveleg Tov Sev eivorl atapadtnTor Ypdpnuo
K&TIOLOLG CUVAPTNOTG.



O évvoleg Tou epatmtdpevou eTitédou ko K&BeTou SLaVICLATOG YEVIKEVOVTOL OF

YevikdTepeg eTLpdveleg, dnNAadN oe eTupdveleg Tov Sev eivorl atapadtnTor Ypdpnuo
K&TIOLOLG CUVAPTNOTG.

‘Eotw F(z,vy,2) pla O ouvdptnon oplopévn otov R3 (1 oe éval umoohvoro
A C R?) kou é0tw To 0bvoro ot&bung

S=F"t{c}) = {(z,y,2) €R® : F(z,y,2) =c}

‘Eve onueto (zo, Yo, 20) € S ovopdleton opohé onueio Tov cuvélou S av
VF(zo0,y0,20) # 0.



O évvoleg Tou epatmtdpevou eTitédou ko K&BeTou SLaVICLATOG YEVIKEVOVTOL OF

YevikdTepeg eTLpdveleg, dnNAadN oe eTupdveleg Tov Sev eivorl atapadtnTor Ypdpnuo
K&TIOLOLG CUVAPTNOTG.

‘Eotw F(z,vy,2) pla O ouvdptnon oplopévn otov R3 (1 oe éval umoohvoro
A C R?) kou é0tw To 0bvoro ot&bung

S=F"t{c}) = {(z,y,2) €R® : F(z,y,2) =c}

‘Eve onueto (zo, Yo, 20) € S ovopdleton opohé onueio Tov cuvélou S av
VF(zo0,y0,20) # 0.



O évvoleg Tou epatmtdpevou eTitédou ko K&BeTou SLaVICLATOG YEVIKEVOVTOL OF
YevikdTepeg eTLpdveleg, dnNAadN oe eTupdveleg Tov Sev eivorl atapadtnTor Ypdpnuo
K&TIOLOLG CUVAPTNOTG.

‘Eotw F(z,vy,2) pla O ouvdptnon oplopévn otov R3 (1 oe éval umoohvoro
A C R?) kou é0tw To 0bvoro ot&bung

S=F"t{c}) = {(z,y,2) €R® : F(z,y,2) =c}

‘Eve onueto (zo, Yo, 20) € S ovopdleton opohé onueio Tov cuvélou S av
VF(zo0,y0,20) # 0.

e éva opoNd ompelo (o, Yo, 20) optletan To epattdpevo eminedo oto S w¢ ToO
eminedo pe e€iowon

OF oF
x —xo) + —— (y — o)

— + — z—20)=0
Oz 1(x0,y0,20) 9y H(z0,y0,20) 0z (»'Cmyo,zo)( )



O évvoleg Tou epatmtdpevou eTitédou ko K&BeTou SLaVICLATOG YEVIKEVOVTOL OF
YevikdTepeg eTLpdveleg, dnNAadN oe eTupdveleg Tov Sev eivorl atapadtnTor Ypdpnuo
K&TIOLOLG CUVAPTNOTG.

‘Eotw F(z,vy,2) pla O ouvdptnon oplopévn otov R3 (1 oe éval umoohvoro
A C R?) kou é0tw To 0bvoro ot&bung

S=F"t{c}) = {(z,y,2) €R® : F(z,y,2) =c}

‘Eve onueto (zo, Yo, 20) € S ovopdleton opohé onueio Tov cuvélou S av
VF(zo0,y0,20) # 0.

e éva opoNd ompelo (o, Yo, 20) optletan To epattdpevo eminedo oto S w¢ ToO
eminedo pe e€iowon

oF )+ OF ( )+
il T — il _ il
0x 1(20,v0,20) 0 Oy 1(20,v0,20) yow 0z (%0,v0,20)

(z—20)=0
loodbvapa, av T = (z,y, 2) kow To = (z0, Yo, 20),
VF(Zy) - (£ — %) =0.

KdBeto idvuopo oto S oto onueio (2o, Yo, z0) ovopdletal k&Be didvuopa Tov
eivo k& Beto oto spatmtédpevo eminedo. Apa éva kdbeto Sidvuopa sivor To
VF (20,0, 20)-



Mevikétepa, éotw F : R™ — R ploe C1 ouvdptnon. ‘Eva onueio Zp tov ouvdrov
S={ZeR": F(&) =c}

Aéyetou opohd av VF(Zo) # 0. Y& éva opohd onpeio Ty opilletol To eQATTOREVO
oto S umepeminedo wg To umepeTinedo pe e&iowon

VF(Zoy) - (& — Zo) = 0.



Mevikétepa, éotw F : R™ — R ploe C1 ouvdptnon. ‘Eva onueio Zp tov ouvdrov
S={ZeR": F(&) =c}

Aeyeton opaé av VE(Z)) # 0. Te éva opahd onueio o opiletol To epamtouevo
oto S umepeminedo wg To umepeTinedo pe e&iowon

VF(Zoy) - (& — Zo) = 0.
‘Eva kdBeto oto S Sidvuopa oto onuelo Fo elvow to VF(Zp).

Snuelwon. To mopandvw, ko eldkdtepa 1 atltoAdYNo1 Toug, oxetilovton dpeco
pe To Oepnpo Memheypévne Tuvdptnong to omoio dpwg Bow dolpe apydtepal.



Moapéderypo 1. To cdvolo

S={(z,y,2) € R3

2+ + 22 :R2}
(é1ov R > 0) eivou n opaipo pe kévtpo Tnv apxf Twv agdvwv ko aktivee R. Kdbe
onueio g S elvou opodd oot V(22 + y2 + 22) = 2(x, y, 2) # 0.

0=079

=052



Mapéderypor 2. To cvolo
C={(zy,2) eR? : 2?4942 - 22 =0}

eival évolg kvoc.

‘Exovpe V(22 4 y2 — 22) = 2(x,y, —2), dpo Sha ToL onpeiar Tou kKdVou eivo opahd
ektdg arné o (0,0,0).



Mopéderypor. No Bpebei to epattdpevo eminedo oto Tuxdv onpeio (zo, Yo, z0) TOL

eMewpoeldoig

CEQ y2 22

Stata=!



Mopéderypor. No Bpebei to epattdpevo eminedo oto Tuxdv onpeio (zo, Yo, z0) TOL
eMewpoeldoig

22 g2 22
2 Tptas!
‘Exovpe
2¢ 2y 2z
VF(Q%y,Z) = (CL72’ b72) 672)

Ko &poL To epaTdpevo eTinedo éxel e&iowon

2x0

2y0 229
aT(xfxo) +—5 (¥ —vo) + CT(Z*ZO) =0

b2



Mopéderypor. No Bpebei to epattdpevo eminedo oto Tuxdv onpeio (zo, Yo, z0) TOL

eMewpoeldoig
22 2 22
2 Tptas!

‘Exovpe
2x 2y 22)

VF(Q%y,Z) = (CL72’ b72) 672

Ko &poL To epaTdpevo eTinedo éxel e&iowon

2x0 2y0 220
aT(xfxo)erT(y*yo)ﬂLCT(Z*ZO)=0
Loodvvopa
2 2
0T 202z z
ToT Yoy | 20%Z %o 4 Yo 4 A0



Mopéderypor. No Bpebei to epattdpevo eminedo oto Tuxdv onpeio (zo, Yo, z0) TOL

eMewpoeldoig
22 2 22
2 Tptas!

‘Exovpe
2x 2y 22)

VF(Q%y,Z) = (CL72’ b72) 672

Ko &poL To epaTdpevo eTinedo éxel e&iowon

2x0 2y0 220
aT(x — o) + bfg(y*yo) + CT(Z —20)=0
Loodvvopa
xrox Yyoy 207 _ :Eg yg 2’8
2Tt e e et
LoodOvopa



Moapdy®YoL SLLVVGRATIKAOV GUVAPTHOEDV.



Moapdy®YoL SLLVVGRATIKAOV GUVAPTHOEDV.

> Ytnv mopdypapo outh Ba cupPolifoupe Tow otoxeio Tov R™ ( R™) wg
Sraviopotar othAeg.



Moapdy®YoL SLLVVGRATIKAOV GUVAPTHOEDV.

> Ytnv mopdypapo outh Ba cupPolifoupe Tow otoxeio Tov R™ ( R™) wg
Sraviopotar othAeg.

Optopés. Eotw f: ACR™ 5 R™, f=[f1,..., fm]T. H f eivow Stocpopioun oo
onpeio @ € A av umtdpxeL m X n Tivakog B Tétolog dote

|f(@) - fl@) - Ba-a)l _,

i—a |2 — all




Moapdy®YoL SLLVVGRATIKAOV GUVAPTHOEDV.

> Ytnv mopdypapo outh Ba cupPolifoupe Tow otoxeio Tov R™ ( R™) wg
Sraviopotar othAeg.

Optopés. Eotw f: ACR™ 5 R™, f=[f1,..., fm]T. H f eivow Stocpopioun oo
onpeio @ € A av umtdpxeL m X n Tivakog B Tétolog dote

0

H 8éa tou oplopo¥ eivow 1 (8tat STwe kol yLaL TIG TPAYHATIKEG ouvapToEeLg: pio
ouvdptnom civo diaopiowun o éva onueio av Tpooeyyiletan «ToOAd kaAd» oTto
onueio avtd amd pict APk cuvApTNOo™.



Moapdy®YoL SLLVVGRATIKAOV GUVAPTHOEDV.

> Ytnv mopdypapo outh Ba cupPolifoupe Tow otoxeio Tov R™ ( R™) wg
Sraviopotar othAeg.

Optopés. Eotw f: ACR™ 5 R™, f=[f1,..., fm]T. H f eivow Stocpopioun oo
onpeio @ € A av umtdpxeL m X n Tivakog B Tétolog dote

0

H 8éa tou oplopo¥ eivow 1 (8tat STwe kol yLaL TIG TPAYHATIKEG ouvapToEeLg: pio
ouvdptnom civo diaopiowun o éva onueio av Tpooeyyiletan «ToOAd kaAd» oTto
onueio avtd amd pict APk cuvApTNOo™.

ATtodeikvieTo e0koAal 6TL av M fsivoct dlaupopioun oto a téte o mivakog B eivou
povadikde. Tov ovopdlovpe Ttopdywyo Tng f oto d ko Tov cupBorilovpe pe
Df(@) 4 pe f'(a@).



Moapdy®YoL SLLVVGRATIKAOV GUVAPTHOEDV.

> Ytnv mopdypapo outh Ba cupPolifoupe Tow otoxeio Tov R™ ( R™) wg
Sraviopotar othAeg.

Optopés. Eotw f: ACR™ 5 R™, f=[f1,..., fm]T. H f eivow Stocpopioun oo
onpeio @ € A av umtdpxeL m X n Tivakog B Tétolog dote

=0

H 8éa tou oplopo¥ eivow 1 (8tat STwe kol yLaL TIG TPAYHATIKEG ouvapToEeLg: pio
ouvdptnom civo diaopiowun o éva onueio av Tpooeyyiletan «ToOAd kaAd» oTto
onueio avtd amd pict APk cuvApTNOo™.

ATtodeikvieTo e0koAal 6TL av M fsivoct dlaupopioun oto a téte o mivakog B eivou
p.ovocSLKoq Tov ovopdloupe Topdywyo g f oto d ko Tov oupBolilouvpe pe
Df( @) N pe f (@). Xvvemde av M f eivow SLaupoplowun oto a tote




MpéTaen. H ocuvdptnon f: [f1, f2, - fm]T etvon Siaepopiolun oto @ av ko pdvo
av k&be f; eiva Stapopiolun oto @ TNV TMepimTwon auth £XOUpE

o] — 9 — o —

. @ @ .. 3@

1@ dfs (= Afs (= Afa (=

@) = : _| @ @ . 5@
Jm (@) : : : :

@ Gm@ . @



MpéTaen. H ocuvdptnon f: [f1, f2, - fm]T etvon Siaepopiolun oto @ av ko pdvo
av k&be f; eiva Stapopiolun oto @ TNV TMepimTwon auth £XOUpE

a9 — 9 - 5] —

. @ @ .. 3@

hl@ Ofs (2  Of2(z ofz (7

rao| | e e o ke
Jm (@) : : : :

@ Fe@ . @

f@) - fla) - B@E-a) _;
|

oV ko pévo av to 6plo kébe cuviothoog sivor 0. a



MpéTaen. H ocuvdptnon f: [f1, f2, - fm]T etvon Siaepopiolun oto @ av ko pdvo

av k&be f; eiva Stapopiolun oto @ TNV TMepimTwon auth £XOUpE

. @ fh@ ... Fra@
a . . .
Fm (@) ? i o

@ FE@ .. w5

Artébeén. Epoppdlovpe T Yvwoth didtnta bt

@) - fla) - B@-a) _

F—a |z — all

oV ko pévo av to 6plo kébe cuviothoog sivor 0.

T UVeTI(G To TPSPANUAL TNG SLALPOPLOLLETNTOG HLOLG BLOLVUOUOLTIKAG OUVAPTNONG
avdyetol TAPWG oe TPSPANUAL SLOLPOPLOLLOTNTOG TIPALYLOLTIKOV CUVAPTHOEWVY.



To Siapoplkd RLOLG ATLELKOVLONG.



To Siapoplkd RLOLG ATLELKOVLONG.

Opiopds. ‘Eotw 6t n ouvdptnon (otetkdvion) f: A CR"™ — R™ givow Sowpopiotun
oto @ € A. H ypappuks atmetkdvion ov opilel o mivakog D f (@) ovopdleton
Srapopikd (1 oAkd Srapopikd) Tng ouvdpTnong fc‘co onpeio a.



To Siapoplkd RLOLG ATLELKOVLONG.

Opiopds. ‘Eotw 6t n ouvdptnon (otetkdvion) f: A CR"™ — R™ givow Sowpopiotun
oto @ € A. H ypappuks atmetkdvion ov opilel o mivakog D f (@) ovopdleton
Srapopikd (1 oAkd Srapopikd) Tng ouvdpTnong fc‘co onpeio a.

To Sopopikd Tng fc'l:o onueio @ ovpBoriletan pe df([i). ‘Apa

—

df(@) :R* > R™ |,  df(@)(d@) = Df(a)i .



To Siapoplkd RLOLG ATLELKOVLONG.

Opiopds. ‘Eotw 6t n ouvdptnon (otetkdvion) f: A CR"™ — R™ givow Sowpopiotun
oto @ € A. H ypappuks atmetkdvion ov opilel o mivakog D f (@) ovopdleton
Srapopikd (1 oAkd Srapopikd) Tng ouvdpTnong fc‘co onpeio a.

To Sopopikd Tng fc'l:o onueio @ ovpBoriletan pe df([i). ‘Apa

df(@) :R* > R™ |,  df(@)(d@) = Df(a)i .
Mapatipnon. To diapopikd d f (@) etvou plor ypopptkt amekdvion ard to R™ oto
R™. H mapdywyog Df(a@) eivo o mivokog TnG amelkdviong ouths wg TPog Tug
kawvovikég Bdoelg Twv R™ kou R™. Yuvendg éxoupe

f(@) — (@) - df(@)(Z — a)




Kovévog akvoidos.



Kawvévog alvoidog.

rR* Ly rm I, R F=gof

Mpétaon (Ka.vovu.q a.)mal.&c(.q) Av 1 f stvou Stoupopwtp.n oto d@ € R™ kou 1 g eivow
Siapopioun oto b= f(a) téte M ovvBeon h= go f eivorl dtaupopioun oto @ kou

Dh(@) = Dg(b) Df(@)  ( wodbvapa dh(d@) = dg(b) o df(@))

Arébeidn. Ttnv anddeln O xpnoyromotiooupe T okdovdn ddtnta (doknon):
Yo kéBe p X g Tivokow D, vwdpyel ¢ > 0 dote

|Da|| < c||d] , v k&Be & € RY (*)



Kawvévog alvoidog.

rR* Ly rm I, R F=gof
Mpétaon (Ka.vovu.q a.)mal.&c(.q) Av 1 f stvou Stoupopwtp.n oto d@ € R™ kou 1 g eivow
Siapopioun oto b= f(a) téte M ovvBeon h= go f eivorl dtaupopioun oto @ kou

Dh(@) = Dg(b) Df(@)  ( wodbvapa dh(d@) = dg(b) o df(@))

Arébeidn. Ttnv anddeln O xpnoyromotiooupe T okdovdn ddtnta (doknon):
Yo kéBe p X g Tivokow D, vwdpyel ¢ > 0 dote

|Da|| < c||d] , v k&Be & € RY (*)

To yeyovédg étL n f eivou Siocpopioun oto @ cuverdyeton &L uTtdpXeL cuvdptnon
1 (&) and to R™ oto R™ wote

F@) = f@ + (DH@)@ - @) + é1(7)  xou lim. ||||ﬁ1£f3\‘\‘

0 1)

—

Op.otwc 7 SlaipoplopndTnTa TNG g oTo b= (@) onpaiver étL utdpyeL ouvdptnom
$2(i) amé to R™ oto R¥ dote

3@) = 56) + (DHE) T —B) + Fa(@) e tim 122D _
g—b (|57 — bl

()



ATé ta Topantdve, pe ¥ = f(Z) émeton STL

W@ = g(f@)
= §(f@) + (DY (f(@) (f@) - [(@)) + 2(f(@))
= §(f@) + (09 (f(@) [(PH@ (@ - @) + 61(@)] + 62 (@)
= §(f@) + (D9 (F(@) (D)@ ~ @) + ¢3(2),

6Tov

Apkei vou artodeyBei 6Tu

o 1E@

ima |E—a|

lNa tov TpdTo amd toug §Yo dpoug Tou oxnuatifouv TV 53 To {nroluevo émeTol
dpeoca ard TNV dedtepn oxéon tng (1), xpnowomoldvtag ko Tnv ().



MpéteL akdun va dei&ouvpe étu

—

‘Eotw & kovtd oto @. Av f(Z) = f(@) téte $a(Z) = 0 kou elpoote evtdéer. ‘Eotw
st f(&) # f(@). Téte ypbpoupe
62(f@) _ _6(f@) 1@ - f@)

lz—al  |f@ - f@| IZ-al

Néyw tng ouvéxelag tng fm:o a kow tNg deltepng amd Tig (2) éxoupe

lim M =0
=a || f(Z) - f(@)ll



MpéteL akdun va dei&ouvpe étu

—

‘Eotw & kovtd oto @. Av f(Z) = f(@) téte $a(Z) = 0 kou elpoote evtdéer. ‘Eotw
ot f(Z) # f(@). Téte ypdpoupe

b2 (f(@)) 52 (F(@)  |1f(@) - Ff@

_,H = =

If@ - f@1 1z~ all

Néyw tng ouvéxelag tng fm:o a kow tNg deltepng amd Tig (2) éxoupe

L e(@)
@ || f(@) - f@)

Emiong éxovpe

I£(@) — f@)ll _ |IPf@)& —a) + & (@) _ |[Pf@)E - a) n [EAGI

% — all Il — all I Al & —all

O Tpdtog dpog eiva pporypévn cuvdptnon Adyw tng () eved o deldtepog Telvel oo
pundév. ‘Apa éxouvpe to {nroduevo. m|



MNapaderypo. Now etadnBevtel o kavévog Tng advoidog oto onueio (2,0) yia Tig
OUVALPTNOELG

flz,y) = @y, 2 +2y,zcosy) ,  glu,v,w) = u?v + uow + vw?



MNapaderypo. Now etadnBevtel o kavévog Tng advoidog oto onueio (2,0) yia Tig
OUVALPTNOELG

flz,y) = @y, 2 +2y,zcosy) ,  glu,v,w) = u?v + uow + vw?
‘Exovpe
of1  of1
o %y 2xy x? 0 4
Dfwy)=| 942 42 1 2 — Df(2,0)=| 1 2
ofs  Ofs cosy —xsiny 1 0

ox oy



MNapaderypo. Now etadnBevtel o kavévog Tng advoidog oto onueio (2,0) yia Tig
OUVALPTNOELG

flz,y) = @y, 2 +2y,zcosy) ,  glu,v,w) = u?v + uow + vw?
‘Exovpe
of1  of1
- o %y 2xy x? 0 4
Dfwy) =] 92 %2 | =] 1 2 — Df(2,0)=| 1 2
ofs  Ofs cosy —xsiny 1 0
bz Oy

Emione f(2,0) = (0,2,2). Apa

Dg(u,v,w) = [% % g—i} = [2uv+vw u? + vw + w? uv+2vw}

= Dg(0,2,2) = [4 4 8]



Emiong éxoupe

hzy) = g(flz,y) = fifa+ fifafs + 213

(@y)*(z + 2y) + 2y(z + 2y)z cosy + (x + 2y)(w cos y)?
m5y2 + 2m4y3 + x4y cosy + 2x3y2 cosy + 22 cos? Y+ 2a:2y cos? Y

Ko dpoL

Oh Oh

Dh(z,y) :[% 87/

]

= [5x4y2 + 8:p3y3 + 4:):3y cosy + 6x2y2 cosy + 322 cos? y + 4dxy cos? Y
Qmsy + 6:p4y2 + 2% cos Y — x4y siny + 4z3y cosy — 2903y2 siny
— 223 cos ysiny + 222 cos? y — 412y cos y sin y}

= Dh(2,0) =[12 24]



Emiong éxoupe

hzy) = g(flz,y) = fifa+ fifafs + 213

(@y)*(z + 2y) + 2y(z + 2y)z cosy + (x + 2y)(w cos y)?
m5y2 + 2z4y3 + x4y cosy + 2x3y2 cosy + 22 cos? Y+ 2a:2y cos? Y

Ko dpoL

Oh Oh

Dh(z,y) :[% 87/

]

= [5x4y2 + 8:p3y3 + 4:):3y cosy + 6x2y2 cosy + 322 cos? y + 4dxy cos? Y
Qmsy + 6:p4y2 + 2% cos Y — x4y siny + 4z3y cosy — 29U3y2 siny
— 223 cos ysiny + 22 cos? y — 4x2y cos y sin y}
= Dh(2,0)=[12 24]

2T OpQWVAL (e Tov kawvova TG alvoidog o tpémet

Dh(2,0) = Dg(0,2,2) Df(2,0)



Emiong éxoupe

hzy) = g(flz,y) = fifa+ fifafs + 213

(@y)*(z + 2y) + 2y(z + 2y)z cosy + (x + 2y)(w cos y)?
m5y2 + 2z4y3 + x4y cosy + 2x3y2 cosy + 22 cos? Y+ 2a:2y cos? Y

Ko dpoL

Oh Oh

Dh(z,y) :[% 87/

]

= [5x4y2 + 8:p3y3 + 4:):3y cosy + 6x2y2 cosy + 322 cos? y + 4dxy cos? Y
Qmsy + 6:p4y2 + 2% cos Y — x4y siny + 4z3y cosy — 29U3y2 siny
— 223 cos ysiny + 22 cos? y — 4x2y cos y sin y}
= Dh(2,0)=[12 24]

2T OpQWVAL (e Tov kawvova TG alvoidog o tpémet

Dh(2,0) = Dg(0,2,2) Df(2,0)
dnAhadn

12 24)=[4 4 8]

=)
O N

TO OTLOlO TP YUALTL LOYVEL.



Miot eldikt) Tepintwon tov kaevédva Tng ahuoidog Tou eppavileton cuxvéd oTnv
TPAEN Ko TG epappoyég etvon M e€hg: Bewpolpe ploe Siacpopioyun ocuvdptnon
f:R™ = R kou piow Srocpopioyun koptodn 7 : [0, 1] — R™. ‘Eotw g(t) = f(7(¢)).
Téte o kavévag tng alvoidog poag Aéet étu m g(t) eivon Ttoparywyioyun ko

g = VI(EW)-F )

D fa (F0) 7k (2).
k=1



Miot eldikt) Tepintwon tov kaevédva Tng ahuoidog Tou eppavileton cuxvéd oTnv
TPAEN Ko TG epappoyég etvon M e€hg: Bewpolpe ploe Siacpopioyun ocuvdptnon
f:R™ = R kou piow Srocpopioyun koptodn 7 : [0, 1] — R™. ‘Eotw g(t) = f(7(¢)).
Téte o kavévag tng alvoidog poag Aéet étu m g(t) eivon Ttoparywyioyun ko

g = VI(EW)-F )

D fa (F0) 7k (2).
k=1



Napaderypa. ‘Eotw f = f(z,y), plo C1 ouvdptnon kou é0tw f(r, 0) ouvvdptnon
TéToLL WOoTE )

f(r,0)=f(z,y), z=rcosf, y=rsind

i = (5)"+ 7 (5)°

Noc deuxBei 6TL



Napaderypa. ‘Eotw f = f(z,y), plo C1 ouvdptnon kou é0tw f(r, 0) ouvvdptnon
TéToLL WOoTE )
f(r,0)=f(z,y), z=rcosf, y=rsind

wre= () L (2

Noc deuxBei 6TL

‘Exovpe f = foT émov
T(r,0) = (rcosf,rsinf) = (z,y).

Amd tov kavdva TG ahuoidog éxoupe

% Bf o + — of E)y cos@g +sin6‘g
ar Oz or dy Or ox Jy
Ko Qpot
OfN2 5, 00fN2 o, Of of of
(E) = cos 0<£> + sin G(ay) +2cos€sm0£8—y
Moapdpora
%:ﬁ%—l—afay —Tsin@ﬂ—l—rcos@ﬁ
00  0x 00 Oy 90 ox oy
Ko dpoL
of n20( 20V 4 cos20(21)? oror.
(39> = sin 6(8x> + cos O(ay) 2(:05951r10(9 oy
Apoa

() 4 L&Y = 2y (&) = 1ot



MNapatipnon. Tuxvd ypdeoupe kotoxpnotikd f(r,0) avti yio f(r, 0). Népe yia
Topdderypo 6Tl m ouvdpTnon
J@y) =z+y

ekpdleton o€ TTOAKEG OUVTETAYIEVEG WG

f(r,0) =r(cos@ +sinf).

‘Eotw vl opddetypa | ovvdptnomn
f(z,y) =Iny/x2 +y2.
3 ¢ ToAkég ouvTETOLYHEVEG éXOUNE
f(@,y)=f(r)=Inr.

Apoa
1 1
2 __ gl 2 _ —
V7= f'(r) 77“727552—&-3/2'



Amelkovioelg ané to R™ oto R™.



ATeikovioelg ané to R™ oto R™.

Opopés. ‘Eotw f: A CR"™ - R". O mivakog

9f1 0f1 of1
G Oxo T Oxn
Ofa Of2 9fy
Jf_-': oz Oxo e Oxy,
Ofn  Ofn Ofn
oz Oz o Oxn

ovopdletan lakwPiavéde mivekag Tng f H opilovoa det(Jf) ovopdletan lakwProv
opilovoa TNg f



ATeikovioelg ané to R™ oto R™.

Opopés. ‘Eotw f: A CR"™ - R". O mivakog

9f1 0f1 of1
G Oxo T Oxn
Ofa Of2 9fy
Jf_-': oz Oxo e Oxy,
Ofn  Ofn Ofn
oz Oz o Oxn

ovopdletan lakwPiavéde mivekag Tng f H opilovoa det(Jf) ovopdletan lakwProv
opilovoa TNg f

Evalhoktikég cupBolopds: av (u,v) = f(z,y) téte ypdpoupe emiong

O(u,v)
A(z,y)




ATeikovioelg ané to R™ oto R™.

Opopés. ‘Eotw f: A CR"™ - R". O mivakog

ofh  9fr of1
G Oxo T Oxn
Ofa Of2 9fy
Jf_-': oz Oxo T Oxn
Ofn  Ofn Ofn
oz Oz o Oxn

ovopdletan lakwPiavéde mivekag Tng f H opilovoa det(Jf) ovopdletan lakwProv
opilovoa TNg f

Evalhoktikég cupBolopds: av (u,v) = f(z,y) téte ypdpoupe emiong

O(u,v)
A(z,y)

Mopoeipnon. O épog lakwProvdg Tivakog XpnotpoToLeito TTOAD GUX VAL KO YLoL
atmelkovioelg amd to R™ oto R™.



Ochpnpo Avuiotpogiis Tvvéptnonsg. ‘Eotw f ACR"” = R" pla C1 ameikdvion
koL @ € A. Av det[Jf(d')] # 0 téte M f eivou TOTIKG ocvnc-rpsdnun oto @, dnAadt
uTtdpyouv avolktd covora U,V C R pne @ € U C A, f(a) € V ®ote o meploplopds
f|U va givow évar 1-1 kow eTtl oetd to U oto V. EumAéov n avtiotpopmn atetkdvion
f_l :V = U (akpiBéotepa (f|U)_1 : V= U) etvou Stavpopioun ko M Tapdywyog
™™g oto Tuxdv ¥ € V Bivetouw amd tn oxéon

Df~ () = (Df(@)~
béTov T eilvow to povadikd T € U dote f(i"‘) =7
[ Amhad Df~1(G) = (DF(f () ']

EmumAéov, av f eivou téEne CF téte kou 1 f‘*l eivou t&Ene CF.

Amrébetén. Mopokeimeto.

Mopatipnon. To Qsobpnuoc avtioTpopng ouvdpTNomG pog Aéel T Yo T kovtd cn:o
a ko §f kovtd oto f(a@) m oxéon ¥ = f( ) umopel ve )\uestcrj.ovooﬁpowta ¢ Tpog &




MNopotipnon. Xe avtibeon pe Tnv mepittwon n = 1, étav n > 2 7 ToTkn
avtiotpedipudtnro o k&be onueio dev ouvamdyeton ohkn avtiotpidhipudTnTo. Mo
Topdderypo oG Oewproovpe TV

f: R? 5 RZ _’(ac,y) = (e* cosy, e’ siny) = (u,v).
‘Exovupe tote

ou du e cosy e®siny
7 _| 2 9 — -
Jf(% y) = Bf; 35 - |: e?siny e’ cosy

ko dpoe det(J f(z,y)) = €2 #£ 0.

Y uveT®g M fe(vou. ToTikd avtioTpéduyun oe kdBe onueio. Aev eivon dpweg ohkd
avtioTpéun apol dev eivor 1-1 (eivan Teplodiky we TPog y).



To Bedpnuo avtioTpoywrc cuvdptnong sivorw eldiky TepiTTwon evdg YevikdTEPOL
Bewphpotog, Tov Oewprpatog MemAeypévng Luvdptnong, To omoio apopd
ovvapthoelg LeTadd XDpwv Tou dev éxouv amopoitnta tnv idiae Sidotoom.



To Bedpnuo avtioTpoywrc cuvdptnong sivorw eldiky TepiTTwon evdg YevikdTEPOL
Bewphpotog, Tov Oewprpatog MemAeypévng Luvdptnong, To omoio apopd
ovvapthoelg LeTadd XDpwv Tou dev éxouv amopoitnta tnv idiae Sidotoom.

E8& Bt Sovpe pévo 800 edikéc mepimroelg. To mpdto Bedpnpo pog diver pio
ouvB1kn uTtd TV omoia pice oxéon F(z,y) = 0 propel v AuBel wg Tpog y.



To Bedpnuo avtioTpoywrc cuvdptnong sivorw eldiky TepiTTwon evdg YevikdTEPOL
Bewphpotog, Tov Oewprpatog MemAeypévng Luvdptnong, To omoio apopd
ovvapthoelg LeTadd XDpwv Tou dev éxouv amopoitnta tnv idiae Sidotoom.

E8& Bt Sovpe pévo 800 edikéc mepimroelg. To mpdto Bedpnpo pog diver pio
ouvB1kn uTtd TV omoia pice oxéon F(z,y) = 0 propel v AuBel wg Tpog y.

Ochpnpa MemAeypévne Tvvaptnone |. ‘Eotw F : R?2 — R pia C1 ouvdptnon ko
(z0,y0) € R? onueio tétolo wote F(zo,y0) = 0. Av

oOF
—(z0,%0) #0
Jy

téte undpyel § > 0 kouw C ouvdptnon g : (o — &, 0 + ) — R pe g(zo) = yo wote

F(z,g(x)) =0, Yot k&Be x € (zg — I, 0 + 9). 3)
EtunAéov oy el
OF
oz
/ _ (z0,y0)
g'(wo) = S5 (4)
% |(0,y0)

Améberén. Amodeikvioupue pévo tnv (4). Napoywyiloupe tn oxéon (3).
XpnowoToldvtog tov kawvdva tng alvoidag (3) Taipvoupe

oF

d _OF L OF
(.9(2)) Oy

== ()

T
(@90

ko 1 (4) émeton Bétovtag z = xp. O



Napaderypo. ‘Eotw F(z,y) = = — y2.




Napéserypo. ‘Eotw F(z,y) =z — y2.

lox et
oF

ay

7o oTolo eivou SLdpopo Tou undevéde oe k&be omueio Tng TapaBoric ektédg Tov (0,0).

:_2y7



Napéserypo. ‘Eotw F(z,y) =z — y2.

lox et
oF

ay

7o oTolo eivou SLdpopo Tou undevéde oe k&be omueio Tng TapaBoric ektédg Tov (0,0).

:_2y7

H oxéon F(z,y) = 0 Aovetou ToTikd w¢ Tpog y oe piot Teploxm omoloudnmote
onuelov Tng Tapaforfc ektdg amd to (0,0). loodovoyuer, N TopaBoAr eivol ToTLkd
Ypdenuo plog ovvdptnong y = y(z) toukd ot pio meploxt omolovdrtote onueiov
¢ ektdg anéd to (0,0).



To emdpevo Bedpnual pog Siver piot ouvBhkn LTS TV ool piot oxéon
F(z,y,z) = 0 pnopet vau Avbel wg mpog z.



To emdpevo Bedpnual pog Siver piot ouvBhkn LTS TV ool piot oxéon
F(z,y,z) = 0 pnopet vau Avbel wg mpog z.

Ochpqpa MemAeypévie Tvvaptnong Il. ‘Eotw F : R — R pia C1 cuvdptnon ko
(20,90, 20) € R3 onueio tétolo wote F(z0,v0,20) = 0. Av

oF
— (0, ¥0,20) # 0
0z

téte undpyet meplox U C R? tou (z0,y0) ko C1 ouvédptnon g: U — R pe
9(z0,y0) = 20 wote

F(z,y,9(z,y)) =0 , Yo k&8 (z,y) € U . (5)
EtumAéov oy vel
OF oF
%(xo,yo) _ ;i; (20,¥0,20) %Z(ﬂﬂo,yo) _ j; (20,¥0,20) (6)
9% | (0,y0.20) 92 l(x0,y0,20)




To emdpevo Bedpnual pog Siver piot ouvBhkn LTS TV ool piot oxéon
F(z,y,z) = 0 pnopet vau Avbel wg mpog z.

Ochpqpa MemAeypévie Tvvaptnong Il. ‘Eotw F : R — R pia C1 cuvdptnon ko
(20,90, 20) € R3 onueio tétolo wote F(z0,v0,20) = 0. Av

oF
— (0, ¥0,20) # 0
0z

téte undpyet meplox U C R? tou (z0,y0) ko C1 ouvédptnon g: U — R pe
9(z0,y0) = 20 wote

F(z,y,9(z,y)) =0 , Yo k&8 (z,y) € U . (5)
EtumAéov oy vel
OF oF
%(xo,yo) _ ;i; (20,¥0,20) %Z(ﬂﬂo,yo) _ j; (20,¥0,20) (6)
9% | (0,y0.20) 92 l(x0,y0,20)

Arébeidn. Amodeikvioupe pévo thv (6). Mopaywyilovpe tn oxéon (5) we Tpog .
XpNOoLLOoToLOVTAG TOV Kavova TG alvoidog Taipvoupe

oF

(z,9,9(z,y)) 9z

dg

9 OF
0= —F(x,y,g9(x, = o
( Y, 9( y)) (z,y,9(z,y)) O

or T oz

(@)

ko 1 (6) émetoun Bétovtag (z,y) = (z0,Y0)- ml



Napasderypo. ‘Eotw F(z,y,2) = 22 + 32 + 22 —

loy el

oOF
= —9
0z =

To oTolo eiva SLdpopo tou undevdg oe k&Be onueio Tng oyaipog ektdG TOL

Lonuepvo.

r2



Napaderypo. ‘Eotw F(z,y,2) = 22 + 42 + 22 — r2.

loy el

oF
8z

2z,

To oTolo eiva SLdpopo tou undevdg oe k&Be onueio Tng oyaipog ektdG TOL
Lonuepvo.

H oxéon F(z,y, z) = 0 Aovetouw Aotmdv ToTukd we Tpog z ot pio Teploxm
oTolovdfiTtote onueiov Tng opaipog ekTdG ATd VT Tou LoMuepvoL. looddvapa, N
opaipo efvou ToTikd Ypdpnua plog ocuvdptnong z = z(z, y) Toukd ot pio Teplox
oTolovdfiTtote onueiov TG ekTOHG ATd TAL oNuei TOV LONUEPWVOD.



Nopdywyol avatepng Tagng.

O pepikég opdywyol B téEng opilovtan kotd Quoikd tpdto.

i(ﬁ) _oF 9 (6f):82f

92, \oan) = my0mr 1 an a2~ kk

8£Ek



Nopdywyol avatepng Tagng.

O pepikég opdywyol B téEng opilovtan kotd Quoikd tpdto.

i(ﬁ) _oF 9 (6f):82f

92, \oan) = my0mr 1 an a2~ kk

8£Ek

Avdloya opilovTol Kol oL epLkéG TP YWYOL AVATEPTC T&ENG.



Nopdywyol avatepng Tagng.

O pepikég opdywyol B téEng opilovtan kotd Quoikd tpdto.

i(ﬁ) _oF 9 (6f):82f

92, \oan) = my0mr 1 an a2~ kk

8£Ek

Avdloya opilovTol Kol oL epLkéG TP YWYOL AVATEPTC T&ENG.

Oplopéds. Mia cuvdptnon f: A C R® = R eivaw té&ng CF av umdpyouv d)ec ot
peplkég TG Tapdywyol Tdgng k kou eivol ocuvexeic.

2

Napaderypo. ‘Eotw g(z,y) = x°siny. Téte

89_2 . 99 o
— = 2zsiny, — =x“cosy
ox dy



Nopdywyol avatepng Tagng.

O pepikég opdywyol B téEng opilovtan kotd Quoikd tpdto.

i(ﬁ) _oF 8<8f):82f

833j aiﬂk - 81J8:pk - fkj ’ 871',% - fkk

Bxk

8£Ek

Avdloya opilovTol Kol oL epLkéG TP YWYOL AVATEPTC T&ENG.

Oplopéds. Mia cuvdptnon f: A C R® = R eivaw té&ng CF av umdpyouv d)ec ot
peplkég TG Tapdywyol Tdgng k kou eivol ocuvexeic.

Napaderypo. ‘Eotw g(z,y) = x2siny. Téte

g — 92 dg _ .2

— = 2zxsiny, — =x“cosy

ox dy
g 2si g 2x cos &g 2x cos 0% si
-_— = 11 5 = 2T 5 —_— = 2 5 —_— —T 11 .
972 Yo ayos Y ozo Yo B2 Y



Nopdywyol avatepng Tagng.

O pepikég opdywyol B téEng opilovtan kotd Quoikd tpdto.

i(ﬁ) _oF 8<8f):82f

92, \oan) = my0mr 1 an a2~ kk

8£Ek

Avdloya opilovTol Kol oL epLkéG TP YWYOL AVATEPTC T&ENG.

Oplopéds. Mia cuvdptnon f: A C R® = R eivaw té&ng CF av umdpyouv d)ec ot
peplkég TG Tapdywyol Tdgng k kou eivol ocuvexeic.

2

Napaderypo. ‘Eotw g(z,y) = x°siny. Téte

g — 92 dg _ .2

—Z = 2zsiny, —~Z =zx?cosy

ox oy
P9 _ o 29 _, P9 _, d%g .
—<2 =2siny , —— =2xcosy , —— =2TCOSY , —0 = —x>siny.
Ox2 Y Oyox Y Ox0y Y Oy? Y

Mapatnpodpe 6t foy = fyz.



Mpétaon. ‘Eotw f: A C R™ — R. Av dheg oL pepikéc mapdywyol dedtepng téEng
uTtdpxouv ot pio Teploxm Tov Ty € A ko eiva ouvexeig oto zg TéTE

2 2
it (%o) o7

= To) , Lo kéBe 1 < 5,k < n.
8:17]'3Ik 8$k8$] (@o) Y ==

Amébeén. MopoeimeTou.



Mpétaon. ‘Eotw f: A C R™ — R. Av dheg oL pepikéc mapdywyol dedtepng téEng
uTtdpxouv ot pio Teploxm Tov Ty € A ko eiva ouvexeig oto zg TéTE

2 2
it (%o) o7

= To) , Lo kéBe 1 < 5,k < n.
8:Ejark 8mk893] (@o) Y ==

Amébeén. MopoeimeTou.

Tuvende yiao C2 ouvapthioeic ol (newkTéc) pepkée Ttopdywyol B TdEng eivon
aveE&PTNTEG TNG OELPAS TTAPAYDYLONG.



Mpétaon. ‘Eotw f: A C R™ — R. Av dheg oL pepikéc mapdywyol dedtepng téEng
uTtdpxouv ot pio Teploxm Tov Ty € A ko eiva ouvexeig oto zg TéTE

2 2
it (%o) o7

= To) , Lo kéBe 1 < 5,k < n.
8:Ejark 8mk893] (@o) Y ==

Amébeén. MopoeimeTou.

Tuvende yiao C2 ouvapthioeic ol (newkTéc) pepkée Ttopdywyol B TdEng eivon
aveE&PTNTEG TNG OELPAS TTAPAYDYLONG.

Enaywylkd émeton 6Tl av pioe ouvdptnon eivow téEne CF téte dhec oL peiktéc
pepikég Tapdywyol TAENG k eivow aveEdptnTeg TNG OELPdG TAPAYDYLONG.



Timrog Tov Taylor.



Timrog Tov Taylor.

‘Eotw 4t 1 owvdptnon f: A C R™ — A eivou téd&ng C™ kou éotw Tp € A. N
1 < j < m opifoupe ) owvdptnon D, f(Zo) : R® - R,

Z Z ¢hklhkz o h

a=1 szl szz e Bmkj

D; f(&o)(h)

3

- Z Z Trrkg.. ey (T0) oy Moy - - - I
1ko=1 —1

k1

T uveTtdg Ttapaywyilovpe Sladoxikd j wopég, Taipvovtag dAoug Toug Suvatoie
ouvduaopolg: n emidoyéc yia TV TPOTN Tapaydyion (k1 =1,2,...,n), n v T
delTepn K.0K.

Eidikétepar éxovpe:

> j=1: Dif(Z)(h) Zs—f(fo)hﬁvf(fo)-ﬁ
k=1 9%k

(&poe D1 f(Zo) = df (Zo), o Slapopikd tng f oto Zo)

. n n 92 f(z
> j=2: Daof(Fo)(h)= Dor Do f(aro)
k1=1ky=1 OFk1O0Tkz

:Z f(mo)h 42 Z 82f(fo)hkhl
k=1

sz \<h<i<n Oz 0z

k1 Pko



Timrog Tov Taylor.

‘Eotw 4t 1 owvdptnon f: A C R™ — A eivou téd&ng C™ kou éotw Tp € A. N
1 < j < m opifoupe ) owvdptnon D, f(Zo) : R® - R,

Z Z ¢hklhkz o h

a=1 szl szz e Bmkj

D; f(&o)(h)

3

- Z Z Trrkg.. ey (T0) oy Moy - - - I
1ko=1 —1

k1

T uveTtdg Ttapaywyilovpe Sladoxikd j wopég, Taipvovtag dAoug Toug Suvatoie
ouvduaopolg: n emidoyéc yia TV TPOTN Tapaydyion (k1 =1,2,...,n), n v T
delTepn K.0K.

Eidikétepar éxovpe:

> j=1: Dif(Z)(h) Zf—f(fo)hﬁvf(fo)-ﬁ
k=1 9%k

(&poe D1 f(Zo) = df (Zo), o Slapopikd tng f oto Zo)
o~ 9*f(@o)

> j=2: Daf(fo)(h)= ks Pk
klzzlk = Oon Oz,
2 —
IS (COVPRRE ST CO
= sz \<h<i<n Oz 0x;

H D1 f(Zo) elvon ploe ypappikn ametkdvion and to R™ oto R (pic ypoupiks popen)
evd n Do f(Zo) elvou pioe tetporywvikt popeh otov R™.
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H mepintoon n = 2.

‘Otav n =2, f = f(x,y), téte éxouue oto TuXdV (Z0,Y0):

).
> Dif(x0,90)(h) = Vf(z0,90) - h = fu(zo,y0)h1 + fy(zo,y0)h2
> Daf(w0,90)(h) = foah? + 2feyhiha + fyyh3

> Dsf(z0,40)(h) = faxch? + 3feayhiha + 3feyyhah3 + fyyyh?

4mou dAeg oL pepkég Topdywyol eiva vtohoylopéveg oto (zo, Yo)-



H mepintoon n = 2.

’

‘Otav n =2, f = f(x,y), téte éxouue oto TuXdV (Z0,Y0):
> Dif(x0,y0)(h) = Vf(z0,%0) - h = fu(xo,y0)h1 + fy(z0,y0)h2
> Daf(w0,90)(h) = foah? + 2feyhiha + fyyh3
> D3f(w0,90)(h) = foaxhi + 3frayhiha + 3feyyh1h3 + fyyyhl

4mou dAeg oL pepkég Topdywyol eiva vtohoylopéveg oto (zo, Yo)-

Ou ouvteleotég Tov eppavilovrtal eivow oL cuvteAeoTég TOV SLWVUULKOV

OLVOLTITUYROLTOG. LY NUATLKA LOYVEL 1| oXEOT

0 0 k
—hi1+ —h

(81‘ ! oy 2) /

B i k! o f
=9 o]

=0

Dkf(xo,yo)(ﬁ) (z0,y0)

R
RITIR,

(z0,y0)



H mepintoon n = 2.

’

‘Otav n =2, f = f(x,y), téte éxouue oto TuXdV (Z0,Y0):
> Dif(wo,y0)(h) = Vf(z0,y0) - h = fu(wo,y0)h1 + fy(wo,y0)h2
> Daf(wo,40)(R) = fawhi + 2fayhiha + fyyh3
> D3f(20,90)(h) = fowah? + foayhihz + 3foyyh1h3 + fyyyh3
4mou dAeg oL pepkég Topdywyol eiva vtohoylopéveg oto (zo, Yo)-

Ou ouvteleotég Tov eppavilovrtal eivow oL cuvteAeoTég TOV SLWVUULKOV
OLVOLTITUYROLTOG. LY NUATLKA LOYVEL 1| oXEOT

(ghl + £h2)kf

Dy, f(zo,yo0)(h)

Ox Oy (z0,y0)
k
= > Lfi hE=ipg
=0 3k =)L 978} Ho.wo)

Avddoym 18LéTnTa Loyvel dtav 1 ouvdptnon eivow oplopévn oto R™, n > 2:
pUTopoVpe OXMUATIKA va Ypdoupe

Dy f(Zo)(R) = (V-R)*f

)
(z0,Y0)

oTéte eppavilovton oL ouVTEAEOTEG TOU AVATTOYRATOG Tov (a1 + ... + an)’?



H mepintoon n = 2.

’

‘Otav n =2, f = f(x,y), téte éxouue oto TuXdV (Z0,Y0):
> Dif(wo,y0)(h) = Vf(z0,y0) - h = fu(wo,y0)h1 + fy(wo,y0)h2
> Daf(wo,40)(R) = fawhi + 2fayhiha + fyyh3
> D3f(20,90)(h) = fowah? + foayhihz + 3foyyh1h3 + fyyyh3
4mou dAeg oL pepkég Topdywyol eiva vtohoylopéveg oto (zo, Yo)-

Ou ouvteleotég Tov eppavilovrtal eivow oL cuvteAeoTég TOV SLWVUULKOV
OLVOLTITUYROLTOG. LY NUATLKA LOYVEL 1| oXEOT

(ghl + £h2)kf

Dy, f(zo,yo0)(h)

ox oy (z0,y0)
k

B L E=ip
=3k = 5)! o5 9] l@o.v0)

Avddoym 18LéTnTa Loyvel dtav 1 ouvdptnon eivow oplopévn oto R™, n > 2:
pUTopoVpe OXMUATIKA va Ypdoupe

Dy f(Zo)(R) = (V-R)*f

)
(z0,Y0)

oTéte eppavilovton oL ouVTEAEOTEG TOU AVATTOYRATOG Tov (a1 + ... + an)’?

TopBoon. Mo k = 0 Bétovpe Do f(Z0)(h) = f(Zo) (otabept ouvdptnon)



Ochpnpa (Timog tov Taylor) ‘Eotw A C R™ kuptd ko f : A — R té&ng C™ 1L
‘Eotw Ty € A. N k&Be T € A undpxel £ oto evBOdypoppo TUARA e dkpal TaL To, T
wote

HO SR R % D f(#0)(F — To) + ...+ %Dmf@o)m Zo)

* ﬁDmﬂf@(ff o).



Ochpnpa (Timog tov Taylor) ‘Eotw A C R™ kuptd ko f : A — R té&ng C™ 1L
‘Eotw Ty € A. N k&Be T € A undpxel £ oto evBOdypoppo TUARA e dkpal TaL To, T
wote

(&) =f(Zo) + D1f(Z0)(Z — Zo) + %sz(fo)(f* o)+ ...+ %Dmf(fo)(f* Zo)

* ﬁDmﬂf@(ff o).

lMapatipnon. To ToAvdvupo

m
Pf,m,zo Z

ovopdletan Tohvwvupo Taylor Babpov m tng f pe kévtpo to Zo.

k“}—t



Ochpnpa (Timog tov Taylor) ‘Eotw A C R™ kuptd ko f : A — R té&ng C™ 1L
‘Eotw Ty € A. N k&Be T € A undpxel £ oto evBOdypoppo TUARA e dkpal TaL To, T
wote

(&) =f(Zo) + D1f(Z0)(Z — Zo) + %sz(fo)(f* o)+ ...+ %Dmf(fo)(f* Zo)

* ﬁDmﬂf@(ff o).

lMapatipnon. To ToAvdvupo

m
Pf,m,zo Z

ovopdletan Tohvwvupo Taylor Babpov m tng f pe kévtpo to Zo.

k“}—t

Arédeln. ‘Eotw & € A. To euBdypoppo Tpufpa pe dkpo Zo, T TapopeTpoToLeiton
IAYS
Ty = To + (& — To) , te0,1].

Oétoupe

g(t) = f(@) = f(To + t(T — o))

v t € R tétoia dote Tt € A. H ouvdptnon g opileton Aowmtdv oe évw didotnuo
Tou TepLéxetl yviiola To [0, 1] ko eivow TéEng C™ L.



loyxvplopdg. Mo k&be k =1,...,m + 1 éxoupue

g M) (t) = Dy f(@2)(T — Zo) (7



loyxvplopdg. Mo k&be k =1,...,m + 1 éxoupue
g™ (t) = Dy f(22) (% — To) (7)

Anébeién tou toxupiorol. Xpnoipuomorolue emdywyh. Mo k = 0 to {ntovpevo eivou
dpeoco. Mo k =1 epappdolovpe Tov kawvédva tTng ahuoidog:

dZy

¢ 0= 5@ = Vi) o

= fup (@) (zk — w0,8) = D1 (%) ( — &o)
k=1



loyxvplopdg. Mo k&be k =1,...,m + 1 éxoupue
g™ (t) = Dy f(22) (% — To) (7)

Anébeién tou toxupiorol. Xpnoipuomorolue emdywyh. Mo k = 0 to {ntovpevo eivou
dpeoco. Mo k =1 epappdolovpe Tov kawvédva tTng ahuoidog:

0= /@0 = 9IE) - G =3 fan@en ~ 20.) = DS EE - )

TroBétoupe bt M (7) woxlel yia k = j ko B amtodeifoupe 6TL Loy bel yio

k=j+ 1. ©étoupe yiow amAdTnToL h=%— To Ko éXOupe

gt = —D;if(@)(R)

n n n d

=1 kjp1=1

~— S )

= Dj+1f(ft)(’;

KL 0 LoXVpLopds aodeixOnke.



Suvéxeia tne amédeéng.



Suvéxeia tne amédeéng.

Egoppdlovpe tov toTo Tou Taylor yia ouvaptiosig piog petofAntig yia Ttnv
ouvdptnon g(t). Maipvoupe wg kévtpo to t = 0 éxoupe dtL vrdpxer n € (0,1) wote

9" g™ ) g™t
2! o m! (m+1)!

g(1) = g(0) + ¢'(0) +
lox et
g =7@,  g™(0) = Dyf(@0)(@ - o),
ométe Bétovtag £ = Ty = To + (& — To) Taipvoupe
f(&) =f(Zo) + D1f(Z0)(T — Zo) + %sz(fo)(ﬂE —Zo)+...+ %Dmf(fo)(f — o)

+ ﬁfamﬂf@(z — &)

Tovu eivow To {MTovpevo. ]



Napotipnen. To Py g, eivou akpBodg n BéATiotn appvikti Tpooéyyion tng f oto
onuelo To.



Napotipnen. To Py g, eivou akpBodg n BéATiotn appvikti Tpooéyyion tng f oto
onuelo To.

Mapotipnon. Av q f : R?2 = R eivoaw C? t6te To TOALGVURO Taylor B BaBuol e
kévtpo to (a,b) elvou To
Pioap) = [fab)+ fa(a,b)(z —a) + fy(a,0)(x — a) + fax(a,b)(z — a)® +
+2fay(a,b)(x — a)(x — b) + fyy(a,b)(z — b)?



Av 1 f elvou C™ téte To MOAV@VUVRO Taylor Py, 7, elvow m BéAtiotn Tpooéyyion
™™g f kKovtd oto Tp and TOAVOVURO BabBpol To ToAD m. X UuYKeKpLLEVOL EXOUME TNV
e€hc



Av 1 f elvou C™ téte To MOAV@VUVRO Taylor Py, 7, elvow m BéAtiotn Tpooéyyion
™™g f kKovtd oto Tp and TOAVOVURO BabBpol To ToAD m. X UuYKeKpLLEVOL EXOUME TNV
e€hc

Mpétaon. ‘Eotw étu M f: A C R™ — R elvou td&ng C™ ko éotw Tp € A. loydel

lim - Pf;m,fg (%)
i-zo || —Zo|™

=0. (8)

Emumhéov to Py, 7, vl To povadikéd ToAudvupo Babuod to mohd m yia To otolo
woyxbel 1 (8).



Arédeln. '‘Eotw & € A éva onuelo kovtd oto Zy. Ané tov tiTo tou Taylor éxouvpe
4TL uTtdpyeL £ oto evBUYpoupo TUUO He dKkpa TaL T, T DOTE

F(@) = Pram-r0 + — D f(§)(F — 70)
m:

Y UVETWG £XOVNE

F@) = Prmao (&) Prm—1,z,() + LD f(€)(F — Zo) — Pjm,z, (T)
|Z — o™ B |Z — o™
A D f(E)(F — &o) — 7 D f(&0)(E — 7o)
B |Z — &o ™ '

—

N
Oértovtac yia cuvtopia (dTwe ko Ttapandvw) h = & — Zo apkel va deifoupe dtu

D f (€)(h) — D f(&0) (h)

%o 1Rl

)

6mov T &, h e§aptdvton ki ottd To T.



O apBunTHc Tov kAdopatog eivol dbpolopa dpwv Tng LopPHhg

=

fzklzkzu.zkm (g)hklth s hkm - fzk193k2-~-zkm (fO)hklth s hkm

émov kj € {1,...,n}. Na k&dBe tétolo bpo éxoupe
| Forywhg o Pk Py gy = Fog oy on,, (80)hiy Bty - P,
[Af|™
< |fzk1mk2-'-zkm (g) - fa:klzkz;-wkm (50)| ‘hkl‘ |hk2| s Ihkm|
= B
Fony iy g, (€)= oy ang i, GO IRIIEI - I

a lAll™
:|fzk11k2...zkm( )_flklzkgmlkm (£0)|7
To oTolo Teivel oTo PNdév Kabhg T — Tp Adyw TNG CUVEXELOG TNG fwklsz,_,wkm4

‘Apa. atodeixOnke m (8).



O apBunTHc Tov kAdopatog eivol dbpolopa dpwv Tng LopPHhg

=

fzklzkzmzkm (g)hklhk2 ..

émov kj € {1,...,n}. Na k&dBe tétolo bpo éxoupe

| fony g ovry E)Pkey ey -+ Pty — Fop wpoyon,, (£0) iy Py -

’ hkm - fzkla:k2 Tk (fo)hkl hk2 t hkm

. hy,,
[Af|™

< |fzk1“7k2-~zkm (g) - frk11k2;<zkm (50)| ‘hkl‘ |hk2| s Ihkm|

a lAll™

Moy ong i, (€ = For g, @RI 1]

a lAll™

:|fzklzk2mzkm (_‘) - fzklz;wmzkm (£0)|7
To oTolo Teivel oTo PNdév Kabhg T — Tp Adyw TNG CUVEXELOG TNG fwklsz,_,wkm4
‘Apa. atodeixOnke m (8).

‘Ocov apopd Tt povadikdtnra, apkel vor amtoderxBel o &1
loxvpiopég. Av P(T) elvow tohvdvupo Bobuod to Tohd m tétolo wote

lim P(f)

#=do | —Zol™

t6te P(Z) = 0 yioe k&Be z € R™ (BA. to Mopdiptnua 0To TEAOG AUTOV TV
OMUELDOTEWV) .



Tomuké akpdTato.

Trobétoupne vt bt A eivor éva pn-kevd, avolktd urtootvolo tou R™.



Tomuké akpdTato.
Trobétoupne vt bt A eivor éva pn-kevd, avolktd urtootvolo tou R™.
Opopég. ‘Eotw f: A CR™ — R. Aépe étL m f éxer Totukd péyloto oto Tp € A av
uTtdpyet & > 0 dote
f(@o) > (@) , v k&Be T € B(%o,d)
Av grumtAéov to & > 0 pmopel va eTudeyel wote va Loy et
f(@o) > f(Z) , Yo k&b T € B(Zo,0) \ {Zo}

téte Mépe bt M f éxeL yviolo ToTkd péyloto oto Ig.



Tomuké akpdTato.

Trobétoupne vt bt A eivor éva pn-kevd, avolktd urtootvolo tou R™.

Opopég. ‘Eotw f: A CR™ — R. Aépe étL m f éxer Totukd péyloto oto Tp € A av
uTtdpyet & > 0 dote

f(@o) > f(&) , Yo k&Be T € B(Zo,0)
Av grumtAéov to & > 0 pmopel va eTudeyel wote va Loy et
f(@o) > f(Z) , Yo k&Be T € B(Zo,d) \ {Zo}

téte Mépe bt M f éxeL yviolo ToTkd péyloto oto Ig.

Avdoya opiletou to (Yviolo) Tomkd eNdyioTo.



Tomuké akpdTato.
Trobétoupne vt bt A eivor éva pn-kevd, avolktd urtootvolo tou R™.
Opopég. ‘Eotw f: A CR™ — R. Aépe étL m f éxer Totukd péyloto oto Tp € A av
uTtdpyet & > 0 dote
f(@o) > (@) , v k&Be T € B(%o,d)
Av grumtAéov to & > 0 pmopel va eTudeyel wote va Loy et
f(@o) > f(Z) , Yo k&b T € B(Zo,0) \ {Zo}

téte Mépe bt M f éxeL yviolo ToTkd péyloto oto Ig.

Avdoya opiletou to (Yviolo) Tomkd eNdyioTo.

Mpétaon. Av 1 f eivor Stowpopioun oto Zo ko éxeL TOTkS péYLOTO OTO T TOTE
Vf(Zo) =0.



Tomuké akpdTato.
Trobétoupne vt bt A eivor éva pn-kevd, avolktd urtootvolo tou R™.

Opopég. ‘Eotw f: A CR™ — R. Aépe étL m f éxer Totukd péyloto oto Tp € A av
uTtdpyet & > 0 dote

f(@o) > f(&) , Yo k&Be T € B(Zo,0)
Av grumtAéov to & > 0 pmopel va eTudeyel wote va Loy et
f(@o) > f(Z) , Yo k&b T € B(Zo,0) \ {Zo}

téte Mépe bt M f éxeL yviolo ToTkd péyloto oto Ig.

Avdoya opiletou to (Yviolo) Tomkd eNdyioTo.

Mpétaon. Av 1 f eivor Stowpopioun oto Zo ko éxeL TOTkS péYLOTO OTO T TOTE
Vf(Zo) =0.

Anébeiln. ‘Eotw U tuxovoa katevBuvon. H cuvdptnon
g(t) = f(Zo + tii)

elvo oplopévn oe o eploxm tov undevdg, eivou opaywylown oto ¢ = 0 kow €xeL
ToTuké péytoto oto t = 0. Apa g’ (0) = 0. Opwg ¢’ (0) = Vf(Zo) - 4. Apa To
Sudvuopa V f(Zo) elvow kébeto oe kéBe kotevBuLVoT, dpa etvor To pndevikd
didvuopot. a



Tomuké akpdTato.
Trobétoupne vt bt A eivor éva pn-kevd, avolktd urtootvolo tou R™.
Opopég. ‘Eotw f: A CR™ — R. Aépe étL m f éxer Totukd péyloto oto Tp € A av
uTtdpyet & > 0 dote
f(@o) > (@) , v k&Be T € B(%o,d)
Av grumtAéov to & > 0 pmopel va eTudeyel wote va Loy et
f(@o) > f(Z) , Yo k&b T € B(Zo,0) \ {Zo}

téte Mépe bt M f éxeL yviolo ToTkd péyloto oto Ig.

Avdoya opiletou to (Yviolo) Tomkd eNdyioTo.

Mpétaon. Av 1 f eivor Stowpopioun oto Zo ko éxeL TOTkS péYLOTO OTO T TOTE
Vf(Zo) =0.

Anébeiln. ‘Eotw U tuxovoa katevBuvon. H cuvdptnon
g(t) = f(Zo + tii)

elvo oplopévn oe o eploxm tov undevdg, eivou opaywylown oto ¢ = 0 kow €xeL
ToTuké péytoto oto t = 0. Apa g’ (0) = 0. Opwg ¢’ (0) = Vf(Zo) - 4. Apa To
Sudvuopa V f(Zo) elvow kébeto oe kéBe kotevBuLVoT, dpa etvor To pndevikd
didvuopot. a

Oplopés. ‘Eotw f: A CR™ = R pia C ouvdptnon. To @p Aéyeton kpiowo onueio
yiw v f av Vf(Zo) = 0.



‘Apal Tow ToTikd olkpdTartor TpéTel vl acval{ntnBoldv avdpeoo otal kplowwo onueio.
Mo Tov xapaktnplopd Twv Kplowwv onueiwv Ttpémel kaveic vo del Tig Peplkég
Tapaydyous B tdgne.



‘Apal Tow ToTikd olkpdTartor TpéTel vl acval{ntnBoldv avdpeoo otal kplowwo onueio.
Mo Tov xapaktnplopd Twv Kplowwv onueiwv Ttpémel kaveic vo del Tig Peplkég
Tapaydyous B tdgne.

Oplopéds. ‘Eotw f: A CR™ = R plo C? ouvdptnon. O mivokag

foro1 forze o0 foiam

fIQZl f12z2 e ffEQIn
Hf(Z) =

fonzr  fopwe oo+ frpan

(éTov Josa; = fasa; (Z)) ovopdleton Ecotavée mivakac tng f oto & € A.



‘Apal Tow ToTikd olkpdTartor TpéTel vl acval{ntnBoldv avdpeoo otal kplowwo onueio.
Mo Tov xapaktnplopd Twv Kplowwv onueiwv Ttpémel kaveic vo del Tig Peplkég
Tapaydyous B tdgne.

Oplopéds. ‘Eotw f: A CR™ = R plo C? ouvdptnon. O mivokag

faia, foime o0 foimn

fIQZl f12z2 e ffEQIn
Hf(Z) =

fonzr  fopwe oo+ frpan

(éTov Josa; = fasa; (Z)) ovopdleton Ecotavée mivakac tng f oto & € A.

‘Apa o Eoolavég Tivakog eivol évorg ouppetplkde n X n Tivakog o omoiog e&opTdiTon
atd to T

Mapatipnon. ‘Exovue

Hf(Z)d- i = Z o uin; = Daf (F)(a),

SMAadh n TeTpaywVikT poph Tou avtiotolyel otov Tivaka H f(Z) eivon m
ouvaptnon Do f(Z).



Kéroia otowxeio and tn MNpoppiky Alyefpor.



Kéroia otowxeio and tn MNpoppiky Alyefpor.
Optopég. ‘Evac n X n ovppetpikde mivakag B Aéyetou

Betikd opiopévog av BT - T > 0 vy k&Be £ € R™ \ {0}
OeTikd muoplopévog av BT - & > 0 v k&Be T € R™
opVNTIKE oplopévog av BT - T < 0 yia k&Be & € R™ \ {0}

opvnTikd Noptopévog av BT - T < 0 yiat k&be £ € R™

vVvyVvyyvyy

un optopévog av urtdpxovv T, 5 € R™ dote BT - & > 0 ko By -5 < 0



Kéroia otowxeio and tn MNpoppiky Alyefpor.
Optopég. ‘Evac n X n ovppetpikde mivakag B Aéyetou

Betikd opiopévog av BT - T > 0 vy k&Be £ € R™ \ {0}
OeTikd muoplopévog av BT - & > 0 v k&Be T € R™
opVNTIKE oplopévog av BT - T < 0 yia k&Be & € R™ \ {0}

opvnTikd Noptopévog av BT - T < 0 yiat k&be £ € R™

vVvyVvyyvyy

un optopévog av urtdpxovv T, 5 € R™ dote BT - & > 0 ko By -5 < 0

Eivow yvwotd amd tn Mpoppiks AlyeBpo 6t

» o B eivou Betikd oplopévog av ko évo av dheg ol LSLoTipég Tou eiva Betikég

» o B eiva opvntikd oplopévog av ko pdvo ov dAeg oL LBLoTIHEG Tov sival apvmTikég

» o B eivou BeTikd Muioplopévog av ko pdvo oy SAeg oL LBLOTLEG TOV £ivol T aLpVNTLIKEG
» o B eivou alpvnTikd MULOPLOEVOS oV Kol OV owv SAeg ol LdloTipég Tou eivan un Oetikég

» o B eivai un oplopévog av kot pévo av éxel Vo etepdonueg LBLoTLpég



Mpétaon (xapakTnpionéds kpiopwv onpeiov) ‘Eotw étL n cuvdptnon
f:ACR™ = R eivon C2.
A. (Avarykaieg cuvBikeg) Av m f Ttapovoitdlet
(i) Tomkd péyloto oto Tp téte o H f(Zo) elvar apvntikd mpiopiopévog
(ii) Tomikd eNdxioTo oto T téTe 0 H f(Tp) eivan Betikd nuiopiopévog
B. (Ikawvéc ouvBrikeg) ‘Eotw Zo kplowwo onuelo tne f.
(i) av o Hf(Zp) eivou aepvnrtikd opiopévog téte 1 f éxel yviolo Tomikd péyloto oto Tp
(ii) av o Hf(Zp) eivou Betikd opiopévog téte 1 f éxel yviolo Tomkd eNdyioto oto Ty

(iii) av o H f(Zp) eivow pn opiopévog téte 1 f Bev éxel Tomikd akpdtato oto To

Y tnv tedevtaia Tepittwon Aépe étL To T eivow ocayuatiké onueio yiow TV f.

/“‘ Local minimum

-

o

Tomikd eAdyLoTO ooYHATIKS oTueio



Arébeidn. Xe Sheg T TTOPATAV® TepLTtdoels éxouvpe Tt V f(Zo) = 0. ‘Apax o
T0Tog tov Taylor powg Siver 6tL av to & eivou alpkeTtd kovTd oTo T TdTE UTLAPYXEL &
oto guBiypappo TR oV evdvel Ta To, T OOTE

J(@) = f(@0) + 3 D2f (€)@ — o) = (o) + 3 HIE)@ — &) - (& — o)

A (i). 'Eotw avtiBeta étL o H f(Zo) Bev eivanw apvntikd nuopiopévog. Téte éxel pio
TouvAdylotov Betikn ot A. ‘Eotw 4 évar avtioTtolyo L8lodidvuopa povadiaiov
pétpov,

Hf(Zo)u = Mu |a]| =1.
Téte Hf(Zo)d -4 = A > 0. Aéyw TG ouvEXELOG TWV SEVTEPWVY HEPLKOV
TOPAYDYWV, VTdpxeL § > 0 ote

Hf(y)u-u>0 , Yo k&Be ¢ € B(Zo, 9)

To gvbOypappo Tipa e dkpo Ty ko To + OU TULPAUETPOTIOLEITAL WG
Ty = To + 04, t € [0, 1].



Arébeidn. Xe Sheg T TTOPATAV® TepLTtdoels éxouvpe Tt V f(Zo) = 0. ‘Apax o
T0Tog tov Taylor powg Siver 6tL av to & eivou alpkeTtd kovTd oTo T TdTE UTLAPYXEL &
oto guBiypappo TR oV evdvel Ta To, T OOTE

J(@) = f(@0) + 3 D2f (€)@ — o) = (o) + 3 HIE)@ — &) - (& — o)

A (i). 'Eotw avtiBeta étL o H f(Zo) Bev eivanw apvntikd nuopiopévog. Téte éxel pio
TouvAdylotov Betikn ot A. ‘Eotw 4 évar avtioTtolyo L8lodidvuopa povadiaiov
pétpov,

Hf(Zo)u = Mu |a]| =1.
Téte Hf(Zo)d -4 = A > 0. Aéyw TG ouvEXELOG TWV SEVTEPWVY HEPLKOV
TOPAYDYWV, VTdpxeL § > 0 ote

Hf(y)u-u>0 , Yo k&Be ¢ € B(Zo, 9)

To gvbOypappo Tipa e dkpo Ty ko To + OU TULPAUETPOTIOLEITAL WG
Ty = Zo + 8, t € [0,1]. T k&Be t € (0,1) éxovpe

~
=
&
N
Il

§(@o) + S HFE) @ — o) - (@ — To)

7o) + S HF(E) 157 - 157)

262
1@+ - Hf(E)i @
> f(Zo)
Apa. To T dev eivow ompueio ToTikoV peyiotov tng f, &toTo.

A (ii). Mopdpola pe to Tponyoluevo.



B (i) Ac oupPolicovpe pe Amax(¥) T peyaritepn dlotyur tov Ecolavol mivako
H f(y). Eivou yvwotd anéd t Mpoppkt AlyeBpo dtu oy del

Hf(§)@ -4 < Amax(@)|T]? Yo k&Be @ € R™.



B (i) Ac oupPolicovpe pe Amax(¥) T peyaritepn dlotyur tov Ecolavol mivako
H f(y). Eivou yvwotd anéd t Mpoppkt AlyeBpo dtu oy del

Hf(§T - @ < Amax@)|T]? Yo k&Be @ € R™.

Ago¥ o H f(Zp) eivon apvntikd oplopévog tox el Amax (Zo) < 0. H Amax elvon
ovvexhg ouvdptnon, &po vTtdpxel § > 0 dote

)\max (50)

5 , Yot k&Be ¢ € B(Zo, d)

Amax (Zj) <

I < Ama(@ ) < 2250

@)%, vy kdBe § € B(Fo,d) kou @ € R™.



B (i) Ac oupPolicovpe pe Amax(¥) T peyaritepn dlotyur tov Ecolavol mivako
H f(y). Eivou yvwotd anéd t Mpoppkt AlyeBpo dtu oy del

Hf(§T - @ < Amax@)|T]? Yo k&Be @ € R™.
Ago¥ o H f(Zp) eivon apvntikd oplopévog tox el Amax (Zo) < 0. H Amax elvon
ovvexhg ouvdptnon, &po vTtdpxel § > 0 dote
)\max(fo)

Amax (Zj) < D)

, Yot k&Be ¢ € B(Zo, d)

>\max (-f())

Hf@)d- @ < Amax (@)1]* < =5

@)%, vy kdBe § € B(Fo,d) kou @ € R™.
"Eotw thpa || T — Fo|| < 8, T # To. Tndpxel & pe ||€ — T < 8, £ # T, dote

F@ = §@0)+ S HFEE - 7o) (@~ 7o)

l )\max (50)
2 2

IN

f(Zo) + |2 — Zol|?
< f(Zo).

‘Apoe n f éxeL Yviolo ToTikd péyloto oto Zo.



B (i) Ac oupPolicovpe pe Amax(¥) T peyaritepn dlotyur tov Ecolavol mivako
H f(y). Eivou yvwotd anéd t Mpoppkt AlyeBpo dtu oy del

Hf(§T - @ < Amax@)|T]? Yo k&Be @ € R™.
Ago¥ o H f(Zp) eivon apvntikd oplopévog tox el Amax (Zo) < 0. H Amax elvon
ovvexhg ouvdptnon, &po vTtdpxel § > 0 dote
)\max(fo)

Amax (Zj) < D)

, Yot k&Be ¢ € B(Zo, d)

>\max (-f())

Hf@)d- @ < Amax (@)1]* < =5

@)%, vy kdBe § € B(Fo,d) kou @ € R™.
"Eotw thpa || T — Fo|| < 8, T # To. Tndpxel & pe ||€ — T < 8, £ # T, dote

F@ = §@0)+ S HFEE - 7o) (@~ 7o)

l )\max (50)
2 2

IN

f(Zo) + |2 — Zol|?
< f(Zo).

‘Apoe n f éxeL Yviolo ToTikd péyloto oto Zo.

B (ii). Mapdpote.



B (i) Ac oupPolicovpe pe Amax(¥) T peyaritepn dlotyur tov Ecolavol mivako
H f(y). Eivou yvwotd anéd t Mpoppkt AlyeBpo dtu oy del
Hf(§)@ -4 < Amax(@)|T]? Yo k&Be @ € R™.
Ago¥ o H f(Zp) eivon apvntikd oplopévog tox el Amax (Zo) < 0. H Amax elvon
ovvexhg ouvdptnon, &po vTtdpxel § > 0 dote
)\max(fo)

Amax (¥) < — v k&Be § € B(&o, )

N
%@m)llﬁn2 ;e k&Be § € B(io,6) kew @ € R™.

Hf(§)ii - i < Amax (§)]|]]* <

"Eotw thpa || T — Fo|| < 8, T # To. Tndpxel & pe ||€ — T < 8, £ # T, dote

F@ = §@0)+ S HFEE - 7o) (@~ 7o)
< o)+ 3 w0 s g2
< f(Zo).

‘Apoe n f éxeL Yviolo ToTikd péyloto oto Zo.
B (ii). Mapdpote.

B (iii). Eidape otnv amddetdn tov A. étL av o H f(Zp) éxeL plow Touldxiotov Betikn
WSotipr téte To Kkpiowwo onueio To dev eivon ToTkd péyloTo, evd av éxel pio

TOVA&XLoTOV apvNTLIKY L8LoTiun TéTe To X Bev eivor TOTUKS EAAYLOTO. L UVETWG ALV O
H f(Zo) eivow pn opiopévog téte to To dev elvou ToTikd akpdTaLTO. 0



MNopotipnon. Mo tov yopoktnplopd Twv kpioywwv eival to Xphouro tow akdAouBo

800 kpLThpLor TaL omola Bewpoldvtal Yvwotd atd tn poppks AlyeBpor.

Kprefpro 1o 2 X 2 mivokeg. Oewpolpe tov Tivoko

St
‘Exovpe étL
> o A eivou Betikd oplopévoc av ko pévo o ac — b2 > 0 kow a > 0
> o A eivou apvnTikd optopévoc av ko wévo av ac — b2 > 0 kow a < 0

> o A eivou pn oplopévoc av ko pévéd av ac — b2 < 0



MNopotipnon. Mo tov yopoktnplopd Twv kpioywwv eival to Xphouro tow akdAouBo

,

800 kpLThpLor TaL omola Bewpoldvtal Yvwotd atd tn poppks AlyeBpor.
Kprefpro 1o 2 X 2 mivokeg. Oewpolpe tov Tivoko

b

‘Exovpe étL
o A eivou Betikd oplopévoc av ko pévo o ac — b2 > 0 kow a > 0

>
> o A eivou apvnTikd optopévoc av ko wévo av ac — b2 > 0 kow a < 0
> o A eivou pn oplopévoc av ko pévéd av ac — b2 < 0

Kprefpro 1o 3 X 3 mivoekeg. Ocwpolpe TOV CUUUETPLKS TTivoko
a1l a2 a3
A= a2 a2 a23
a3 a23 ass

‘Eotw
a1 a1s ailr @12  ai3
Ay =a11 , Ag = a1y az Az =| a12 a2 a3
a13 G233  a33
‘Exovpe 4t
> o A etvou Betikd oplopévoc av ko pévo av A > 0, Ag > 0, Az >0
> o A etvou acpvnTikd opLopévog av ko pévo av Ap < 0, Ag >0, A3 <0
» av A; #0, j =1,2,3 kou 8ev LoxVel éva amd T 800 Tapamdvw Téte 0

A eivowr un oplopévog



Axpétoto. vd ouvOiiky.



Axpétoto. vd ouvOiiky.

Oplopéds. ‘Eotw g ko f 890 C! Tpaypatikés ouVapTHOELS OPLOLEVEG OTO ALVOLKTS
oOvoro A C R™. Aéue 6t 1 f mapovordlel tomkd péyloto oto Lo € A und tov
Teploplopd g(Z) = 0 av
(i) g(&o)=0
(if) vmdpxer & > 0 wote f(ZTo) > f(Z) yia kébe = € A Tétolo dote
g(Z) =0 ko || — Zol| <6

Avéhoyo opiletou ko To TOTLkd EAALXLOTO LTS TEPLOPLOS.



Axpétoto. vd ouvOiiky.

Oplopéds. ‘Eotw g ko f 890 C! Tpaypatikés ouVapTHOELS OPLOLEVEG OTO ALVOLKTS
oOvoro A C R™. Aéue 6t 1 f mapovordlel tomkd péyloto oto Lo € A und tov
Teploplopd g(Z) = 0 av
(i) g(&o)=0
(if) vmdpxer & > 0 wote f(ZTo) > f(Z) yia kébe = € A Tétolo dote
g(Z) =0 ko || — Zol| <6

Avéhoyo opiletou ko To TOTLkd EAALXLOTO LTS TEPLOPLOS.

fix)=d1

T
T fix) =63

x1

dy > da > d3

To oxfpo paivetorr vae dnhcdvel 6tL av to Lo eivar onueio Tomkol peyiotov vmd
Teploplopd téte Tt Sraevdopata V f(Zo) kow V(&) etvon TeorpdAAnAaL.



Mpétoon. ‘Eotw g ko f 80o Cl mpaypatikéc cLUVAPTHOELC OPLOMEVEC OTO ALVOLKTS
oovoho A C R™. Av 1 f mapovoidlet tomikd péyloto oto Tp € A unéd tov
Tepoptopd g(Z) = 0 téte vmdpyer A € R dote

Vf(Zo) = AVg(Zo)

MNopatipnon. O apbudc A ovopdletor oA armAaoiootic Lagrange ko n puébodog
e0pEONG ALKPOTATWY UTLO TEPLOPLOWS e XPNOT TNG TAPATAV® TpdTaong ovopdletol
péBodog twv ToAamAootioeotdv Lagrange.



Mpétoon. ‘Eotw g ko f 80o Cl mpaypatikéc cLUVAPTHOELC OPLOMEVEC OTO ALVOLKTS
oovoho A C R™. Av 1 f mapovoidlet tomikd péyloto oto Tp € A unéd tov
Tepoptopd g(Z) = 0 téte vmdpyer A € R dote

Vf(Zo) = AVg(Zo)

MNopatipnon. O apbudc A ovopdletor oA armAaoiootic Lagrange ko n puébodog
e0pEONG ALKPOTATWY UTLO TEPLOPLOWS e XPNOT TNG TAPATAV® TpdTaong ovopdletol
péBodog twv ToAamAootioeotdv Lagrange.

Optopés. ‘Eotw g ko f 8o Cl TpaylaiTikée CUVAPTHOELC OPLOMEVEG OTO ALVOLKTO
obvoho A C R™ . To Ty € A Aéyetou kplolpo onueio tng f utd tov meploplopd
9(Z) = 0 av g(Zo) = 0 ko umdpxer A € R wote Vf(Zo) = AVg(Zo).



Mpétoon. ‘Eotw g ko f 80o Cl mpaypatikéc cLUVAPTHOELC OPLOMEVEC OTO ALVOLKTS
oovoho A C R™. Av 1 f mapovoidlet tomikd péyloto oto Tp € A unéd tov
Tepoptopd g(Z) = 0 téte vmdpyer A € R dote

Vf(Zo) = AVg(Zo)

MNopatipnon. O apbudc A ovopdletor oA armAaoiootic Lagrange ko n puébodog
e0pEONG ALKPOTATWY UTLO TEPLOPLOWS e XPNOT TNG TAPATAV® TpdTaong ovopdletol
péBodog twv ToAamAootioeotdv Lagrange.

Optopés. ‘Eotw g ko f 8o Cl TpaylaiTikée CUVAPTHOELC OPLOMEVEG OTO ALVOLKTO
obvoho A C R™ . To Ty € A Aéyetou kplolpo onueio tng f utd tov meploplopd
9(Z) = 0 av g(Zo) = 0 ko umdpxer A € R wote Vf(Zo) = AVg(Zo).

Y UVET®OG T okpdTALTAL LTS TePLoplopd TpéTel val avallntnbolv avdpeoo ot
kplowor onueior uTtd meploptopd. TTdpxouv kpLTHpLe, avdAoyo e uTd Tov eidape
vpiTepaL YLt TOTILKE okpdTATO XWpiG TtEPLOPLOd, e XPHOT TWV OTOLWV UTTOPOUKE
val artopovBolpe yial To av éva kpilowwo onueio utd meploplopd sivor Totkd
okpdTorto uTd Teploplopd. Aegv Bo Sodpe otutd Tow kpLThpLer ko oty TpdEn O
XPMOLLOTIOLOVUE KOTA TEPITITWON T SeSOPEVAL TTOU £XOVUNE DOTE VAL PTAVOUE OTO
{ntovpevo.



MopdpTpor. Tto mapdptnua autd Ba amodeifoupie Tov LOYUPLOWLS Ttou
SLotumtdONKe 0TO TéNOG TNG TTLPALYPEPOL Tou aLpopd Ta TtoAudvupa Taylor.

O xeptopdg TOAVWVORWY otov R™ yivetow ToAO Lo g0koAog e tn Xphon
ToAUSELK TV
Optopdg. Ovopdloupe Tohudeiktn kdbe o = (a1, ..., an) , 6Tov ay € NU {0}.

Y xeTikd pe évorv Tohudeiktn a éxoupe Toug akdovBoug eumAéov oplopois /
oupBoAopoic:

» o apBpdc o] = ai + ... + apn ovopdleton pfkog tou ToAudeiktn

> Yy kéBe T = (21,...,2n) € R™ cuuPolilovpe pe £ to povdvupo :1:?1 LT

Y uveTtddg éval TtoAvdvupo BobBpod m otov R™ éyel tn popem

Yo k&Toloug ouvteNeoTég cq € R. To P(&) Méyetow opoyevég TOANUDVURO oV €XeL
™ popen P(Z) = Z|a\:m caZT*. Av to P elvou opoyevég téte P(AE) = A" P(T).



Mapatipnon. Ag opicoupe yioe pioe C™ ouvvdptnon f

olelf

—_— al = ajlag!. .. ap! al<m
R e nt (el sm)

Df =
Aev etvon 0okoho va el kavelg étL To ToAvdvupo Taylor BaBuod m tng f pe
kévTtpo To Tp Sivetow amd tn oxéon
» Def(Zo) . . \a
Ppomo (@) = > o (% — %o)

la]<m



Mapatipnon. Ag opicoupe yioe pioe C™ ouvvdptnon f

glelf

—_— al = ajlag!. .. ap! al<m
6;!118?228?: ) 1-02 n (l If )

Df =
Aev etvon 0okoho va el kavelg étL To ToAvdvupo Taylor BaBuod m tng f pe
kévTtpo To Tp Sivetow amd tn oxéon
» Def(Zo) . . \a
Ppomo (@) = > o (% — %o)

la]<m

Mppoa. ‘Ectw P(T) opoyevéc Todudvupo Babpod m. Trdpxel tédte otobepd
M > 0 wote |P(Z)| < M||Z||™ v k&Be & € R™.



Mapatipnon. Ag opicoupe yioe pioe C™ ouvvdptnon f

glelf

D = al = arlag!. .. an! (Jal < m)
ST ras — ! lag!. .. am! <

021 0zg ... 0g"

Aev etvon 0okoho va el kavelg étL To ToAvdvupo Taylor BaBuod m tng f pe

kévTtpo To Tp Sivetow amd tn oxéon

. D*f(Zo) .,
Ppomo (@) = > T(CE*CEO)Q
Ja|<m ’

Mppoa. ‘Ectw P(T) opoyevéc Todudvupo Babpod m. Trdpxel tédte otobepd
M > 0 wote |P(Z)| < M||Z||™ v k&Be & € R™.

Arnéseiln. ‘Eotw M = max{|P(Z)| : ||Z|| = 1}. T k&Be T € R™, T # 0, éxouvue

|P()] = |P (II‘H |4” )| = lzl™|P( |AH)I < M|jZ|™ .



Mpétaon. ‘Eotw P(Z), & € R™, mtoAudvupo Babprod to moAd m. Av
P(z)

0 ||Z||™

)

téte to P(T) eivall To pundevikd ToAvdvupLo.



Mpétaon. ‘Eotw P(Z), & € R™, mtoAudvupo Babprod to moAd m. Av
P(z)

0 ||Z||™

)

téte to P(T) eivall To pundevikd ToAvdvupLo.

Anébeiln. Oa xpnoyromoioovpue emaywyh oto m. Mo m = 1 BAémoupe edkora 6TL
o oxuplopdg Loxvel (doknon). TTobétoupe 4Tl 0 LoXuplopds Loxvel Yoo m = k Kow
Bo aodelgovpe btuL LoxVel yio m = k + 1. ‘Eotw Aotmdv

P@)= > caZ®

|a|<k+1
Yla To oTolo Loy Vel
P(z
lim £&) g 9)
@0 [ ZF

Ipdpoupe To P(T) we &bpotopar P = Q + H émov
QA= > i, H@= > cad®
|a|<k |a|=k+1

Amé to Tponyolduevo Mupa vdpxer M > 0 dote |H(Z)| < M||Z||t, & € R™.
‘Emeto éTL

Q@) _  |[P@I+|H(@)
[zl [l
|P(@)|

WW”‘*‘M”f”

- ~

— 0 kabog T — 0.



ATtéd T umdBeon e emaywyhg éneton 6TL To Q(F) elvou To pndevikd TOALGVULLLO.
‘Apa P(Z) = H(T), dnhadh to P elvow opoyevég ToAudvupo.



ATtéd T umdBeon e emaywyhg éneton 6TL To Q(F) elvou To pndevikd TOALGVULLLO.
‘Apa P(Z) = H(T), dnhadh to P elvow opoyevég ToAudvupo.

‘Eotw tdpa @ € R™, ||E|| = 1. And tnv (9) éxovpue
P(tw)

im —————
=0+ |[ta] [k +1

o tRRLP(a)
lim —————
B ]
P(d).

‘Apo To P eiva to undevikd ToAVGDVUHO.
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