
Pijanìthtec I

Telik  Exètash. 8 FebrouarÐou 2013

Om�da A

Jèma 1.[20 BajmoÐ] Se mi� pìlh 20 atìmwn a1, a2, . . . , a20, ta a1, a2, . . . , a8 eÐnai �ndrec kai ta
upìloipa 12 eÐnai gunaÐkec. O a1 epilègei tuqaÐa mÐa gunaÐka apì tic 12 kai thc lèei mia fhmologÐa.
'Epeita ekeÐnh epilègei tuqaÐa ènan �ndra apì touc 8 kai k�nei to Ðdio, kai h diadikasÐa suneqÐzetai
ìmoia. Dhlad  k�je �tomo pou akoÔei thn fhmologÐa epilègei sthn tÔqh èna �tomo tou antÐjetou
fÔlou kai tou thn metafèrei. Na brejeÐ h pijanìthta h fhmologÐa na eipwjeÐ 5 forèc qwrÐc na
akousteÐ xan� apì k�poio �tomo pou thn èqei metafèrei se k�poio prohgoÔmeno b ma.

Jèma 2.[20 BajmoÐ] 'Ena koutÐ perièqei n ≥ 2 diakekrimènouc laqnoÔc arijmhmènouc apì to 1
mèqri to n. 'Enac laqnìc epilègetai sthn tÔqh kai sth sunèqeia rÐqnoume èna tÐmio z�ri tìsec
anex�rthtec forèc ìsec  tan h èndeixh tou laqnoÔ pou epilèqjhke. Poia eÐnai h pijanìthta
emf�nishc kai twn dÔo endeÐxewn 3 kai 5 apì toul�qiston mÐa for� h kajemi�?

Jèma 3.[20 BajmoÐ] H (suneq c) tuqaÐa metablht  X èqei puknìthta pou dÐnetai apì ton tÔpo

f(x) =

{
3
8
x2 an x ∈ (0, 2),
0 diaforetik�.

Jètoume Y = X2. Na brejoÔn:

(a) H puknìthta thc Y .

(b) H sundiakÔmansh, C(X, Y ) = Cov(X, Y ), twn X kai Y .

Jèma 4.[20 BajmoÐ] 'Estw didi�stath suneq c tuqaÐa metablht  (X, Y ) me sun�rthsh puknì-
thtac

f(x, y) =

{
1

3(3−x) an 0 < x < y < 3,

0 diaforetik�.

Na brejoÔn oi perij¸riec sunart seic puknìthtac twn X kai Y . EÐnai oi X, Y anex�rthtec?

Jèma 5.[10 BajmoÐ] 'Estw X1, X2 anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me X1 ∼ Γ(a1, λ1), X2 ∼
Γ(a2, λ2) me a1, a2, λ1, λ2 > 0 kai λ1 6= λ2. Na deiqjeÐ ìti den up�rqoun a, λ > 0 ¸ste to
�jroisma X1 +X2 na akoloujeÐ thn katanom  Γ(a, λ).

DÐnetai ìti mÐa X ∼ Γ(a, λ) (me a, λ > 0) èqei puknìthta fX kai ropogenn tria MX pou dÐnontai
apì tic sqèseic

fX(x) =
λa

Γ(a)
xa−1e−λx 1x>0, MX(t) = E(etX) =

{(
λ
λ−t

)a
an t < λ,

∞ an t ≥ λ.

Jèma 6.[20 BajmoÐ] 'Ena kazÐno prosfèrei to akìloujo tuqerì paiqnÐdi: o paÐkthc rÐqnei mÐa
for� èna tÐmio z�ri. An h èndeixh tou zarioÔ eÐnai 2   4, tìte o paÐkthc kerdÐzei 3 eur¸ apì to
kazÐno, an eÐnai 1   3   5, tìte o paÐkthc q�nei 4 eur¸ upèr tou kazÐno, kai an eÐnai 6, tìte o
paÐkthc den kerdÐzei oÔte q�nei. An paÐxoun 90 paÐktec to parap�nw paiqnÐdi (anex�rthta metaxÔ
touc), na brejeÐ proseggistik� h pijanìthta to kazÐno na kerdÐsei sunolik� toul�qiston 30 eur¸.

Gia thn sun�rthsh katanom c thc tupik c kanonik c N(0, 1) isqÔei: Φ(0.5) = 0.691,Φ(1) =
0.841,Φ(2) = 0.977

KALH EPITUQIA!



Apant seic

1. QrhsimopoioÔme thn pollaplasiastik  arq  gia na broÔme ton arijmì eunoðk¸n kai dunat¸n
peript¸sewn. H zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai.

12 · 8 · 11 · 7 · 10

12 · 8 · 12 · 8 · 12

2. EÐnai peÐrama se dÔo st�dia. 'Ara qrhsimopoioÔme to je¸rhma olik c pijanìthtac. 'Estw
B to endeqìmeno thc emf�nishc kai twn dÔo endeÐxewn 3 kai 5 toul�qiston mÐa for� to kajèna,
kai Ai to endeqìmeno o laqnìc na èqei ton arijmì i, ìpou i ∈ {1, 2, . . . , n}. 'Estw epÐshc
Γi (antÐstoiqa ∆i) to endeqìmeno se i rÐyeic enìc zarioÔ na èrqetai h èndeixh 3 (h èndeixh 5
antÐstoiqa) toul�qiston mÐa for�.

P (B) =
n∑
i=1

P (Ai)P (B | Ai) =
1

n

n∑
i=1

P (B | Ai) =
1

n

n∑
i=1

P (Γi ∩∆i)

T¸ra me thn arq  egkleismoÔ-apokleismoÔ upologÐzoume

P (Γi ∩∆i) = 1− P (Γci ∪∆c
i) = 1− P (Γci)− P (∆c

i) + P (Γci ∩∆c
i) = 1− 5i

6i
− 5i

6i
+

4i

6i
.

5. Gia k�je t ∈ R èqoume
MX1(t)MX2(t) = MX1+X2(t).

An up�rqoun tètoia a, λ, tìte epeid  to aristerì mèloc eÐnai peperasmèno akrib¸c gia t <
min{λ1, λ2} en¸ to dexÐ gia t < λ èpetai ìti λ = min{λ1, λ2}. Ac upojèsoume ìti λ1 < λ2.
Opìte λ = λ1, kai h pio p�nw isìthta dÐnei(

λ2
λ2 − t

)a2
=

(
λ

λ− t

)a−a1
gia k�je t < λ1 = λ. IsqÔei a 6= a1, giatÐ diaforetik� to aristerì mèloc ja  tan stajer 
sun�rthsh, k�ti pou den isqÔei. PaÐrnoume t → λ− sthn teleutaÐa isìthta. To aristerì mèloc
teÐnei se peperasmèno jetikì arijmì giatÐ λ < λ2 en¸ to dexÐ teÐnei sto 0 (an a < a1)   sto ∞
(an a > a1). 'Atopo.


