
Τυπολογιο για το μαθημα Πιθανοτητες Ι
Συνδυαστικά

1. 'Εστω n,N1,N2, . . . ,Nn P N�. Κατασκευάζουμε μια διατεταγμένη n-άδα pa1, a2, . . . , anq με τους εξής

περιορισμούς.

Για το a1 έχουμε N1 επιλογές.

Για κάθε επιλογή του a1, για το a2 έχουμε N2 επιλογές.

Για κάθε επιλογή των a1, a2, για το a3 έχουμε N3 επιλογές.

...

Για κάθε επιλογή των a1, a2, . . . , an�1, για το an έχουμε Nn επιλογές.

Τότε μπορούμε να κατασκευάσουμε

N1 � N2 � � �Nn

διαφορετικές n-άδες.

2.

Διατάξεις Συνδυασμοί

Με επανάληψη nk
�

n � k � 1
k




Χωρίς επανάληψη pnqk

�
n
k



(1)

3. Πλήθος διαιρέσεων
1 pA1, A2, . . . , Arq ενός συνόλου n στοιχείων σε r σύνολα ώστε το σύνολο Ai να έχει

ki στοιχεία. Τα k1, k2, . . . , kr είναι δεδομένα με k1 � k2 � � � � � kr � n.
n!

k1! k2! � � � kr!
(2)

Ισοδύναμα, πλήθος διατετεγμένων n-άδων ώστε κάθε μία να περιέχει k1 φορές το a1, k2 φορές το a2, ..., kr

φορές το ar, όπου a1, a2, . . . , ar είναι r διαφορετικά αντικείμενα.

Πιθανότητα

4. Αξιώματα:

PpΩq � 1 (3)

PpYN
i�1Aiq �

Ņ

i�1

PpAiq (4)

N P N ή N � 8, και τα Ai ξένα ανά δύο υποσύνολα του Ω.

Ιδιότητες:

PpAcq � 1 � PpAq (5)

PpAzBq � PpAq � PpA X Bq (6)

PpA Y Bq � PpAq � PpBq � PpA X Bq (7)

για A, B � Ω. Ac :� ΩzA.

1
Διαίρεση ενός συνόλου S σε r υποσύνολα λέγεται κάθε διατεταγμένη r-άδα ξένων ανα δύο υποσυνόλων που έχουν ένωση

το S . Δεν απαιτούμε να είναι όλα μη κενά.



5. Αρχή εγκλεισμού-αποκλεισμού. n P N, A1, A2, . . . , An ενδεχόμενα

PpYn
i�1Aiq �

ņ

k�1

p�1qk�1S k (8)

με

S k :�
¸

1¤i1 i2 ��� ik¤n

PpAi1 X Ai2 X � � � X Aikq

Το S k έχει

�
n
k



όρους.

Δεσμευμένη πιθανότητα

6. Για PpBq ¡ 0,

PpA|Bq :� PpA X Bq
PpBq (9)

7. Πολλαπλασιαστικός κανόνας. Αν A1, A2, . . . , An � Ω και PpA1 X A2 X � � � X An�1q ¡ 0, τότε

PpA1 X A2 X � � � X Anq � PpA1qPpA2|A1qPpA3|A1 X A2q � � �PpAn|A1 X A2 X � � � X An�1q (10)

8. Θεώρημα ολικής πιθανότητας. Αν A1, A2, . . . , An είναι διαμέριση του Ω με PpAkq ¡ 0 για κάθε

k � 1, 2, . . . , n, τότε

PpBq �
ņ

k�1

PpAkqPpB|Akq (11)

Ισχύει και για n � 8 (δηλαδή για άπειρη αριθμήσιμη διαμέριση του Ω).

9. Τύπος Bayes. Αν A1, A2, . . . , An είναι διαμέριση του Ω με PpAkq ¡ 0 για κάθε k � 1, 2, . . . , n, και B � Ω
με PpBq ¡ 0, τότε

PpAr|Bq � PpArqPpB|Arq°n
k�1 PpAkqPpB|Akq

(12)

Ισχύει και για n � 8 (δηλαδή για άπειρη αριθμήσιμη διαμέριση του Ω).

10. Ορισμός της ανεξαρτησίας. Τα A1, A2, . . . , An � Ω λέγονται ανεξάρτητα αν για κάθε k P t2, . . . , nu
και i1, i2, . . . , ik P t1, 2, . . . , nu διαφορετικούς δείκτες ισχύει

PpAi1 X Ai2 X � � � X Aikq � PpAi1qPpAi2q � � �PpAikq (13)

Μονοδιάστατες τυχαίες μεταβλητές

11. Συνάρτηση κατανομής

FXpxq :� PpX ¤ xq
για κάθε x P R. Είναι αύξουσα, δεξιά συνεχής, FXp�8q � 0, FXp8q � 1.

Ppa   X ¤ bq � FXpbq � FXpaq (14)

PpX � aq � FXpaq � FXpa�q (15)

για a   b.



12. Ορισμός της μέσης τιμής και χρήσεις της f p� fXq
X Διακριτή X Συνεχής

PpX P Aq
¸
xPA

f pxq
»

A
f pxq dx (16)

EpXq
¸
xPR

x f pxq
» 8
�8

x f pxq dx (17)

EthpXqu
¸
xPR

hpxq f pxq
» 8
�8

hpxq f pxq dx (18)

Η τελευταία σχέση λέγεται Νόμος του Αφηρημένου Στατιστικού.

13. Αν X συνεχής με πυκνότητα f και συνάρτηση κατανομής F

Fpxq �
» x

�8
f ptq dt (19)

για κάθε x P R.
14. Αν X διακριτή, η συνάρτηση πιθανότητάς της ορίζεται ως

fXpaq :� PpX � aq (20)

για κάθε a P R.
Αν X συνεχής με πυκνότητα fX και συνάρτηση κατανομής FX ,

fXpaq � F1
Xpaq (21)

για κάθε a P R σημείο συνέχειας της fX .

15. Γραμμικότητα της μέσης τιμής

EpX � Yq � EpXq � EpYq (22)

EpaXq � a EpXq με a P R (23)

16. Διασπορά

VarpXq :� E
�tX � EpXqu2� � EpX2q � tEpXqu2

(24)

για X τ.μ. με EpXq P R
17. VarpaX � bq � a2 VarpXq για a, b P R
18. Νόμος των σπάνιων γεγονότων (προσέγγιση της διωνυμικής από την Poisson)

Binpn, pq � Poissonpnpq
για n μεγάλο και p μικρό.

Δηλαδή: Αν Xn � Binpn, pnq, limnÑ8 npn � λ P p0,8q, και Y � Poissonpλq, τότε για κάθε k P N ισχύει

limnÑ8 PpXn � kq � PpY � kq.

Πολυδιάστατες τυχαίες μεταβλητές

19. Συνάρτηση κατανομής της διδιάστατης τ.μ. pX,Yq
FX,Ypx, yq � PpX ¤ x,Y ¤ yq (25)

για κάθε x, y P R.



20. Χρήσεις της fX,Y

pX,Yq Διακριτή pX,Yq Συνεχής

PppX,Yq P Aq
¸

px,yqPA

fX,Ypx, yq
¼
A

fX,Ypx, yq dxdy (26)

fXpxq
¸
yPR

fX,Ypx, yq
» 8
�8

fX,Ypx, yq dy (27)

fYpyq
¸
xPR

fX,Ypx, yq
» 8
�8

fX,Ypx, yq dx (28)

EthpX,Yqu
¸

x,yPR

hpx, yq f px, yq
» 8
�8

» 8
�8

hpx, yq f px, yq dxdy (29)

Η τελευταία σχέση λέγεται Νόμος του Αφηρημένου Στατιστικού.

21. Αν pX,Yq συνεχής διδιάστατη τ.χ. με πυκνότητα fX,Y και συνάρτηση κατανομής FX,Y

FX,Ypx, yq �
» x

�8

» y

�8
fX,Yps, tq dt ds (30)

22. X,Y ανεξάρτητες. Ορισμός και κριτήριο.

PpX P A,Y P Bq � PpX P AqPpY P Bq για κάθε A, B � R (31)

fX,Ypx, yq � fXpxq fYpyq για κάθε x, y P R (32)

23. 'Αθροισμα ανεξάρτητων τ.μ.

fX�Ypzq �
¸
xPR

fXpxq fYpz � xq �
¸
yPR

fXpz � yq fYpyq X,Y διακριτές (33)

fX�Ypzq �
» 8
�8

fXpxq fYpz � xq dx �
» 8
�8

fXpz � yq fYpyq dy X,Y από κοινού συνεχείς (34)

24. Ανισότητα Cauchy-Schwarz. Αν η EpXYq ορίζεται, τότε
|EpXYq| ¤

b
EpX2q

b
EpY2q (35)

25. Συνδιακύμανση

CovpX,Yq : � EtpX � EpXqqpY � EpYqqu (36)

� EpXYq � EpXqEpYq (37)

26. Ιδιότητες της συνδιακύμανσης

CovpX, Xq � VarpXq (38)

CovpX,Yq � CovpY, Xq (39)

CovpaX,Yq � a CovpX,Yq με a P R (40)

Cov
� m̧

i�1

Xi,
ņ

j�1

Y j



�

m̧

i�1

ņ

j�1

CovpXi,Y jq (41)

27. Διασπορά αθροίσματος

Var
� ņ

i�1

Xi



�

ņ

i�1

VarpXiq � 2
¸

1¤i  j¤n

CovpXi, X jq (42)



28. Συντελεστής συσχέτισης

ρpX,Yq :� CovpX,Yqa
VarpXq

a
VarpYq

P r�1, 1s (43)

29. Δεσμευμένες κατανομές. Για y P R με fYpyq ¡ 0

fX|Ypx|yq :� fX,Ypx, yq
fYpyq (44)

για κάθε x P R. X,Y διακριτές ή από κοινού συνεχείς.

30. Δεσμευμένη μέση τιμή. Για y με fYpyq ¡ 0,

EpX|Y � yq :�

$'''&
'''%

¸
xPR

x fX|Ypx|yq αν X,Y διακριτές

» 8
�8

x fX|Ypx|yq dx αν X,Y από κοινού συνεχείς

(45)

EphpXq|Y � yq �

$'''&
'''%

¸
xPR

hpxq fX|Ypx|yq αν X,Y διακριτές

» 8
�8

hpxq fX|Ypx|yq dx αν X,Y από κοινού συνεχείς

(46)

Νόμος του Αφηρημένου Στατιστικού για τη δεσμευμένη μέση τιμή.

31. Νόμος της επαναλαμβανόμενης μέσης τιμής

EpXq � EpEpX|Yqq (47)

όπου EpX|Yq :� mpYq με mpyq :� EpX|Y � yq. Προϋπόθεση: EX P R.
32.

VarpXq � EtVarpX|Yqu � VartEpX|Yqu (48)

VarpX|Yq :� δpYq με δpyq :� EpX2|Y � yq � tEpX|Y � yqu2

33. Υπολογισμός πιθανοτήτων με δέσμευση

PpAq �

$'''&
'''%

¸
yPR

PpA|Y � yq fYpyq αν Y διακριτή

» 8
�8

PpA|Y � yq fYpyq dy αν Y συνεχής

(49)

34. Πιθανογεννήτρια

PXptq :� EptXq �
8̧

k�0

PpX � kq tk
(50)

για κάθε t P r�1, 1s. X τ.μ. με τιμές στο N

EppXqkq � PpkqX p1�q (51)

PpX � kq � 1
k!

PpkqX p0q (52)

k P N
35. Ροπογεννήτρια

MXptq :� EpetXq P p0,8s (53)



για κάθε t P R. X τ.μ. με τιμές στο R

Αν υπάρχει ε ¡ 0 ώστε MXptq   8 για κάθε t P p�ε, εq, τότε

MXptq �
8̧

k�0

tk

k!
EpXkq για κάθε t P p�ε, εq (54)

EpXkq � Mpkq
X p0q για κάθε k P N (55)

Αν X,Y ανεξάρτητες,

MX�Yptq � MXptqMYptq (56)

36. Ανισότητα Markov

PpX ¥ aq ¤ EpXq
a

(57)

X τ.μ. με τιμές στο r0,8q, και a ¡ 0.

37. Ανισότητα Chebyshev

Pp|X � EpXq| ¥ aq ¤ VarpXq
a2 (58)

X τ.μ. με τιμές στο R, EpXq P R, και a ¡ 0.

38. Ασθενής νόμος των μεγάλων αριθμών. Για κάθε ε ¡ 0 ισχύει

lim
nÑ8

P
�����X1 � X2 � � � � � Xn

n
� EpX1q

���� ¡ ε



� 0 (59)

tXi : i ¥ 1u ανεξάρτητες ισόνομες με EpX1q P R.
39. Ισχυρός νόμος των μεγάλων αριθμών. Με πιθανότητα 1 ισχύει

lim
nÑ8

X1 � X2 � � � � � Xn

n
� EpX1q (60)

tXi : i ¥ 1u ανεξάρτητες ισόνομες με EpX1q P R.
40. Κεντρικό οριακό θεώρημα. Για κάθε I � R διάστημα ισχύει

lim
nÑ8

P
�

S n � nµ?
nσ2

P I


� PpZ P Iq (61)

S n :� X1 � X2 � � � � � Xn

tXi : i ¥ 1u ανεξάρτητες ισόνομες
µ :� EpX1q P R, σ2 :� VarpX1q P p0,8q
Z � Np0, 1q
41. Συνάρτηση πολυδιάστατης τυχαίας μεταβλητής


 X � pX1, . . . , Xnq τυχαία μεταβλητή με πυκνότητα fX και τιμές σε ένα U � Rn
ανοιχτό


 g : U Ñ Rn
απεικόνιση 1-1 διαφορίσιμη με Ιακωβιανή που δεν μηδενίζεται στο U


 Y � gpXq
Η Y :� gpXq είναι συνεχής τ.μ. και έχει πυκνότητα

fYpyq �
#

fXpg�1pyqq| det Jg�1pyq| αν y P gpUq,
0 αν y P RnzgpUq. (62)

Jg�1pyq ο Ιακωβιανός πίνακας της g�1
στο y P gpUq
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