
Pijanìthtec II. Sumplhrwmatikèc Ask seic

Mesh timh

1.1. 'Estw X tuqaÐa metablht  me katanom  thn kanonik  N(0, 1). Gia k�je x > 0 na deiqjeÐ

ìti
x

x2 + 1

1√
2π

e−x
2/2 ≤ P(X > x) ≤ 1

x

1√
2π

e−x
2/2. (1)

Dhlad , gia meg�lo x, èqoume P(X > x) ∼ cx−1e−x
2/2 me c = 1/

√
2π.

1.2. 'Estw (An)n≥1 akoloujÐa metr simwn sunìlwn se èna q¸ro pijanìthtac. Na deiqjeÐ ìti

P(lim inf
n

An) ≤ lim
n→∞

P(An) ≤ lim
n→∞

P(An) ≤ P(lim sup
n

An).

1.3. 'Estw (Ω,A,P) q¸roc pijanìthtac ¸ste P(A) ∈ {0, 1} gia k�je A ∈ A, kai X : Ω → R
sun�rthsh A/B(R) metr simh. Na deiqjeÐ ìti, me pijanìthta 1, h X eÐnai stajer . Dhlad 

up�rqei c ∈ R ¸ste P(X = c) = 1.

1.4*. 'Estw (rk)k≥1 mi� arÐjmhsh twn rht¸n tou (0, 1). OrÐzoume f : R→ [0,∞] wc

f(x) =
∞∑
n=1

1

n2

1√
|x− rn|

.

Na deiqjeÐ ìti to mètro Lebesgue twn shmeÐwn tou (0, 1) sta opoÐa h f apeirÐzetai eÐnai 0.

Dhlad  h f eÐnai sqedìn pantoÔ peperasmènh.

1.5. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto R. Na deiqjeÐ ìti limn→∞P(|X| > n) = 0.

1.6. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto N ∪ {∞}. Na deiqjeÐ ìti

EX =
∞∑
k=1

P(X ≥ k).

1.7. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto [0,∞]. Na deiqjeÐ ìti

∞∑
k=1

P(X ≥ k) ≤ EX ≤ 1 +
∞∑
k=1

P(X ≥ k).

1.8. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto [0,∞), kai g : [0,∞) → [0,∞) paragwgÐsimh me

suneq  par�gwgo. Na deiqjeÐ ìti

E(g(X)) = g(0) +

∞∫
0

g′(t)P(X > t) dt.

Eidikìtera, gia p > 0,

E(Xp) = p

∞∫
0

tp−1P(X > t) dt.

1
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1.9. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (me pragmatikèc timèc, kai orismènec se

koinì q¸ro pijanìthtac). Gia ε > 0 kai n ≥ 1 jètoume

Aεn := {|Xn| ≥ ε}.

Na deiqjeÐ ìti ta ex c eÐnai isodÔnama:

(a) P(limn→∞Xn = 0) = 1.

(b) P(lim supnA
ε
n) = 0 gia k�je ε > 0.

1.10. 'Estw X ∈ L1(P) kai Et := {|X| ≥ t} gia k�je t > 0. Na deiqjeÐ ìti limt→∞ tP(Et)→ 0.

1.11. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto [0,∞]. Na deiqjeÐ ìti:

(a)

lim
ε→0+

1

ε
E(X 1X<ε) = 0.

(b)

lim
M→∞

1

M
E(X 1X<M) = 0.

1.12. 'Estw X, Y tuqaÐec metablhtèc me timèc sto (0,∞) ¸ste XY ≥ 1 pantoÔ. Na deiqjeÐ ìti

E(X)E(Y ) ≥ 1.

Eidikìtera

E

(
1

X

)
≥ 1

E(X)
.

1.13*. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto R ¸ste E(X2) =∞. Na deiqjeÐ ìti

lim
M→∞

{E(X1|X|≤M)}2

E(X21|X|≤M)
= 0.

1.14. (H anisìthta Jensen) 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc se èna di�sthma I ⊂ R, kai
φ : I → R kurt  sun�rthsh. An oi EX,E(φ(X)) orÐzontai kai eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte

φ(EX) ≤ E(φ(X)).

[Upìdeixh: 'Estw a := EX. Up�rqei λ ∈ R ¸ste φ(x) ≥ φ(a) + λ(x − a) gia k�je x ∈ I

(Apeirostikìc II). Jètoume ìpou x thn t. m. X.]

1.15. 'Estw X tuqaÐa metablht  me timèc sto [0,∞).

(EX)p

≤ E(Xp) an p ≥ 1,

≥ E(Xp) an p < 1.

An oi EX,E(logX) orÐzontai kai eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte

logEX ≥ E(logX).
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Anexarthsia. Ta lhmmata Borel-Cantelli

O nomoc 0-1 tou Kolmogorov

2.1*. 'Estw X, Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me timèc sto R ¸ste P(X = Y ) = 1. Na

deiqjeÐ ìti up�rqei c ∈ R ¸ste P(X = c) = 1.

2.2. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (orismènec se koinì q¸ro Ω) me P(Xn 6=
0) = n−2 gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1, gia k�je ω ∈ Ω up�rqei n(ω) fusikìc

¸ste Xn(ω) = 0 gia k�je n ≥ n(ω). Kai �ra Xn → 0 me pijanìthta 1.

2.3. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n me timèc sto R. Na deiqjeÐ

ìti gia thn tuqaÐa metablht  X∗ = supn≥1Xn isqÔei P(X∗ < ∞) = 1 an kai mìno an up�rqei

M ∈ R ¸ste
∑∞

n=1P(Xn > M) <∞.

2.4. An (Xn)n≥1 eÐnai akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n me timèc sto R, tìte up�rqei akoloujÐa
jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n (an)n≥1 ¸ste limn→∞Xn/an = 0 me pijanìthta 1.

2.5*. 'Estw (An)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn endeqomènwn me P(An) < 1 gia k�je n ≥ 1, kai

P(∪∞n=1An) = 1. Na deiqjeÐ ìti
∑∞

n=1 P(An) =∞.

2.6. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, kajemÐa me katanom  thn

ekjetik  me par�metro 1. Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Xn

log n
= 1. (2)

2.7*. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, kajemÐa me katanom  thn

tupik  kanonik  N(0, 1). Na deiqjeÐ ìti me pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Xn√
2 log n

= 1. (3)

2.8. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, kajemÐa me katanom  thn

omoiìmorfh sto (0, 1), kai Mn := max{X1, X2, . . . , Xn} gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti me

pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Mn = 1. (4)

2.9. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, kajemÐa me katanom  thn

ekjetik  me par�metro 1, kai Mn := max{X1, X2, . . . , Xn} gia k�je n ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti me

pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Mn

log n
= 1. (5)

2.10*. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n. Na deiqjeÐ

ìti

lim
n→∞

Xn

n
= 0 me pijanìthta 1⇔ E|X1| <∞.
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2.11. 'Estw {Xi : i ∈ N} tuqaÐec metablhtèc me timèc sto R, kai C∞ := ∩∞n=1σ(Xn, Xn+1, ...) h

telik  s-�lgebra.

(a) Upojètoume ìti oi Xi èqoun jetikèc timèc. Poièc apì tic parak�tw tuqaÐec metablhtèc eÐnai

C∞ metr simec?

(i) lim
n→∞

Xn

n
, (ii) lim

n→∞

X1 +X2 + · · ·+Xn

n
, (iii) lim

n→∞
n(X1 +X2 + · · ·+Xn),

(iv)
∞∑
k=1

Xk

2k
, (v) lim

n→∞
(Xn +Xn+1).

(b) Poi� apì ta parak�tw sÔnola eÐnai stoiqeÐa thc C∞?

(i)

{
∞∑
n=1

|Xn| <∞

}
, (ii) {X1 +X2 + · · ·+Xn = 0 gia �peira n} ,

(iii)
{

lim
n→∞

n|X1 +X2 + · · ·+Xn| ≤ 1
}
, (iv)

{
∞∑
n=1

Xn sugklÐnei se pragmatikì �rijmì

}

(v)

{
2n∑
k=n

Xk > 0 gia �peira n

}
.

[Sqìlio: Kat' arq�c, ta erwt mata na apanthjoÔn diaisjhtik�. 'Epeita, gia to (b), gia ta

sÔnola ta opoÐa eÐnai stoiqeÐa thc C∞ na apodeiqjeÐ autì tupik�. Gia ta upìloipa, na mhn

apodeiqjeÐ tÐpote. Gia ekeÐna den isqurizìmaste ìti p�ntote den eÐnai stoiqeÐa thc C∞, giatÐ
autì den eÐnai swstì. MporoÔme na fti�xoume tetrimmèna paradeÐgmata pou ìla aut� ta sÔnola

na eÐnai stoiqeÐa thc C∞. Me lÐgh doulei� ìmwc mporoÔme na broÔme paradeÐgmata pou aut� ta

sÔnola den an koun sthn C∞, kai na to apodeÐxoume tupik�. Parìmoio sqìlio isqÔei gia to mèroc

(a) thc �skhshc.]

2.12. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, kajemÐa me katanom  thn

tupik  kanonik  N(0, 1). Gia k�je n ≥ 1 jètoume Sn := X1 +X2 + · · ·+Xn.

(a) Gia k�je A > 0 kai n ≥ 1 na deiqjeÐ ìti

P

(
Sn√
n
≥ A

)
= 1− Φ(A) > 0

ìpou Φ eÐnai h sun�rthsh katanom c thc N(0, 1). [Ed¸ mporeÐte na qrhsimopoi sete pr�gmata

gia kanonikèc tuqaÐec metablhtèc kai ajroÐsmata touc pou èqoume m�jei stic Pijanìthtec I].

(b) Gia k�je A > 0, me pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Sn√
n
≥ A.

(g) Me pijanìthta 1 isqÔei

lim
n→∞

Sn√
n

=∞.
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2.13. 'Estw {Ai : i ∈ I} stoiqeÐa thc A.
(a) JewroÔme tic tuqaÐec metablhtèc Xi := 1Ai

, i ∈ I. Na deiqjeÐ ìti oi {Xi : i ∈ I} eÐnai

anex�rthtec an kai mìno an ta {Ai : i ∈ I} eÐnai anex�rthta.
(b) An ta {An : n ∈ N} eÐnai anex�rthta, tìte ta sÔnola lim infnAn, lim supnAn èqoun pijanì-

thta 0   1.

2.14. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n. JewroÔme thn dunamoseir�

f(z) =
∞∑
n=0

Xnz
n.

(a) Na deiqjeÐ ìti h aktÐna sÔgklishc R thc f eÐnai metr simh wc proc thn telik  s-�lgebra twn

(Xn)n≥1 kai �ra eÐnai stajer  me pijanìthta 1.

(b) An upojèsoume epiplèon ìti kajemÐa apì tic (Xn)n≥1 èqei katanom  N(0, 1), tìte me pijanì-

thta 1 isqÔei R = 1.

2.15. 'Estw {An : n ≥ 1} stoiqeÐa thc A ta opoÐa eÐnai ana dÔo anex�rthta. Jètoume

Sn :=
n∑
i=1

1Ai

kai

sn :=
n∑
i=1

P(Ai).

(a) Na deiqjeÐ ìti

E(S2
n) = sn + s2n −

n∑
i=1

P(Ai)
2 ≤ sn + s2n.

(b) Gia k�je ε > 0, na deiqjeÐ ìti

P(Sn ≥ εsn) ≥ (1− ε)2 s2n
s2n + sn

.

(g)* An epiplèon isqÔei ìti
∑∞

i=1P(Ai) =∞, na deiqjeÐ ìti P(lim supnAn) = 1.

[H �skhsh aut  genikeÔei to 2o L mma Borel-Cantelli kat� to ìti upojètoume ta {An : n ≥ 1}
an� dÔo anex�rthta kai ìqi aparaÐthta pl rwc anex�rthta.]

2.16. 'Estw {An : n ≥ 1} stoiqeÐa thc A gia ta opoÐa isqÔei
∑∞

i=1P(Ai) = ∞ kai up�rqei

C ∈ (0,∞) ¸ste

P(Ai ∩ Aj) ≤ C P(Ai)P(Aj)

gia k�je i, j ≥ 1. Na deiqjeÐ ìti

P(lim sup
n

An) ≥ 1/C > 0.
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Sugklish tuqaiwn metablhtwn

3.1. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n kajemÐa me thn

omoiìmorfh katanom  sto (0, 1). Gia k�je n ≥ 1 jewroÔme tic tuqaÐec metablhtèc

mn = min{X1, X2, . . . , Xn},

Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}.

Na deiqjeÐ ìti mn → 0 kai Mn → 1

(a) kat� pijanìthta,

(b) me pijanìthta 1

kaj¸c n→∞.

3.2. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n ¸ste

P(Xn = 1) =
1

n
,P(Xn = 0) = 1− 1

n
.

Na deiqjeÐ ìti

(a) Xn → 0 kat� pijanìthta (to gr�foume kai Xn
P→ 0) kaj¸c n→∞,

(b) all� den isqÔei Xn → 0 sqedìn bebaÐwc. M�lista P(limn→∞Xn = 0) = 0, dhlad  sqedon

bebaÐwc h Xn den sugklÐnei sto 0.

3.3. 'Estw (Xi)i≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n, me EX+
1 =

∞, EX−1 <∞. Na deiqjeÐ ìti

lim
n→∞

Sn
n

=∞.

3.4. 'Estw (Ui)i≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n (ston Ðdio q¸ro

pijanìthtac), kajemÐa me katanom  U(0, 1), dhlad  omoiìmorfh sto (0, 1). Na deiqjeÐ ìti

(a) limn→∞(U1U2 · · ·Un)1/n = e−1 me pijanìthta 1.

(b) limn→∞ U1U2 · · ·Un = 0 me pijanìthta 1.

(g) limn→∞
Ua
1+···+Ua

n

n
=

 1
1+a

me pijanìthta 1 an a > −1,

∞ me pijanìthta 1 an a ≤ −1.

3.5. 'Estw (Xi)i≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n (ston Ðdio q¸ro

pijanìthtac), me µ = E(X1) ∈ R kai σ2 = V (X1) <∞. Na deiqjeÐ ìti

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(Xk − µ)2 = σ2 me pijanìthta 1.

'Ena qr simo ìrio. An (cn)n≥1 eÐnai mia akoloujÐa migadik¸n arijm¸n me limn→∞ ncn = a ∈ C
(kai �ra cn → 0), tìte

lim
n→∞

(1 + cn)n = ea.

3.6. (a) 'Estw X tuqaÐa metablht  me katanom  ekjetik  me par�metro a > 0. Na upologisteÐ

h qarakthristik  sun�rthsh thc X.

(b) 'Estw Y tuqaÐa metablht  me katanom  gewmetrik  me par�metro p ∈ (0, 1]. Dhlad 

P(Y = k) = p (1− p)k−1
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gia k = 1, 2, . . .. Na upologisteÐ h qarakthristik  sun�rthsh thc Y .

(g) 'Estw a > 0, kai (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n ¸ste h Xn na akoloujeÐ thn

gewmetrik  katanom  me par�metro pn = a/n. Na deiqjeÐ ìti h akoloujÐa (Xn/n)n≥1 sugklÐnei

kat� katanom  sthn tuqaÐa metablht  X tou erwt matoc (a), qrhsimopoi¸ntac

(i) ton qarakthrismì thc sÔgklishc kat� katanom  mèsw sunart sewn katanom c,

(ii) qarakthristikèc sunart seic.

3.7. (a) 'Estw X tuqaÐa metablht  me katanom  Poisson me par�metro λ > 0. Na upologisteÐ

h qarakthristik  sun�rthsh thc X.

(b) 'Estw Y tuqaÐa metablht  me katanom  diwnumik  me paramètrouc n ∈ N \ {0}, p ∈ [0, 1]. Na

upologisteÐ h qarakthristik  sun�rthsh thc Y .

(g) 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n ¸ste h Xn na akoloujeÐ thn diwnumik  ka-

tanom  me paramètouc n, pn ∈ (0, 1). An limn→∞ npn = λ, na deiqjeÐ ìti h akoloujÐa (Xn)n≥1
sugklÐnei kat� katanom  sthn tuqaÐa metablht  X tou erwt matoc (a).

3.8. 'Estw (Xi)i≥1 akoloujÐa anex�rthtwn kai isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n, me EX1 =

2,Var(X1) = 1. Jètoume Sn := X1 + X2 + · · · + Xn gia k�je n ≥ 1. Na upologistoÔn ta

ìria

(a) limn→∞P(Sn > 2.1n),

(b) limn→∞P(Sn > 2n+
√
n),

(g) limn→∞P(Sn > 10
√
n),

(d) limn→∞P(Sn < 3n),

(e) limn→∞P(Sn > 1010).

3.9. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n me Var(X1) = 1. Na

upologisteÐ to ìrio

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣X1 +X2 + · · ·+Xn − (Xn+1 + · · ·+X2n)√
n

∣∣∣∣ ≤ 1

)
.

3.10. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa anex�rthtwn isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n me E(X1) = 0,

Var(X1) = 1. Na deiqjeÐ ìti

lim
n→∞

Sn√
n

=∞.

[Upod.: H strathgik  thc 'Askhshc 2.12 leitourgeÐ. Apl¸c to mèroc a) qrei�zetai mia mikr 

tropopoÐhsh.]

3.11. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n pou sugklÐnei kat� katanom  se mÐa tuqaÐa

metablht  X. Gia kajèna apì ta akìlouja zeÔgh katanom c gia thn X kai sunìlou A ⊂ R,
sunep�getai h sÔgklish kat� katanom  Xn ⇒ X thn

lim
n→∞

P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A)?
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Katanom  thc X SÔnoloA

(i) Poisson(2), (2, 32.1) ∪ {100}
(ii) Poisson(2), Q
(iii) Gewmetrik (1/3), (−1.5, 2.8)

(iv) N(0, 1) (−2, π)

(v) U(0, 1) (0, 1/3) \Q
(vi) Bernouli(2/5) sto {0, 1} (0, 1/2) ∪ (2, 4)

3.12*. 'Estw (Xn)n≥1 akoloujÐa isìnomwn kai anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n (me timèc sto

R) ¸ste h katanom  thc X1 na mhn eÐnai sugkentrwmènh se èna shmeÐo (dhlad  den up�rqei c ∈ R
me P(X = c) = 1). Na deiqjeÐ ìti

P( lim
n→∞

Xn up�rqei ) = 0.
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Apant seic §1

1.2. Gia thn pr¸th anisìthta èqoume

P(lim inf An) = P(∪∞n=1 ∩∞k=n Ak) = lim
n→∞

P(∩∞k=nAk) ≤ lim
n→∞

P(An).

Autì giatÐ h akoloujÐa Bn := ∩∞k=nAk eÐnai fjÐnousa, kai Bn ⊂ An. H anisìthta

lim
n→∞

P(An) ≤ P(lim supAn)

apodeiknÔetai ìmoia.

1.3. Gia k�je x ∈ R, èqoume X−1((−∞, x]) ∈ A. 'Ara apì thn upìjesh èqoume

F (x) = P(X ≤ x) = P(X−1((−∞, x]) ∈ {0, 1}.

Epeid  h F eÐnai aÔxousa me F (−∞) = 0 kai F (∞) = 1, èpetai ìti up�rqei c ∈ R ¸ste F (x) = 0

gia x < c kai F (x) = 1 gia x ≥ c. Tìte P(X = c) = F (c)− F (c−) = 1.

1.4.
1∫

0

f(x) dx =
∞∑
n=1

1

n2

1∫
0

1√
|x− rn|

dx ≤ 2
∞∑
n=1

1

n2

1∫
0

1√
x
dx <∞

Apì gnwst  prìtash èpetai ìti to sÔnolo twn x ∈ (0, 1) ìpou f(x) = ∞ èqei mètro Lebesgue

0.

1.5. H akoloujÐa An := {|X| > n}, n ≥ 1 eÐnai fjÐnousa me tom  to ∅ afoÔ h X paÐrnei timèc

sto R. 'Ara limn→∞P(An) = P(∅) = 0.

1.7. [X] ≤ X ≤ 1 + [X] en¸ me b�sh prohgoÔmenh �skhsh èqoume

E([X]) =
∞∑
k=1

P([X] ≥ k) =
∞∑
k=1

P(X ≥ k).

1.9. (a) ⇒ (b). Gia ta ω sto sÔnolo lim supnA
ε
n èqoume |Xn| ≥ ε gia �peira n, kai �ra

lim supnA
ε
n ⊂ Ω \ {limn→∞Xn = 0}.

(b) ⇒ (a). ParathroÔme ìti Ω \ {limn→∞Xn = 0} = ∪∞k=1 lim supnA
1/k
n , kai qrhsimopoioÔme to

gegonìc ìti arijm simh ènwsh sunìlwn me pijanìthta 0 èqei pijanìthta 0.

1.10 Akrib¸c ìpwc sthn apìdeixh thc anisìthtac Markov, gia t > 0 èqoume

tP(|X| ≥ t) ≤ E(|X|1|X|≥t).

ArkeÐ na deÐxoume ìti gia k�je akoloujÐa tn →∞ isqÔei limn→∞E(|X|1|X|≥tn) = 0. Autì pro-

kÔptei apì to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc, epeid  limn→∞ |X|1|X|≥tn = 0, me kuriarqoÔsa

sun�rthsh thn |X|.

1.11 Gia to (a), arkeÐ na to deÐxoume gia k�je akoloujÐa (εn)n≥1 jetik¸n arijm¸n me εn → 0.

QrhsimopoioÔme to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc me kuriarqoÔsa sun�rthsh thn 1 afoÔ∣∣∣∣Xε 1X<ε

∣∣∣∣ ≤ 1.
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1.12 QrhsimopoioÔme thn anisìthta Cauchy-Schwarz.

1 ≤ E(
√
XY ) ≤ (E(X))1/2(E(Y ))1/2.

1.15 QrhsimopoioÔme thn prohgoÔmenh �skhsh.

Apant seic §2

2.1. 'Estw ìti den up�rqei tètoio c. Tìte up�rqei a ∈ R ¸ste P(X < a) = p ∈ (0, 1) kai

epomènwc P(X ≥ a) = 1− p ∈ (0, 1). H anexarthsÐa dÐnei

P(X < a, Y ≥ a) = P(X < a)P(Y ≥ a) > 0,

en¸ to aristerì mèloc eÐnai mikrìtero apo P(X 6= Y ) = 0 apì upìjesh. 'Atopo.

2.2. Pr¸to l mma Borel-Cantelli.

2.3. H kateÔjunsh ⇐ eÐnai pio eÔkolh. An up�rqei tètoio M tìte (apì to pr¸to l mma

Borel-Cantelli) me pijanìthta 1, isqÔei Xn ≤M gia ìla ta meg�la n, kai èpetai to sumpèrasma.

[Na to gr�youme kai tupik�. To sÔnolo A := lim supn≥1{Xn > M} èqei pijanìthta 0, kai

gia k�je ω ∈ Ω \ A up�rqei fusikìc n0(ω) ¸ste Xn ≤M gia k�je n ≥ n0(ω). 'Ara

X∗(ω) ≤ max{X1, X2, . . . , Xn0(ω)−1,M} <∞,

wc mègisto peperasmènou arijmoÔ pragmatik¸n arijm¸n.]

Gia thn �llh kateÔjunsh, èstw ìti den up�rqei tètoio M , tìte gia k�je K ∈ N, to deÔtero

l mma Borel-Cantelli dÐnei ìti P(lim supn{Xn > K}) = 1 (ed¸ qrhsimopoioÔme thn anexarthsÐa

twn Xn). Epomènwc to CK := {X∗ ≥ K} èqei pijanìthta 1, kai �ra kai to ∩∞K=1CK (arijm simh

tom  sunìlwn me pijanìthta 1). 'Omwc ∩∞K=1CK = {X∗ = ∞}, to opoÐo apì upìjesh èqei

pijanìthta 0, kai èqoume �topo.

2.4. ArkeÐ gia k�je n ≥ 1 na broÔme stajer�Mn ¸ste P(|Xn| > Mn) ≤ n−2. Tìte h an = nMn

ikanopoieÐ to zhtoÔmeno (pr¸to L mma Borel-Cantelli).

2.6. Dec shmei¸seic apo thn t�xh.

2.7. 'Omoia me thn prohgoÔmenh �skhsh. Qr simec eÐnai oi anisìthtec (1) thc 'Askhshc 1.1 tou

fulladÐou.

2.8. To ìrio eÐnai to polÔ 1 afoÔ k�je mÐa Xi eÐnai to polÔ 1. Gia to k�tw fr�gma, efarmìzoume

to pr¸to L mma Borel-Cantelli. Gia ε > 0, jètoume Aεn := {Mn ≤ 1 − ε}. Epeid  P(Aεn) ≤
(1 − ε)n, kai

∑
n≥1P(An) < ∞, me pijanìthta 1 gia ìla ta meg�la n isqÔei Mn ≥ 1 − ε. 'Ara

to sÔnolo Bε := {limn→∞Mn ≥ 1− ε} èqei pijanìthta 1, kai epomènwc to Ðdio isqÔei kai gia to

∩∞k=1B1/k = {limn→∞Mn ≥ 1}.
Enallaktik�, mporeÐ na parathr sei kaneÐc ìti P(A

1/
√
n

n ) = (1−n−1/2)n ≤ e−
√
n (me qr sh thc

1− x ≤ e−x), kai
∑

n≥1 e
−
√
n <∞. To sumpèrasma èpetai apì to pr¸to L mma Borel-Cantelli.

2.9. To ìrio eÐnai to polÔ 1 lìgw thc 'Askhshc 2.6. Gia to k�tw fr�gma, efarmìzoume to pr¸to

L mma Borel-Cantelli. Gia ε > 0

P

(
Mn

log n
≤ 1− ε

)
= P(X1 ≤ (1− ε) log n)n = (1− n−(1−ε))n ≤ (e−n

ε−1

)n = e−n
ε

,

kai suneqÐzoume ìpwc sthn prohgoÔmenh �skhsh.



11

2.10. Efarmìzoume thn 'Askhsh 1.7, gia thn tuqaÐa metablht  ε|X1| gia k�je ε > 0, kai

qrhsimopoioÔme ta l mmata Borel-Cantelli.

2.12. Dec shmei¸seic apì thn t�xh.

2.13. (b) Apì to prohgoÔmeno er¸thma, oi (Xi)i∈I eÐnai anex�rthtec. 'Ara o nìmoc 0-1 tou

Kolmogorov efarmìzetai gia thn telik  s-algebra touc

C∞ := ∩∞n=1σ(Xn, Xn+1, . . .).

Bèbaia to an èna ω ∈ Ω an kei se èna apì ta lim inf Ai, lim supAi den exart�tai apì opoiad pote

peperasmèno pl joc X1(ω), . . . , Xk(ω), opìte kai ta dÔo sÔnola an koun sthn C∞. Tupik� to

apodeiknÔoume wc ex c. Gia k�je n ≥ 1,

lim inf
i

Ai = ∪∞j=1 ∩∞k=j Ak = ∪∞j=n ∩∞k=j Ak = ∪∞j=n ∩∞k=j X−1k ({1}) ∈ σ(Xn, Xn+1, . . .).

H deÔterh isìthta isqÔei giatÐ èqoume ènwsh miac aÔxousac akoloujÐac sunìlwn. 'Omoia

lim sup
i

Ai = ∩∞j=1 ∪∞k=j Ak = ∩∞j=n ∪∞k=j Ak = ∩∞j=n ∪∞k=j X−1k ({1}) ∈ σ(Xn, Xn+1, . . .).

2.14. (a) Apì ton apeirostikì logismì xèroume ìti R−1 = limn→∞ |Xn|1/n.
(b) DeÐqnoume ìpwc sthn 'Askhsh 2.6 ìti limn→∞ |Xn|1/n = 1 me pijanìthta 1. M�lista ed¸

arkeÐ h qr sh tou pr¸tou l mmatoc Borel-Cantelli gia na deÐxoume ìti limn→∞ |Xn|1/n = 1.

2.16. DouleÔoume ìpwc sthn prohgoÔmenh �skhsh.

Apant seic §3

3.1. Gia ε > 0, qrhsimopoi¸ntac thn anexarthsÐa twn X1, X2, . . . , brÐskoume

P(|mn| > ε) = P(mn > ε) = P(X1 > ε, . . . , Xn > ε) = (1− ε)n → 0,

kai ìmoia

P(|Mn − 1| > ε) = P(Mn < 1− ε) = P(X1 < 1− ε, . . . , Xn < 1− ε) = (1− ε)n → 0.

'Etsi èqoume to mèroc (a) thc �skhshc. Gia to (b) douleÔoume ìpwc sthn 'Askhsh 2.8.

3.2. Blèpe shmei¸seic apì thn t�xh.

3.3. Blèpe shmei¸seic apì thn t�xh.

3.4. (a) (U1U2 · · ·Un)1/n = e
1
n
(logU1+···+logUn) Epeid  E(logU1) =

∫ 1

0
log x dx = . . . = −1, o

isqurìc nìmoc twn meg�lwn arijm¸n gia thn akoloujÐa (logUi)i≥1 dÐnei ìti

lim
n→∞

logU1 + · · ·+ logUn
n

= −1 me pijanìthta 1.

To sumpèrasma èpetai.

(b) 'Epetai apì to (a). Epilègoume θ ¸ste e−1 < θ < 1. Me pijanìthta 1, up�rqei n0 ∈ N ¸ste

gia n > n0 na isqÔei (U1U2 · · ·Un)1/n < θ. 'Ara gia n > n0

0 < U1U2 · · ·Un < θn → 0

kaj¸c n→∞ epeid  0 < θ < 1.
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(g) H akoloujÐa (Ua
i )i≥1 apoteleÐtai apì anex�rthtec kai isìnomec tuqaÐec metablhtèc, kajemÐa

me mèsh tim 

E(Ua
1 ) =

1∫
0

xa dx =

 1
1+a

an a > −1,

∞ an a ≤ −1.

To sumpèrasma èpetai apì ton isqurì nìmo twn meg�lwn arijm¸n.

3.5. Oi ìroi thc akoloujÐac ((Xi − µ)2)i≥1 eÐnai anex�rthtec isìnomec tuqaÐec metablhtèc,

kajemÐa me mèsh tim  E((X1 − µ)2) = V (X1) = σ2. O isqurìc nìmoc twn meg�lwn arijm¸n dÐnei

to sumpèrasma.

3.6. (a) Gia t ∈ R èqoume

φX(t) = E(eitX) = a

∞∫
0

eitxe−ax dx = a

∞∫
0

e−(a−it)x dx =
a

a− it
[−e−(a−it)x]

∣∣x=∞
x=0

=
a

a− it
.

Qrhsimopoi same to ìti limx→∞ e
−(a−it)x = limx→∞ e

−axeitx = 0 afoÔ a > 0 kai |eitx| = 1

fragmènh sun�rthsh tou x.

(b) Gia t ∈ R èqoume

φX(t) = E(eitX) =
∞∑
k=1

eitk(1− p)k−1p = peit
∞∑
j=0

(eit(1− p))j =
peit

1− (1− p)eit
.

AjroÐsame mia gewmetrik  prìodo thc opoÐac o lìgoc èqei mètro |(1 − p)eit| = 1 − p < 1 afoÔ

p > 0.

(g) (i) Ta shmeÐa sunèqeiac thc sun�rthshc katanom c FX thc X eÐnai ìlo to R. 'Estw x > 0.

Tìte

FXn/n(x) = P

(
Xn

n
≤ x

)
= P(Xn ≤ [nx]) = 1−P(Xn > [nx])

= 1− (1− pn)[nx] = 1−
((

1− a

n

)n)[nx]/n
.

Epeid  [nx]/n → x kai (1 − an−1)n → e−a, èpetai ìti limn→∞ FXn/n(x) = 1 − e−ax = FX(x).

Profan¸c to Ðdio isqÔei kai gia x ≤ 0.

(ii) Gia t ∈ R èqoume

φXn/n(t) = φXn(t/n) =
pne

it/n

1− (1− pn)eit/n
=

eit/n

1−eit/n
a/n

+ eit/n
→ 1

1− it
a

= φX(t)

kaj¸c n→∞ afoÔ

lim
n→∞

1− eit/n

a/n
= lim

n→∞

it

a

1− eit/n

it/n
= −it

a
.

'Ara h sÔgklish Xn/n⇒ X (dhlad  sÔgklish kat� katanom ) èpetai apì gnwstì je¸rhma.

3.7. (a) Gia t ∈ R èqoume

φX(t) = E(eitX) =
∞∑
k=0

eitke−λ
λk

k!
= e−λ

∞∑
k=0

(eitλ)k

k!
= eλ(e

it−1).
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(b) Gia t ∈ R èqoume

φX(t) = E(eitX) =
n∑
k=0

eitk
(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(peit)k(1− p)n−k(peit + 1− p)n.

(g) Gia t ∈ R èqoume

φXn(t) = (pne
it + 1− pn)n = (1 + pn(eit − 1))n → eλ(e

it−1) = φX(t)

afoÔ limn→∞ pn(eit − 1)n = λ(eit − 1). 'Ara h sÔgklish Xn ⇒ X èpetai apì gnwstì je¸rhma.

3.8. Gia thn akoloujÐa (Sn)n≥1 èqoume ìti Sn/n → 2 kat� pijanìthta (asjen c nìmoc twn

meg�lwn arijm¸n) kai
Sn − 2n√

n
⇒ Z ∼ N(0, 1)

(kentrikì oriakì je¸rhma).

(a) H sÔgklish Sn/n→ 2 kat� pijanìthta dÐnei

P(Sn > 2.1n) = P

(
Sn
n
> 2.1

)
≤ P

(∣∣∣∣Snn − 2

∣∣∣∣ > 0.1

)
→ 0

kaj¸c n→∞.

(b) 'Eqoume

P(Sn > 2n+
√
n) = P

(
Sn − 2n√

n
> 1

)
→ P(Z > 1) = 1− Φ(1)

kaj¸c n→∞ lìgw tou kentrikoÔ oriakoÔ jewr matoc.

(g) Xèroume ìti Sn ∼ 2n, �ra to endeqìmeno Sn > 10
√
n eÐnai polÔ pijanì. Tupik� proqwroÔme

wc ex c.

P(Sn > 10
√
n) = P

(
Sn
n
>

10√
n

)
= 1− P

(
Sn
n
≤ 10√

n

)
.

Gia n > 100,

P

(
Sn
n
≤ 10√

n

)
≤ P

(∣∣∣∣Snn − 2

∣∣∣∣ > 1

)
→ 0

'Ara limn→∞P(Sn > 10
√
n) = 1.

(d)

P(Sn ≥ 3n) = P

(
Sn
n
≥ 3

)
≤ P

(∣∣∣∣Snn − 2

∣∣∣∣ > 1

2

)
→ 0

kaj¸c n→∞. 'Ara limn→∞P(Sn < 3n) = 1.

(e) Gia n > 1010 èqoume

P(Sn ≤ 1010) = P

(
Sn
n
≤ 1010

n

)
≤ P

(∣∣∣∣Snn − 2

∣∣∣∣ > 1

2

)
→ 0

kaj¸c n→∞. 'Ara limn→∞P(Sn > 1010) = 1.

3.9. 'Estw akoloujÐec (Yn)n≥1, (Zn)n≥1 tuqaÐec metablhtèc ston Ðdio q¸ro pijanìthtac ¸ste oi

{Yn, Zn : n ≥ 1} na eÐnai anex�rthtec kai isìnomec kai kajemÐa na èqei thn Ðdia katanom  me thn

X1.
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Tìte epeid  to di�nusma (X1, · · · , X2n) èqei thn Ðdia katanom  me to (Y1, Y2, . . . , Yn, Z1, Z2, . . . , Zn),

èqoume ìti

P

(∣∣∣∣X1 +X2 + · · ·+Xn − (Xn+1 + · · ·+X2n)√
n

∣∣∣∣ ≤ 1

)
= P

(∣∣∣∣Y1 + Y2 + · · ·+ Yn − (Z1 + · · ·+ Zn)√
n

∣∣∣∣ ≤ 1

)
= P

(∣∣∣∣W1 +W2 + · · ·+Wn√
n

∣∣∣∣ ≤ 1

)
,

ìpou jèsame Wi = Yi − Zi gia k�je i ≥ 1. Apì thn upìjesh, oi {Wi : i ≥ 1} eÐnai anex�r-

thtec kai isìnomec, kajemÐa me mèsh tim  E(W1) = 0 kai diaspor� V (W1) = V (X1) + V (Y1) −
2Cov(X1, Y1) = 1 + 1− 0 = 2. 'Ara, efarmìzontac to kentrikì oriakì je¸rhma, brÐskoume

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣W1 +W2 + · · ·+Wn√
n

∣∣∣∣ ≤ 1

)
= lim

n→∞
P

(∣∣∣∣W1 +W2 + · · ·+Wn√
n2

∣∣∣∣ ≤ 1√
2

)
= P(|Z| ≤ 1/

√
2) = Φ(1/

√
2)− Φ(1/

√
2)

= 2Φ(1/
√

2)− 1.

3.11. H sÔgklish Xn ⇒ X sunep�getai (m�lista isodunameÐ me) thn

P(Xn ∈ A)→ P(X ∈ A) gia ìla ta A ⊂ R Borel me P(X ∈ ∂A) = 0.

EÐnai dunatìn bèbaia h sqèsh P(Xn ∈ A) → P(X ∈ A) na isqÔei gia èna sÔnolo Borel A

sumptwmatik�, Ðswc exaitÐac thc fÔshc thc akoloujÐac (Xn)n≥1. P�ntwc den mac thn eggu�tai

h Xn ⇒ X.

(i) 'Oqi. GiatÐ ∂A = {2, 32.1, 100}, sto opoÐo h katanom  thc X dÐnei jetik  pijanìthta afoÔ

perièqei touc jetikoÔc akèraiouc 2, 100.

(ii) 'Oqi. GiatÐ ∂A = Ā \ Ao = R \ ∅ = R, kai P(X ∈ R) = 1 > 0.

(iii) Nai. GiatÐ ∂A = {−1.5, 2.8} kai P(X ∈ {−1.5, 2.8}) = 0, afoÔ mia gewmetrik  tuqaÐa

metablht  paÐrnei mìno akèraiec jetikèc timèc.

(iv) Nai. GiatÐ ∂A = {−2, π} kai P(X ∈ ∂A) = 0 afoÔ h X eÐnai suneq c tuqaÐa metablht  kai

to ∂A eÐnai peperasmèno.

(v) 'Oqi. GiatÐ ∂A = Ā \ Ao = [0, 1/3] \ ∅ = [0, 1/3], kai P(X ∈ [0, 1/3]) = 1/3 > 0.

(vi) 'Oqi. GiatÐ ∂A = {0, 1/2, 2, 4}, kai P(X ∈ {0, 1/2, 2, 4}) = P(X = 0) = 3/5 > 0.


