
Στοχαστικά Παιχνίδια 

Επειδι ςτθν τάξθ υπιρχαν αρκετζσ ερωτιςεισ πάνω ςτον τρόπο που αντιλαμβανόμαςτε τισ 

πλθρωμζσ, γιατί αυτζσ φράςςονται, κ.ο.κ. , κζλω εδϊ να προχωριςω ςε οριςμζνεσ 

διευκρινίςεισ ςχετικά με τα μζτρα πικανότθτασ και τισ αναμενόμενεσ τιμζσ ςε ζνα 

Στοχαςτικό Παιχνίδι 2-παικτϊν 0-ακροίςματοσ. Αν αιςκάνεςτε ότι το μάκθμα ςτθν τάξθ ςασ 

ζχει «καλφψει», τότε δεν υπάρχει λόγοσ να αςχολθκείτε με όςα ακολουκοφν, αλλά παρόλ’ 

αυτά, ηθτείται από όλουσ να κάνουν τθν Άςκθςθ 1 που περιζχεται ς’ αυτό το ςθμείωμα. 

Ειδικότερα τϊρα όςο αφορά το μπζρδεμα ςτο τζλοσ του μακιματοσ τθσ Τετάρτθσ, το κζμα 

είναι τετριμμζνο και αναφζρομαι ςε αυτό ςτο τζλοσ. 

Υπενκυμίηω ότι ςε ζνα ςτοχαςτικό παιχνίδι, οι τρζχουςεσ πλθρωμζσ των παικτϊν δίνονται 

από τουσ πίνακεσ             , με ςτοιχεία     
                        

        και ότι επίςθσ για κάκε τριάδα         ζχουν δοκεί πικανότθτεσ μεταπιδθςθσ  

   
            . Λζμε ότι το ςτοχαςτικό παιχνίδι είναι παιχνίδι με κετικζσ πικανότθτεσ 

τερματιςμοφ εάν κάνουμε τθν κρίςιμθ υπόκεςθ ότι      
   

     . Τότε, θ πικανότθτα 

ςταματιματοσ (όταν θ κατάςταςθ είναι   και οι παίκτεσ αποφαςίςουν      ) ςυμβολίηεται 

με     
 , δθλαδι    

        
   

    και επίςθσ ορίηουμε                
 . Πάντα κα 

υποκζτουμε ότι το παιχνίδι είναι τζλειασ ανάμνθςθσ. 

Ορίηουμε ωσ ςφνολο των δυνατϊν ιςτοριϊν του παιχνιδιοφ μζχρι το ςτάδιο   το ςφνολο 

όλωσ των ακολουκιϊν                                             που κα μποροφςαν 

να παρατθρθκοφν ωσ διαδρομζσ (τροχιζσ) του παιχνιδιοφ μζχρι το ςτάδιο   ςε κάποιο 

παίξιμό του. Εδϊ     είναι θ κατάςταςθ και        είναι οι αποφάςεισ των παικτϊν ςτο 

ςτάδιο           . Η ιςτορία του παιχνιδιοφ     εκφράηει τθ πλθροφορία που ζχουν οι 

παίκτεσ ςτθ διάκεςι τουσ όταν καλοφνται να κάνουν τισ (ταυτόχρονεσ και ανεξάρτθτεσ) 

κινιςεισ τουσ ςτο ςτάδιο  . Επιτρζπουμε ιςτορίεσ να παρατθροφνται με πικανότθτα 0, αλλά 

δεν επιτρζπουμε ιςτορίεσ που δεν αντιςτοιχοφν ςε ςυνεκτικζσ τροχιζσ (δθλαδι ιςτορίεσ με 

αποφάςεισ μθ ςυμβατζσ με τθν κατάςταςθ του ςυςτιματοσ). Με άλλα λόγια, ζςτω 

                                      . Τότε το ςφνολο όλων των δυνατϊν 

ιςτοριϊν κατά το ςτάδιο   είναι το πεπεραςμζνο Καρτεςιανό γινόμενο   . 

Μια ςυμπεριφορικι ςτρατθγικι   για τον παίκτθ I (αντίςτοιχα   για τον ΙΙ) ςυνίςταται από 

μια ακολουκία κατανομϊν πικανότθτασ                                  θ οποία 

δίνεται για κάκε ιςτορία του παιχνιδιοφ. Δθλαδι, θ κατανομι          είναι συνάρτηση τθσ 

   και προςδιορίηει με πόςθ πικανότθτα ο Ι κα επιλζξει κάκε γραμμι του πινακοπαιχνιδιοφ 

ςτο οποίο κα βρεκεί κατά το ςτάδιο   (και ανάλογα για τθν           του παίκτθ ΙΙ). Αυτό 

ςυμβαδίηει με τθ γενικι ιδζα που ζχουμε για «ζνα πλιρεσ ςχζδιο δράςθσ», πλθν όμωσ 

προςζξτε ότι οι ςτρατθγικζσ αυτζσ ΔΕΝ είναι οι ςυνικεισ μεικτζσ, οι οποίεσ αναμειγνφουν 

διαδρομζσ απείρου μικουσ. Ο Aumann (1974)—θ παραπομπι υπάρχει ςτθ βιβλιογραφία—

επεξζτεινε για όχι πεπεραςμζνα παιχνίδια το κεϊρθμα του Kuhn που επιτρζπει να 

περιοριηόμαςτε ςε ςυμπεριφορικζσ ςτρατθγικζσ ςτα παιχνίδια τζλειασ ανάμνθςθσ και το 

κεϊρθμά του εφαρμόηεται ςτα ςτοχαςτικά παιχνίδια. Επομζνωσ, χωρίσ βλάβθ τθσ 

γενικότθτασ, μποροφμε να περιοριςτοφμε ςε ςυμπεριφορικζσ ςτρατθγικζσ. 

Ακολουκεί ορολογία που αφορά επιμζρουσ περιπτϊςεισ ςτρατθγικϊν. 



Εάν για κάκε   θ          είναι τθσ μορφισ             , δθλαδι εξαρτάται μόνο από τθν 

αρχικι και από τθν παροφςα κατάςταςθ, τότε θ ςτρατθγικι αυτι ονομάηεται ημι-

Μαρκοβιανή. Αν επιπλζον, για κάκε   θ          είναι τθσ μορφισ          , δθλαδι 

εξαρτάται μόνο από τθν παροφςα κατάςταςθ, τότε θ θμι-Μαρκοβιανι ςτρατθγικι πλζον 

λζγεται Μαρκοβιανή. Αν επιπλζον, για κάκε   θ Μαρκοβιανι ςτρατθγικι είναι τθσ μορφισ  

       , δθλαδι αυτι δεν εξαρτάται από το χρονικό ςτάδιο, αλλά μόνο από τθν παροφςα 

κατάςταςθ, τότε αυτι ονομάηεται στάσιμη. Μια ςτρατθγικι ονομάηεται ντετερμινιστική 

όταν οι κατανομζσ πικανότθτασ πάντα δίνουν μάηα πικανότθτασ 1 ςε κάποια απόφαςθ. Οι 

ςτάςιμεσ ντετερμινιςτικζσ ςτρατθγικζσ ςυχνά αναφζρονται και ωσ «κακαρζσ» ςτάςιμεσ 

ςτρατθγικζσ. 

Δεδομζνων των πικανοτιτων μεταπιδθςθσ    
           , θ αρχικι κατάςταςθ του 

παιχνιδιοφ    μαηί με τθν επιλογι ςυμπεριφορικϊν ςτρατθγικϊν       επάγουν ζνα μζτρο 

πικανότθτασ        
 

 πάνω ςτο πεπεραςμζνο   . Συγκεκριμζνα, 

Άσκηση 1: Να δειχτεί ότι        
 

                                          

                         

                                             

                

       

[Υπόδειξθ: Ο τφποσ προκφπτει από διαδοχικζσ δεςμεφςεισ, τθν παρατιρθςθ ότι θ μετάβαςθ 

ςτθν επόμενθ κατάςταςθ γίνεται ςφμφωνα με κατανομι που εξαρτάται αποκλειςτικά από 

τθν τιμι τθσ παροφςασ κατάςταςθσ και αποφάςεων των παικτϊν, και τυπικά 

ολοκλθρϊνεται με επαγωγι. Μπορείτε να δείτε και τισ ςθμειϊςεισ πάνω ςτισ ελεγχόμενεσ 

διαδικαςίεσ Markov («Στοχαςτικζσ Μζκοδοι ςτθν Επιχειρθςιακι Ζρευνα ΙΙ»)]. 

O N. Kolmogorov ζδειξε ότι θ ακολουκία μζτρων        
 

           επεκτείνεται κατά 

«φυςικό» τρόπο ςε ζνα μοναδικό μζτρο πικανότθτασ        
 πάνω ςτο ςφνολο των δυνατϊν 

ιςτοριϊν     του παιχνιδιοφ άπειρου μικουσ (βλ. Billingsley (1968)).  

Δεδομζνων ςτρατθγικϊν       των παικτϊν, ζςτω ότι οι τυχαίεσ μεταβλθτζσ     
       

       
  

         αντιπροςωπεφουν τθν κατάςταςθ του παιχνιδιοφ και τισ αποφάςεισ των 

παικτϊν ςτο ςτάδιο  . Προφανϊσ οι περικϊριεσ κατανομζσ των     
       

       
  κακορίηονται 

από το        
 . Ζτςι, θ αναμενόμενθ πλθρωμι του Ι κατά το ςτάδιο    κα δίνεται από τθν 

               
 

         

            
         

         
     

και θ ςυνολικι πλθρωμι του ςτο παιχνίδι κα δίνεται από τθν 

                     

 

   

 

(Προςωπικά βρίςκω τα παραπάνω ενδιαφζροντα μόνο ςτο βακμό που ξεκακαρίηουν το 

κεωρθτικό πλαίςιο. Όμωσ, αλλοίμονο αν αρχίςουμε να ςκεφτόμαςτε ζτςι κατά τθν 

αντιμετϊπιςθ προβλθμάτων, αφοφ τότε κα κολλάμε ςτισ γενικότθτεσ διυλίηοντεσ τον 

κϊνωπα. ) 



Ασ ονομάςουμε τϊρα                   
  . Τότε, 

                           
         

         
    

         

 

Όμωσ, 

             
         

         
    

         

              
    

 

 

Το τελευταίο άκροιςμα εκφράηει τθν πικανότθτα να ζχει φτάςει το παιχνίδι μζχρι το ςτάδιο 

 . Άρα,  

             
    

 

          

Συμπεραίνουμε ότι 

                       

Δθλαδι, θ ςειρά που δίνει τθν αναμενόμενθ πλθρωμι κυριαρχείται από τθ γεωμετρικι 

ςειρά και επομζνωσ θ πλθρωμι είναι καλά οριςμζνθ. Αλλιϊσ, 

                      

 

   

 
 

 
 

Ασ ζρκουμε τϊρα ςτο πρϊτο ςτάδιο. 

Στο βιβλίο υπάρχει ο ιςχυριςμόσ (ςελ. 164) ότι αν ο Ι διαλζξει   και ο ΙΙ διαλζξει   , τότε ο Ι 

εξαςφαλίηει τουλάχιςτον  

   
      

  
 

   
       

Στθν τάξθ, από μπζρδεμα δικό μου, μπλεχτικαμε (όχι όλοι πάντωσ). Ο παραπάνω 

ιςχυριςμόσ είναι προφανισ δεδομζνου ότι με πικανότθτα    
   το παιχνίδι κα βρεκεί αφριο 

ςτθν κατάςταςθ  , από όπου και μετά ο Ι εξαςφαλίηει      παίηοντασ τθν ε-βζλτιςτθ 

ςτρατθγικι του που ιδθ γνωρίηουμε ότι υπάρχει. 


