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Ðáëéíäñüìçóç êáé ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò

Ç áíÜëõóç ðáëéíäñüìçóçò ìåëåôÜ ôç óôáôéóôéêÞ ó÷Ýóç áíÜìåóá óå ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò
áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò êáé ìéá åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, ç áíáìåíüìåíç
ôéìÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò åêöñÜæåôáé ùò ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôùí áíåîÜñôçôùí
ìåôáâëçôþí. Ç áíÜëõóç äéáêýìáíóçò åßíáé Ýíá ðéï ãåíéêü óôáôéóôéêü åñãáëåßï.
Åðßóçò ìåëåôÜ ôç óôáôéóôéêÞ ó÷Ýóç áíÜìåóá óå ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò êáé ìéá åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ, ÷ùñßò üìùò íá õðïèÝôåé áðáñáßôçôá
êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò ó÷Ýóçò áõôÞò.

Åßäáìå ôçí áíÜëõóç äéáêýìáíóçò óôá ðëáßóéá ôïõ ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ. ÃåíéêÜ
ç áíÜëõóç äéáêýìáíóçò óôá ðëáßóéá êÜðïéïõ ðáñáìåôñéêïý ìïíôÝëïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
óáí Ýíá ìåôñï êáëÞò ðñïóáñìïãÞò. Äåß÷íåé êáôÜ ðüóï ç ìåôáâëçôüôçôá ôçò
åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò åîçãåßôáé áðü ôï ìïíôÝëï ðïõ õðïèÝóáìå.

Óõ÷íÜ üìùò óôçí áíÜëõóç äéáêýìáíóçò ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ðïéïôéêÝò
(ðáñÜãïíôåò) êáé ôï åíäéáöÝñïí ìáò åóôéÜæåé óôï êáôÜ ðüóï ï êÜèå ðáñÜãïíôáò êáé
ôá åðßðåäÜ ôïõ åðçñåÜæïõí êÜðïéá áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ. Ç áíÜëõóç äéáêýìáíóçò
êáôÜ ðáñÜãïíôåò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðïëý óôï ó÷åäéáóìü ðåéñáìÜôùí.

Ðåéñáìáôéêüò Ó÷åäéáóìüò

Ðåßñáìá åßíáé ìéá äïêéìÞ Þ Ýíá óýíïëï äïêéìþí óôéò ïðïßåò óêüðéìåò áëëáãÝò
ãßíïíôáé óôá åðßðåäá ôùí ðáñáãüíôùí ðïõ åðçñåÜæïõí ìéá äéáäéêáóßá ìå óêïðü ôçí
ðáñáôÞñçóç êáé áîéïëüãçóç ôùí áëëáãþí ðïõ óõíåðÜãïíôáé ãéá ôçí áðáíôçôéêÞ
ìåôáâëçôÞ. Ç áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé ìéá óôáôéóôéêÞ ìåôáâëçôÞ, ç ïðïßá
åêöñÜæåé ôç ëåéôïõñãßá ôçò õðü ìåëÝôç äéáäéêáóßáò. Ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðåéñÜìáôïò
óõíïøßæïíôáé óå Ýíá óýíïëï áðü ôéìÝò ãéá ôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ ãéá êÜðïéåò
ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò. ÅðïìÝíùò, ïé ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò, ïé ïðïßåò êáèïñßæïíôáé
ìå ôõ÷áßá äåéãìáôïëçøßá ðñéí áðü ôç äéåîáãùãÞ ôïõ ðåéñÜìáôïò, åßíáé ôá óôïé÷åßá
ôïõ ðåéñÜìáôïò ãéá ôá ïðïßá Ý÷ïõìå ðáñáôçñÞóåéò.

Ï ó÷åäéáóìüò ðåéñáìÜôùí ðñáãìáôïðïéåßôáé ìå óêïðü ôçí âåëôßùóç ôçò õðü
ìåëÝôç äéáäéêáóßáò. Áõôü ðåñéëáìâÜíåé ôçí åðßôåõîç ôçò âÝëôéóôçò áíáìåíüìåíçò
ôéìÞò ãéá ôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ êáé ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôçò äéáêýìáíóÞò
ôçò. Ìå óõíå÷Þ ðåéñÜìáôá åëÝã÷ïíôáé ïé ðáñÜãïíôåò (ðñïóäéïñßóéìá ðïéïôéêÜ
÷áñáêôçñéóôéêÜ) ðïõ åðçñåÜæïõí ôçí äéáäéêáóßá, þóôå íá åðéôåõ÷èåß ôï êáëõôåñï
äõíáôü áðïôÝëåóìá. ¸íáò ðñïóäéïñßóéìïò ðáñÜãïíôáò åßíáé äçëáäÞ ìéá ðïéïôéêÞ
ìåôáâëçôÞ ç ïðïßá åê ðñïèÝóåùò åëÝã÷åôáé óå Ýíá ðåßñáìá þóôå íá ðáñáôçñçèåß ç
åðßäñáóÞ ôçò óôçí áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ. ÊÜèå ðáñÜãïíôáò åîåôÜæåôáé óå åðßðåäá,
äçëáäÞ óå Ýíá óýíïëï ðñïêáèïñéóìÝíùí ôéìþí.
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ÐáñÜäåéãìá

¸óôù ç äéáäéêáóßá ìéáò äéäáóêáëßáò (ãéá ðáñÜäåéãìá ç äéäáóêáëßá ôùí ìáèçôþí
ôçò Ã' ãõìíáóßïõ). ÐáñÜãïíôåò ðïõ åðçñåÜæïõí ôçí åêðáéäåõôéêÞ äéáäéêáóßá åßíáé:

• ôï åêðáéäåõôéêü õëéêü (âéâëßá, äéäÜóêïíôåò, ê.ë.ð ),

• ôï ãíùóôéêü õðüâáèñï ôùí ìáèçôþí êáé

• ïé åãêáôáóôÜóåéò (êôÞñéá, ôå÷íïëïãéêüò åîïðëéóìüò).

Ïé ðáñáðÜíù ðñïóäéïñßóéìïé (åëÝãîéìïé) ðáñÜãïíôåò åîåôÜæïíôáé óå åðßðåäá. Áîéïëïãïýìå
ôçí åêðáéäåõôéêÞ äéáäéêáóßá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ùò ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò Ýíá äåßãìá
ìáèçôþí. ÁðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ åßíáé ï âáèìüò ôùí ìáèçôþí óôéò åîåôÜóåéò.

Óôç äéáäéêáóßá õðåéóÝñ÷ïíôáé, üìùò, êáé ìç åëÝãîéìïé ðáñÜãïíôåò. Óôá ðëáßóéá
åíüò óôáôéóôéêïý ìïíôÝëïõ ïé ìç åëÝãîéìïé/ ìç ìåôñÞóéìïé ðáñÜãïíôåò óõíïøßæïíôáé
óå Ýíáí óôï÷áóôéêü üñï.

ÁíÜëõóç ÄéáóðïñÜò êáôÜ Ýíáí ÐáñÜãïíôá

¸óôù üôé ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåëåôÞóïõìå ìéá äéáäéêáóßá ùò ðñïò ôá åðßðåäá åíüò
ìüíï ðáñÜãïíôá. Èåùñïýìå ëïéðüí üôé ç áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ ãéá ôï i åðßðåäï
ôïõ ðáñÜãïíôá áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ N(�i; �

2), i = 1; : : : ;m, üðïõ m
åßíáé ï áñéèìüò ôùí åðéðÝäùí ôïõ õðü ìåëÝôç ðáñÜãïíôá. Óêïðüò ìáò åßíáé íá
äéáðéóôþóïõìå áí üíôùò ôá äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá åðçñåÜæïõí ôç
äéáäéêáóßá, äçëáäÞ áí üíôùò ïé ìÝóïé �i ôùí åðéðÝäùí äéáöÝñïõí, Þ áí ï ìÝóïò åßíáé
óôáèåñüò ãéá üëá ôá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá. Óôï åñþôçìá áõôü èá áðáíôÞóïõìå
÷ñçóéìïðïéþíôáò óôáôéóôéêÜ åñãáëåßá, âáóéæüìåíïé óå Ýíá ôõ÷áßï äåßãìá ôéìþí
ôçò áðáíôçôéêÞò ìåôáâëçôÞò áðü ôá äéÜöïñá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá.
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Óôï i åðßðåäï ôïõ ðáñÜãïíôá ëáìâÜíïõìå äåßãìá ìåãÝèïõò ni, i = 1; : : : ;m.
Ôá ìåãÝèç ôùí äåéãìÜôùí óôá äéÜöïñá åðßðåäá äåí åßíáé áðáñáßôçôá ßóá. Ïé
ðáñáôçñÞóåéò ôïõ äåßãìáôïò ìÝóá óå êÜèå åðßðåäï êáé ìåôáîý ôùí åðéðÝäùí ðñÝðåé
íá åßíáé áíåîÜñôçôåò.

Åðßðåäá Óýíïëá ÌÝóïé
1 Y11 Y12 : : : Y1n1 Y1: Ȳ1:

2 Y21 Y22 : : : Y2n2 Y2: Ȳ2:
...

...
...

...
...

...
m Ym1 Ym2 : : : Ymnm Ym: Ȳm:

Y:: Ȳ::

üðïõ Yij åßíáé ç j ðáñáôÞñçóç ôïõ i åðéðÝäïõ, n = n1 + n2 + : : : + nm åßíáé ï
óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí ðáñáôçñÞóåùí, êáé

Yi: =

ni∑
j=1

Yij; Ȳi: =
1

ni
Yi:;

Y:: =
m∑
i=1

ni∑
j=1

Yij; Ȳ:: =
1

n

m∑
i=1

niȲi:

Ôï ìïíôÝëï áíÜëõóçò äéáóðïñÜò êáôÜ Ýíáí ðáñÜãïíôá åßíáé

Yij = �i + �ij; �ij ∼ N(0; �2);

üðïõ ôá �ij, j = 1; : : : ; ni, i = 1; : : : ;m, åßíáé áíåîÜñôçôá êáé ôáõôïôéêÜ êáôáíåìçìÝíá
ôõ÷áßá óöÜëìáôá êáé ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí �i, i = 1; : : : ;m, åßíáé ïé Üãíùóôåò
ðáñÜìåôñïé ôïõ ìïíôÝëïõ. ÄçëáäÞ, ôá äéÜöïñá åðßðåäá ôïõ ýðü ìåëÝôç ðáñÜãïíôá
äéáöÝñïõí ùò ðñïò ôï ìÝóï ôïõò áëëÜ Ý÷ïõí êïéíÞ äéáóðïñÜ.
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¸ëåã÷ïò Éóüôçôáò ÌÝóùí

Ç õðüèåóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé íá åëÝãîïõìå åßíáé

H0 : �i = � ãéá i = 1; : : : ;m
H1 : �i 6= � ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí i

Ãéá íá åëÝãîïõìå ôçí ðáñáðÜíù õðüèåóç èá áíáëýóïõìå ôç óõíïëéêÞ äéáóðïñÜ
ôùí äåäïìÝíùí óå äýï óõíéóôþóåò: ôç äéáóðïñÜ ìÝóá óôá åðßðåäá êáé ôç äéáóðïñÜ
áíÜìåóá óôá åðßðåäá. ÄéáéóèçôéêÜ ðåñéìÝíïõìå üôé áí ç äéáóðïñÜ áíÜìåóá óôá
åðßðåäá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéáóðïñÜ ìÝóá óôá åðßðåäá, ôüôå ï ìÝóïò äåí èá
åßíáé óôáèåñüò ãéá üëá ôá åðßðåäá.

Ç óõíïëéêÞ ìåôáâëçôüôçôá ôïõ äåßãìáôïò åêöñÜæåôáé áðü ôï Üèñïéóìá ôùí
ôåôñáãþíùí ôùí áðïêëßóåùí ôùí ðáñáôçñÞóåùí áðü ôï óõíïëéêü ìÝóï ôïõ äåßãìáôïò,
äçëáäÞ ôï óõíïëéêü áèñïéóìá ôåôñáãþíùí (total sum of squares)

SST =
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳ::)
2

Ðáñáôçñþíôáò üôé ç áðüêëéóç ôçò ðáñáôÞñçóçò Yij áðü ôï óõíïëéêü ìÝóï ôïõ
äåßãìáôïò Ȳ:: ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

Yij − Ȳ:: = (Yij − Ȳi:) + (Ȳi: − Ȳ::);

Ý÷ïõìå üôé

SST =
m∑
i=1

ni∑
j=1

[
(Yij − Ȳi:) + (Ȳi: − Ȳ::)

]2
=

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)
2 +

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Ȳi: − Ȳ::)
2 + 2

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)(Ȳi: − Ȳ::):

ÁëëÜ

2
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)(Ȳi: − Ȳ::) = 2
m∑
i=1

[
(Ȳi: − Ȳ::)

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)

]
=

2
m∑
i=1

[
(Ȳi: − Ȳ::)

(
ni∑
j=1

Yij − niYi:

)]
= 2

m∑
i=1

[
(Ȳi: − Ȳ::)(niYi: − niYi:)

]
= 0:
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¢ñá

SST =
m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)
2 +

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Ȳi: − Ȳ::)
2;

üðïõ ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí áðïêëßóåùí ôùí ðáñáôçñÞóåùí áðü ôïõò
áíôßóôïé÷ïõò ìÝóïõò ôùí åðéðÝäùí óôá ïðïßá áíÞêïõí, SSE =

∑m
i=1

∑ni
j=1(Yij −

Ȳi:)
2, åêöñÜæåé ôç ìåôáâëçôüôçôá ìÝóá óôá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá, êáé ôï Üèñïéóìá

ôùí ôåôñáãþíùí ôùí áðïêëßóåùí ôùí ìÝóùí ôùí åðéðÝäùí áðü ôï óõíïëéêü ìÝóï
ôïõ äåßãìáôïò, SSF =

∑m
i=1

∑ni
j=1(Ȳi: − Ȳ::)

2 =
∑m

i=1 ni(Ȳi: − Ȳ::)
2, åêöñÜæåé ôç

ìåôáâëçôüôçôá áíÜìåóá óôá åðßðåäá. ÄçëáäÞ,

SST = SSE + SSF:

Ç ìåôáâëçôüôçôá áíÜìåóá óôá åðßðåäá åßíáé áõôÞ ðïõ ïöåßëåôáé óôéò äéáöïñÝò ôùí
åðéðÝäùí ôïõ ðáñÜãïíôá êáé åêöñÜæåôáé áðü ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí
ôïõ ðáñÜãïíôá (factor sum of squares). Ç ìåôáâëçôüôçôá ìÝóá óôá åðßðåäá
ïöåßëåôáé óôçí ôõ÷áéüôçôá êáé åêöñÜæåôáé áðü ôï óõíïëéêü Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí
ôùí ôõ÷áßùí óöáëìÜôùí (error sum of squares).

Ïé óõíïëéêïß âáèìïß åëåõèåñßáò óôï ðåßñáìá åßíáé n−1. ÌÝóá óå êÜèå åðßðåäï
ïé âáèìïß åëåõèåñßáò åßíáé ni − 1, Üñá óõíïëéêÜ ìÝóá óôá åðßðåäá Ý÷ïõìå n −m
âáèìïýò åëåõèåñßáò. Ïé âáèìïß åëåõèåñßáò áíÜìåóá óôá åðßðåäá åßíáé n− 1− (n−
m) = m− 1.

Ãéá êÜèå åðßðåäï ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

W 2
i =

∑ni
j=1(Yij − Ȳi:)

2

ni − 1
; i = 1; : : : ;m:

Ïé ðáñáôçñÞóåéò ôïõ i åðéðÝäïõ áðïôåëïýí äåßãìá áðü ôçí êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ

N(�i; �
2). Ïðüôå Ý÷ïõìå üôé ç ðïóüôçôá

∑ni
j=1(Yij−Ȳi:)2

�2 =
(ni−1)W 2

i

�2 áêïëïõèåß
êáôáíïìÞ X2 ìå ni − 1 âáèìïýò åëåõèåñßáò, äçëáäÞ

(ni − 1)W 2
i

�2
∼ X2

ni−1:

¢ñá

E

[
(ni − 1)W 2

i

�2

]
= ni − 1⇒ E(W 2

i ) = �2:

ÅðïìÝíùò, ç óõíÜñôçóç W 2
i åßíáé ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò �2,

âáóéóìÝíç óôï äåßãìá áðü ôï i åðßðåäï.
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Ôþñá, ôï Üèñïéóìám áíåîÜñôçôùí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí ðïõ áêïëïõèïýí êáôáíïìÞ
X2 åßíáé ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ åðßóçò áêïëïõèåß êáôáíïìÞX2, ìå âáèìïýò åëåõèåñßáò
ßóïõò ìå ôï Üèñïéóìá ôùí âáèìþí åëåõèåñßáò ôùí m áñ÷éêþí êáôáíïìþí, äçëáäÞ

m∑
i=1

(ni − 1)W 2
i

�2
=

1

�2

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi:)
2 =

SSE

�2
∼ X2

n−m:

¢ñá

E

[
SSE

�2

]
= n−m⇒ E

(
SSE

n−m

)
= �2:

ÅðïìÝíùò, ç óõíÜñôçóç SSE
n−m åßíáé ãåíéêÜ ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò

�2.

ÊÜôù áðü ôçí áñ÷éêÞ õðüèåóç H0 üëåò ïé ðáñáôçñÞóåéò Yij åßíáé äåßãìá áðü
ôçí ßäéá êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ N(�; �2). ¸óôù ç óõíÜñôçóç

S2 =
1

n− 1

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳ::)
2 =

SST

n− 1
:

H ðïóüôçôá
∑m

i=1

∑ni
j=1(Yij−Ȳi:)2

�2 = (n−1)S2

�2 áêïëïõèåß êáôáíïìÞ X2 ìå n−1 âáèìïýò
åëåõèåñßáò, äçëáäÞ

(n− 1)S2

�2
∼ X2

n−1:

¢ñá

E

[
(n− 1)S2

�2

]
= n− 1⇒ E

(
SST

n− 1

)
= �2:

ÅðïìÝíùò, ç óõíÜñôçóç S2 = SST=n−1, êÜôù áðü ôçíH0, åßíáé ìéá áìåñüëçðôç
åêôéìÞôñéá ôçò äéáóðïñÜò �2.
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¸÷ïõìå
SST

�2
=
SSE

�2
+
SSF

�2
:

Áðü ôï èåþñçìá ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí, êÜôù áðü ôçí H0, ç óõíÜñôçóç SSF=�
2

áêïëïõèåß X2 êáôáíïìÞ ìå m− 1 âáèìïýò åëåõèåñßáò. ¢ñá

E

[
SSF

�2

]
= m− 1⇒ E

(
SSF

m− 1

)
= �2;

äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç SSF=m−1, êÜôù áðü ôçíH0, åßíáé ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá
ôçò äéáóðïñÜò �2.

ÅðïìÝíùò, êÜôù áðü ôçí H0, Ý÷ïõìå üôé

SSF=m− 1

SSE=n−m
∼ Fm−1;n−m:

H åëåã÷ïóõíÜñôçóç F0 = SSF=m−1
SSE=n−m ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôïí Ýëåã÷ï

éóüôçôáò ìÝóùí óôçí áíÜëõóç äéáóðïñÜò. Áðïññßðôïõìå ôçí áñ÷éêÞ õðüèåóçH0 óå
åðßðåäï óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò � áí ç ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôï � ðïóïóôéáßï óçìåßï ôçò êáôáíïìÞò F ìå m−1 êáé n−m
âáèìïýò åëåõèåñßáò, äçëáäÞ áí

F0 =
SSF=m− 1

SSE=n−m
> F�;m−1;n−m:

(Éóïäýíáìá p− value < �).

Áêñáßá (óôçí ïõñÜ ôçò F êáôáíïìÞò) ðáñáôçñïýìåíç ôéìÞ ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
óçìáßíåé üôé ìåãÜëï ìÝñïò ôçò óõíïëéêÞò ìåôáâëçôüôçôáò ôùí äåäïìÝíùí ïöåßëåôáé
óôïõò ðáñÜãïíôåò (ìåôáâëçôüôçôá áíÜìåóá óôá åðßðåäá - SSF) óõãêñéôéêÜ ìå ôï
ìÝñïò ðïõ ïöåßëåôáé óôïõò ôõ÷áßïõò üñïõò (ìåôáâëçôüôçôá ìÝóá óôá åðßðåäá -
SSE). Áõôü áðïôåëåß Ýíäåéîç åíáíôßïí ôçò H0.
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Óçìåßùóç: Ç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 ðïõ âáóßæåôáé óôï SSE åßíáé ðÜíôá áìåñüëçðôç.
¼ìùò ç åêôßìçôñéá ðïõ âáóßæåôáé óôï SSF åßíáé áìåñüëçðôç ìüíï êÜôù áðü ôçí
H0. Áí ç H0 äåí åßíáé áëçèÞò ôüôå

1

m− 1
E[SSF ] > �2:

Áðüäåéîç:

E[SSF ] = E[
m∑
i=1

ni(Y i· − Y ··)
2]

= E[
m∑
i=1

niY
2

i· − 2
m∑
i=1

niY i·Y ·· + nY
2

··]

∑m
i=1 niY i·=nY ··

= E[
m∑
i=1

niY
2

i· − 2nY
2

·· + nY
2

··]

= E[
m∑
i=1

niY
2

i· − nY
2

··]

=
m∑
i=1

niE[Y
2

i·]− nE[Y
2

··]

=
m∑
i=1

ni
[
∆[Y i·] + E2[Y i·]

]
− n

[
∆[Y ··] + E2[Y ··]

]
=

m∑
i=1

ni
[�2

ni
+ �2

i

]
− n

[�2

n
+ �2

]
= (m− 1)�2 +

m∑
i=1

ni
[
�2
i − �2

]
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ÕðïèÝóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ ANOVA

• Ç êáôáíïìÞ ôùí ðáñáôçñÞóåùí óå êÜèå åðßðåäï åßíáé êáíïíéêÞ

Yij ∼ N(�i; �
2); j = 1; : : : ; ni; ãéá ôï åðßðåäï i.

• Ç êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ óå êÜèå åðßðåäï Ý÷åé ôçí ßäéá äéáóðïñÜ �2. Éóïäýíáìá,
ïé ôõ÷áßïé üñïé, �ij, åßíáé ôáõôïôéêÜ êáôáíåìçìÝíïé �ij ∼ N(0; �2) ãéá êÜèå
i; j.

• Ïé ðáñáôçñÞóåéò óå êÜèå åðßðåäï ôïõ ðáñÜãïíôá åßíáé áíåîÜñôçôåò êáé ôáõôïôéêÜ
êáôáíåìçìÝíåò êáé åßíáé áíåîÜñôçôå áðü ôéò ðáñáôçñÞóåéò óôá Üëëá åðßðåäá.

Óôü÷ïé:

• ¸ëåã÷ïò áí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí åßíáé ßóïé

H0 : �i = �j; ãéá üëá ôá i; j

H1 : �i 6= �j; ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí æåýãïò i; j

• Áí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí äåí åßíáé ßóïé, Ýëåã÷ïò ãéá ôï ðïéÝò åßíáé ïé äéáöïñÝò.

Áí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí äåí äéáöÝñïõí (óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ), ôï óõìðÝñáóìá
åßíáé üôé ç áðáíôçôéêÞ ìåôáâëçôÞ äåí åîáñôÜôáé áðü ôá åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá.
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¸ëåã÷ïò ãéá ôçí éóüôçôá ôùí äéáóðïñþí

Bartlett's test

Ç áíÜëõóç äéáóðïñÜò õðïèÝôåé üôé ïé äéáóðïñÝò ôùí êáíïíéêþí êáôáíïìþí óå
üëá ôá åðßðåäá åßíáé ßóåò. Ï Bartlett ðñüôåéíå ôïí ðáñáêÜôù Ýëåã÷ï ãéá ôçí
õðüèåóç áõôÞ.

H0 : �2
1 = �2

2 = · · · = �2
m = �2

H1 : �2
i 6= �2; ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí i

Ãéá ôïí Ýëåã÷ï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç óôáôéóôéêÞ óõíÜñôçóç

X2
0 = 2:3026

q

c
;

üðïõ

q = (n−m) logS2
p −

m∑
i=1

(ni − 1) logS2
i

c = 1 +
1

3(m− 1)

( m∑
i=1

(ni − 1)−1 − (n−m)−1
)
: óôáèåñÜ

S2
i ç äåéãìáôéêÞ äéáóðïñÜ ôïõ i åðéðÝäïõ

S2
p =

1

n−m

m∑
i=1

(ni − 1)S2
i : óôáèìéóìÝíç äéáóðïñÜ

Ç ðïóüôçôá q åßíáé ßóç ìå 0 üôáí ôá S2
i åßíáé ßóá êáé ãßíåôáé ìåãÜëç üôáí ôá S2

i

äéáöÝñïõí ðïëý. ÅðïìÝíùò, ìåãÜëåò ðáñáôçñïýìåíåò ôéìÝò ôçò åëåã÷ïóõíÜñôçóçò
áðïôåëïýí Ýíäåéîç åíáíôßïí ôçò H0. Áðïññßðôïõìå ôçí H0 ãéá áêñáßåò ôéìÝò ôïõ
X2

0 , äçëáäÞ ãéá X
2
0 > X2

�(m− 1) (Þ éóïäýíáìá áí p− value < �).

ÐáñáôÞñçóç. Ïé õðïèÝóåéò ôïõ ìïíôÝëïõ ìðïñïýí íá åëåã÷èïýí ãñáöéêÜ.
ÊáôÜëïéðá : �̂ij = Yij − �̂i = Yij − Y i· .

Ãñáöéêïß Ýëåã÷ïé êáôáëïßðùí

{
P-P plot ãéá ôçí êáíïíéêüôçôá
Scatter plot ãéá ïìïóêåäáóôéêüôçôá êáé ôõ÷áéüôçôá{áíåîáñôçóßá
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ÅðéìÝñïõò Ýëåã÷ïé õðïèÝóåùí ãéá ôïõò ìÝóïõò

Áí ôï F{test ãéá ôçí éóüôçôá ôùí ìÝóùí äåßîåé üôé ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí äéáöÝñïõí,
èá ðñÝðåé íá ðñï÷ùñÞóïõìå ìå ôçí áíÜëõóÞ ìáò.

Ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ ìÝóïõ ôïõ i åðßðåäïõ, �i, åßíáé ç

�̂i = Y i· (äåéãìáôéêüò ìÝóïò ôïõ i åðéðÝäïõ)

ç ïðïßá Ý÷åé äéáóðïñÜ �2
Y i·

= �2

ni
, ìå áíôßóôïé÷ç áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá S2

Y i·
=

MSE
ni

, êáèþò ôï MSE åßíáé áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ �2.

Åöüóïí Y i· ∼ N(�i;
�2

ni
) Ýðåôáé üôé Y i·−�i√

MSE=ni
∼ t(n−m), üðïõ n−m åßíáé ïé

âáèìïß åëåõèåñßáò ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôïMSE. Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé
ùò

Y i· −
√
MSE=ni t�=2(n−m) ≤ �i ≤ Y i· +

√
MSE=ni t�=2(n−m):

Áðü ôÝôïéá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá üëá ôá �i ðáßñíïõìå ìéá ðñþôç åéêüíá
ãéá ôï ðþò äéáöÝñïõí ïé ìÝóïé ôùí åðéðÝäùí.

Åêôßìçóç ôçò äéáöïñÜò ôùí ìÝóùí äõï åðéðÝäùí, D = �i − �j: D = Y i· − Y j·
Ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ D̄ áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò
áíåîÜñôçôùí êáíïíéêþí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí. Áöïý ôá Y i·, Y j· åßíáé áíåîÜñôçôá
ç äéáóðïñÜ ôïõ D åßíáé

�2
D

= �2
Y i·

+ �2
Y j·

= �2
[ 1

ni
+

1

nj

]
êáé ç åêôéìÞôñéá ôçò åßíáé

S2
D

= MSE
[ 1

ni
+

1

nj

]
:

¢ñá D−(�i−�j)√
S2
D

∼ t(n−m). Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé ùò

D −
√
S2
D
t�=2(n−m) ≤ �i − �j ≤ D +

√
S2
D
t�=2(n−m);

åíþ ãéá ôïí Ýëåã÷ï

H0 : �i − �j = 0

H1 : �i − �j 6= 0
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áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí

∣∣∣∣ D√
S2
D

∣∣∣∣ > t�=2(n−m).

Contrasts

Ïñéóìüò: Contrast ëÝãåôáé ìéá ãåíéêÞ óýãêñéóç ðïõ åìðëÝêåé äõï Þ ðåñéóóüôåñá
åðßðåäá ôïõ ðáñÜãïíôá: L =

∑m
i=1 ci�i, üðïõ ci åßíáé óõíôåëåóôÝò ôÝôïéïé þóôå∑m

i=1 ci = 0.

ÐáñÜäåéãìá: Ôï contrast L = �1 − �2, üðïõ c1 = 1, c2 = −1 êáé ci = 0
ãéá êÜèå i = 3; : : : ;m, áíôéóôïé÷åß óå äéáöïñÜ äýï ìÝóùí. Ôï contrast L =
�1+�2

2
− �3+�4

2
, üðïõ m = 4 êáé c1 = c2 = 1

2
, c3 = c4 = −1

2
óõãêñßíåé ìÝóåò ôéìÝò

æåõãþí ìÝóùí åðéðÝäùí.

Ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ãéá ôï L åßíáé ç L̂ =
∑m

i=1 ciY i·. Áöïý ôá Y i·

åßíáé áíåîÜñôçôá, ç äéáóðïñÜ ôïõ L̂ åßíáé �2
L̂

= �2
∑m

i=1
c2i
ni
, ìå åêôéìÞôñéá S2

L̂
=

MSE
∑m

i=1
c2i
ni
. Ç åêôéìÞôñéá L̂ áêïëïõèåß êáíïíéêÞ êáôáíïìÞ ùò ãñáììéêüò

óõíäéáóìüò êáíïíéêþí ôõ÷áßùí ìåôáâëçôþí, åðïìÝíùò

L̂− L√
S2
L̂

∼ t(n−m):

Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò äßíåôáé ùò

L̂−
√
S2
L̂
t�=2(n−m) ≤ �i − �j ≤ L̂ +

√
S2
L̂
t�=2(n−m):

Åðßóçò ìðïñïýí íá ãßíïõí ïé Ýëåã÷ïé óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò

H0 :
�1 + �2

2
=
�3 + �4

2
(L = 0)

H1 :
�1 + �2

2
6= �3 + �4

2
(L 6= 0)

Áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí

∣∣∣∣ L̂√
S2
L̂

∣∣∣∣ > t�=2(n−m).

ÔÝëïò, ìðïñïýí áíôßóôïé÷á íá ãßíïõí Ýëåã÷ïé ôçò ãåíéêÞò H0 : L = L0 Ýíáíôé
áìößðëåõñçò Þ ìïíüðëåõñçò åíáëëáêôéêÞò.
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ÐáñÜäåéãìá: Ìéá åôáéñåßá ãáëáêôïêïìéêþí åíäéáöÝñåôáé íá åëÝãîåé 4 äéáöïñåôéêÝò
óõóêåõáóßåò ãéá Ýíá íÝï óïêïëáôïý÷ï ãÜëá. 10 êáôáóôÞìáôá ìå ðåñßðïõ ßóïõò
üãêïõò ðùëÞóåùí åðéëÝ÷èçêáí ùò ðåéñáìáôéêÝò ìïíÜäåò êáé óå êÜèå êáôÜóôçìá
äüèçêå Ýíá óõãêåêñéìÝíï åßäïò óõóêåõáóßáò. ÓõãêåêñéìÝíá ïé óõóêåõáóßåò 1 êáé
4 äüèçêáí óå äõï êáôáóôÞìáôá ç êáèåìßá, åíþ ïé óõóêåõáóßåò 2 êáé 3 äüèçêáí óå
ôñßá êáôáóôÞìáôá ç êáèåìßá. ¢ëëåò ðáñÜìåôñïé ðïõ èá ìðïñïýóáí íá åðçññåÜóïõí
ôéò ðùëÞóåéò (üðùò ôéìÞ, ðïóüôçôá êáé èÝóç óôï ñÜöé) äéáôçñÞèçêáí óôáèåñÝò ãéá
üëá ôá êáôáóôÞìáôá. Ïé ðùëÞóåéò óå áðüëõôïõò áñéèìïýò êáôáãñÜöçêáí ãéá ìéá
÷ñïíéêÞ ðåñßïäï 3 çìåñþí óýìöùíá ìå ôïí áêüëïõèï ðßíáêá.

Åðßðåäï i ÐáñáôçñÞóåéò Yi· Y i·
(åßäïò óõóêåõáóßáò) (ýøïò ðùëÞóåùí óôá êáôáóôÞìáôá)

1 12 18 30 15
2 14 12 13 39 13
3 19 17 21 57 19
4 24 30 54 27

m=4 n=10 Õ·· = 180 Õ ·· = 18

Analysis of Variance (ANOVA table)
ÐçãÞ äéáóðïñÜò SS df MS F = MSF

MSE

ÁíÜìåóá óôá åðßðåäá SSF = 258 m− 1 = 3 258
3

= 86 = SSF
m−1

86
7:67

= 11:2

ÌÝóá óôá åðßðåäá SSE = 46 n−m = 6 46
6

= 7:67 = SSE
n−m

Óýíïëï SST = 304 n− 1 = 9

Èåùñïýìå ôïí Ýëåã÷ï

H0 : �1 = �2 = �3 = �4

H1 : �i 6= �j ãéá Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí æåýãïò i; j

Åöüóïí F = 11:2 > F0:05(3; 6) = 4:76 áðïññßðôïõìå ôçíH0 óå åðßðåäï óôáôéóôéêÞò
óçìáíôéêüôçôáò � = 5%. ¢ñá ïé ìÝóåò ðùëÞóåéò äéáöÝñïõí óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ
ãéá ôá äéÜöïñá åßäç óõóêåõáóßáò. Ãéá ôï ðñþôï åßäïò óõóêåõáóßáò, äçëáäÞ ãéá ôï
�1, Ý÷ïõìå:

Y i· = 15; n1 = 2

MSE = 7:67 ⇒ S2
Y i·

=
7:67

2
= 3:835
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Ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò óõíôåëåóôÞ 95% ãéá ôï �1 åßíáé

Y i· −
√
MSE=ni t�=2(n−m) ≤ �1 ≤ Y i· +

√
MSE=ni t�=2(n−m)

15−
√

3:835 2:447 ≤ �1 ≤ 15 +
√

3:835 2:447

10:2 ≤ �1 ≤ 19:8

Ïìïßùò ãéá ôá �2, �3, �4.

¸óôù üôé åðéðëÝïí äéáèÝôïõìå ôçí ðëçñïöïñßá üôé ôá åßäç óõóêåõáóßáò äéáôßèåíôáé
óå ðïéêßëïõò ó÷åäéáóìïýò (design), óõãêåêñéìÝíá üôé ç óõóêåõáóßåò 1 êáé 2 Ý÷ïõí
design 3 ÷ñùìÜôùí, åíþ ïé óõóêåõáóßåò 3 êáé 4 Ý÷ïõí design 4 ÷ñùìÜôùí. Ãéá
íá óõãêñßíïõìå ôéò ìÝóåò ðùëÞóåéò ãéá ôï design ôùí 3 ÷ñùìÜôùí ìå ôéò ìÝóåò
ðùëÞóåéò ãéá ôï design ôùí 4 ÷ñùìÜôùí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï con-
trast L = �1+�2

2
− �3+�4

2
. ¸÷ïõìå

L̂ =
Y 1· + Y 2·

2
− Y 3· + Y 4·

2
=

15 + 13

2
− 19 + 27

2
= −9

4∑
i=1

c2
i

ni
=

1

4

[1
2

+
1

3
+

1

2
+

1

3

]
=

5

12
= 0:4167

S2
L̂

= MSE
[ 4∑
i=1

c2
i

ni

]
= 7:76 · 0:4167 = 3:196

¢ñá ôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ãéá ôï contrast äßíåôáé ùò

L̂−
√
S2
L̂
t0:025(6) ≤ L ≤ L̂ +

√
S2
L̂
t0:025(6)

−9−
√

3:196 2:447 ≤ L ≤ −9 +
√

3:196 2:447

−13:4 ≤ L ≤ −4:6:

Åöüóïí ôï 0 äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò ç äéáöïñÜ ôùí ìÝóùí
ðùëÞóåùí ãéá ôá äýï åßäç design åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò
� = 5%.
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Ç ÌÝèïäïò ôçò ÅëÜ÷éóôçò ÓçìáíôéêÞò ÄéáöïñÜò

The Least Signi�cant Di�erence (LSD) method

Ðïëëáðëü Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí ïíïìÜæïõìå ìéá óåéñÜ áðü åëÝã÷ïõò õðïèÝóåùí ïé
ïðïßïé äéåíåñãïýíôáé ôáõôü÷ñïíá.

Óôá ðëáßóéá ôçò áíÜëõóçò äéáóðïñÜò, ï ðéï äéáäåäïìÝíïò ðïëëáðëüò Ýëåã÷ïò
éóüôçôáò æåõãþí ìÝóùí åðéðÝäùí åßíáé ôï LSD test. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óýíïëï
åëÝã÷ùí ôçò ìïñöÞò

H0 : �i = �j; ãéá üëá ôá i 6= j

H1 : �i 6= �j:

Ïé Ýëåã÷ïé ãßíïíôáé ìå ÷ñÞóç ôçò óôáôéóôéêÞò óõíÜñôçóçò T =
Y i·−Y j·√

MSE
(

1
ni

+ 1
nj

) ∼
t(n−m), êÜôù áðü H0.

Ïé ìÝóïé �i, �j äéáöÝñïõí óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÜ óå åðßðåäï óçìáíôéêüôçôáò �,

áí |Y i·−Y j·| > LSD = t�=2(n−m)
√
MSE

(
1
ni

+ 1
nj

)
[Éóïäýíáìï ìå ôá åðéìÝñïõò

t{tests óôáôéóôéêÞò óçìáíôéêüôçôáò].

ÌåéïíÝêôçìá : üóï ìåãáëþíåé ï áñéèìüò ôùí t{test ðïõ êÜíïõìå ôüóï áõîÜíåé
ç ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò ôýðïõ É.

¢ëëá êñéôÞñéá : Duncan's, Tukey's, Newman-Keuls.
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ÌÝèïäïò Sche��e

Ï Sche��e ðñüôåéíå ìéá ìÝèïäï ãéá ôç óýãêñéóç êÜðïéùí Þ üëùí ôùí äõíáôþí
contrasts áíÜìåóá óå ìÝóïõò åðéðÝäùí óôçí ïðïßá ðñïêáèïñßæåôáé ç óõíïëéêÞ
ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò ôýðïõ É ôïõ ðïëëáðëïý åëÝã÷ïõ.

¸óôù Ýíá óýíïëï áðü contrasts Lj =
∑m

i=1 cij�i, j = 1; : : : ; r. ¸÷ïõìå

L̂j =
∑m

i=1 cij�̂i =
∑m

i=1 cijŶi· êáé S
2
L̂j

= MSE
∑m

i=1

c2ij
ni
. O Sche��e êáôáóêåýáóå

ôáõôü÷ñïíá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôçò ìïñöÞò

L̂j −
√
S2
L̂j
C ≤ Lj ≤ L̂j +

√
S2
L̂j
C ;

üðïõ C =
√

(m− 1)F�(m− 1; n− 1), ôÝôïéá þóôå ìå ðéèáíüôçôá ôïõëÜ÷éóôïí
1− � üëá ôá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò åßíáé áëçèÞ.

Ãéá Ýëåã÷ï õðïèÝóåùí ôçò ìïñöÞò

H0 : Lj = 0

H1 : Lj 6= 0

ç êñéôéêÞ ôéìÞ åßíáé C, äçëáäÞ, áðïññßðôïõìå ôçí H0 áí
∣∣ Lj√

S2
L̂j

∣∣ > C. Ç óõíïëéêÞ

ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò ôýðïõ É ãéá ôïí ðïëëáðëü Ýëåã÷ï åßíáé ôï ðïëý �.

• Ôá áðëÜ äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôçò êáôáíïìÞò t åßíáé ðéï óôåíÜ áðü ôá
áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ôçò ìåèüäïõ Sche��e ïöåßëåôáé óôï üôé
êáôáóêåõÜæïõìå ôáõôü÷ñïíá äéáóôÞìáôá åìðéóôïóýíçò ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá
contrasts (ìåãáëýôåñç áâåâáéüôçôá).

• Ç ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò ôýðïõ É óôç ìÝèïäï Sche��e åßíáé � áí ðÜñïõìå üëá
ôá contrasts. ÄéáöïñåôéêÜ åßíáé ìéêñüôåñç áðü �.


