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Περιληψη

Λύνονται ορισμένες από τις ασκήσεις του συγγράμματος «Εισαγωγή στον Στοχαστικό Λογισμό»

του κ. Δημήτρη Χελιώτη. Οι περισσότερες από τις παρακάτω ασκήσεις λύθηκαν μέσα στο

μάθημα κατά το εαρινό εξάμηνο του 2020. 'Εχει γίνει μία προσπάθεια να παρουσιαστούν εδώ

αναλυτικά γραμμένες οι λύσεις. Αναπόφευκτα, ορισμένες από αυτές ενδέχεται να περιέχουν

λάθη.

Ανδρέου Πάνος

Αθήνα 2020
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Δεσμευμενη Μεση Τιμη

'Ασκηση 2.3 'Εστω X P L1pΩ,F ,PPPq με Xpωq ¡ 0 για κάθε ω P Ω. Να δειχθεί ότι:

(α) EpX | Gq ¡ 0 με πιθανότητα 1.

(β) E

�
X

EpX | Gq


� 1.

Λύση:

(α) Γνωρίζουμε ότι αν Xpωq ¡ 0 για κάθεω P Ω, τότε EpX | Gq ¥ 0 με πιθανότητα 1. Θα δείξουμε

ότι PpEpX | Gq � 0q � 0. Για ευκολία, θέτουμε Y � EpX | Gq. 'Εστω
A � tY � 0u � tω P Ω : Ypωq � 0u.

Χρησιμοποιούμε τη δεύτερη σχέση του ορισμού της δεσμευμένης μέσης τιμής, δηλαδή ότι³
A X d P � ³

A Y d P @A P G (είναι ο βασικός τρόπος να περνάμε από την Y στη X), και παίρ-
νουμε ότι »

A
X d P �

»
A

Y d P � 0
X¡0ñ PpAq � 0,

από γνωστή πρόταση της Θεωρίας Μέτρου (Αν f ¥ 0 και
³

f dµ � 0, τότε µp f ¡ 0q � 0).
Συγκεκριμένα, η πρόταση δίνει Ppt1AX ¡ 0uq � 0, όμως t1AX ¡ 0u � A επειδή η X παίρνει μόνο

θετικές τιμές.

(β) Από τον νόμο των επαναλαμβανόμενων μέσων τιμών, παίρνουμε

E

�
X

EpX | Gq


� E

�
E

�
X

EpX | Gq
���G

 � E

�
1

EpX | GqEpX | Gq


� 1,

όπου στη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήσαμε ότι η δεσμευμένη μέση τιμή EpX | Gq είναι G�
μετρήσιμη, οπότε βγαίνει έξω από τη μέση τιμή. �

Σχόλιο: Για να εφαρμόσουμε τον νόμο των επαναλαμβανόμενων μέσων τιμών στο (β) πιο

πάνω, η θεωρία ζητάει να έχουμε X{EpX | Gq P L1
, το οποίο δεν γνωρίζουμε. 'Εχουμε δύο

τρόπους δικαιολόγησης.

(α) Επεκτείνοντας τον ορισμό της δεσμευμένης μέσης τιμής
1
για όλες τις τυχαίες μεταβλητές

X ¥ 0 (όχι απαραίτητα στοιχεία του L1
). Και τότε ο νόμος των επαναλαμβανόμενων μέσων

τιμών επεκτείνεται για αυτές τις X (όπως και σχεδόν όλα τα θεωρήματα που έχουμε αποδείξει),

και η χρήση του που κάναμε πιο πάνω νομιμοποιείται.

(β) Παραμένοντας στο πλαίσιο που δουλεύουμε, θέτουμε Y :� X{EpX | Gq ¥ 0. Τότε για

M ¡ 0 έχουμε

EpY1Y¤Mq � EpEpY1Y¤M | Gqq � Ep 1
EpX | GqEpX1Y¤M | Gqq ¤ 1.

Για M Ñ 8, και εφαρμόζοντας το θεώρημα μονότονης σύγκλισης, παίρνουμε EpYq ¤ 1, άρα
Y P L1

, και η λύση που γράψαμε πιο πάνω είναι πλήρως δικαιολογημένη.

1
Αυτή η ανάπτυξη της θεωρίας δίνεται, για παράδειγμα, στο «A user’s guide to measure theoretic probability».

David Pollard. Παράγραφος 6 του Κεφαλαίου 5.
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'Ασκηση 2.7 Αν οι X,Y P L2pΩ,F ,PPPq ικανοποιούν EpY | Gq � X και EpY2q � EpX2q, τότε X � Y
με πιθανότητα 1.

Λύση:

Θα δείξουμε ότι E ppX � Yq2q � 0, οπότε θα έπεται το ζητούμενο. 'Εχουμε ότι

E
�pX � Yq2

� � EpX2q � EpY2q � 2EpXYq � 2EpX2q � 2E pEpXY | Gqq
� 2EpX2q � 2E pXEpY | Gqq � 2EpX2q � 2EpX2q � 0,

όπου στην τρίτη ισότητα χρησιμοποιήσαμε ότι EpY | Gq � X, οπότε η X είναι G�μετρήσιμη. �

'Ασκηση 2.12 'Εστω X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με μέση τιμή 0 και διασπορά

1. Θέτουμε F0 :� t∅,Ωu, Fk :� σpX1, X2, . . . , Xnq για 1 ¤ k ¤ n. 'Εστω και τυχαίες μεταβλητές

a1, a2, . . . , an ώστε η ak να είναι Fk�1-μετρήσιμη και φραγμένη για 1 ¤ k ¤ n. Να δειχθεί ότι

E

#�
ņ

k�1

akXk

�2 +
�

ņ

k�1

Epa2
kq.

Λύση:

Παρατηρούμε ότι �
ņ

k�1

akXk

�2

�
ņ

k�1

a2
kX2

k � 2
¸
i  j

aia jXiX j.

'Εχουμε ότι EpXiq � 0 και E
�
X2

i

� � VarpXiq � pEpXiqq2 � 1, για κάθε 1 ¤ i ¤ n. 'Εστω

k P t1, . . . , nu. Είναι ak KK Xk, διότι η ak είναι Fk�1-μετρήσιμη και η Xk είναι ανεξάρτητη από την

Fk�1. Επίσης, a2
kX2

k P L1
, διότι η ak είναι φραγμένη και Xk P L2

. Παίρνουμε λοιπόν ότι

E

�
ņ

k�1

a2
kX2

k

�
�

ņ

k�1

E
�
a2

kX2
k

� � ņ

k�1

E
�
a2

k

�
E
�
X2

k

� � ņ

k�1

Epa2
kq.

Για τους υπόλοιπους όρους, παρατηρούμε ότι για i   j ισχύει

Epaia jXiX jq � Epaia jXiqEpX jq � 0,

διότι EpX jq � 0 και X j KK aia jXi, αφού η aia jXi είναι F j�1 μετρήσιμη και η X j είναι ανεξάρτητη

από την F j�1. 'Επεται ότι

E

#�
ņ

k�1

akXk

�2 +
�

ņ

k�1

Epa2
kq.

�

Σημείωση: Το σύμβολο KK είναι συχνά χρησιμοποιούμενη συντόμευση του «ανεξάρτητη».



4

Martingales

'Ασκηση 3.1 'Εστω ότι η pXnqn¥0 είναι martingale ως προς τη διήθηση pGnqn¥0. Ορίζουμε

Fn :� σpX0, . . . , Xnq για κάθε n P N. Τότε Fn � Gn, και η pXnqn¥0 είναι martingale ως προς

την pFnqn¥0.

Λύση:

Είναι Fn :� σpX0, . . . , Xnq � σ

�
n�

i�0
σpXiq



η ελάχιστη σ-άλγεβρα που κάνει μετρήσιμες τις

X0, . . . , Xn. Αφού για κάθε n P N η Xn είναι Gn-μετρήσιμη (η pXnqn¥0 είναι martingale ως προς τη

διήθηση pGnqn¥0), έχουμε ότι Fn � Gn. Επίσης, E|Xn|   �8 για κάθε n P N (ως martingale ως

προς τη διήθηση pGnqn¥0), η pXnqn¥0 είναι προσαρμοσμένη στην pFnqn¥0 και ισχύει ότι

E pXn�1 | Fnq � E pE pXn�1 | Gnq | Fnq � E pXn | Fnq � Xn,

αφού η Xn είναι Fn-μετρήσιμη και Fn � Gn. 'Επεται ότι η pXnqn¥0 είναι martingale ως προς την

pFnqn¥0. �

'Ασκηση 3.4 'Εστω pS nqn¥0 ο απλός ασυμμετρικός τυχαίος περίπατος όπως ορίστηκε στην Πα-

ρατήρηση 3.18 και ορίζουμε τη διήθηση pFnqn¥0 ως F0 :� t∅,Ωu, Fn :� σpX1, X2, . . . , Xnq για
n ¥ 1. Να δειχθεί ότι οι ακολουθίες pWnqn¥0, pMnqn¥0 με Wn :� S n � pp� qqn, Mn :� pq{pqS n είναι

martingaleς ως προς την pFnqn¥0.

Λύση:

Η pWnqn¥0 είναι προσαρμοσμένη στην pFnqn¥0, αφού για κάθε n ¥ 0 η S n είναι Fn-μετρήσιμη.

Επίσης, για κάθε n P N έχουμε ότι

E|Wn| � E|S n � pp� qqn| p�q¡0¤ E|S n| � pp� qqn ¤ n� pp� qqn   8.

'Εστω n P N. Είναι Wn�1 � S n�1 � pp � qqpn � 1q � S n � Xn�1 � pp � qqn � pp � qq, δηλαδή
Wn�1 � Wn�Xn�1�pp�qq, οπότε Wn�1�Wn � Xn�1�pp�qq. Εφόσον η Wn είναι Fn-μετρήσιμη,

ισχύει ότι E pWn | Fnq � Wn, επομένως παίρνουμε ότι

E pWn�1 | Fnq �Wn � E pWn�1 | Fnq � E pWn | Fnq � E pWn�1 �Wn | Fnq

� E pXn�1 � pp� qq | Fnq Xn�1KKFn� EpXn�1q � pp� qq

� 1 � p� p�1q � q� pp� qq � 0,

άρα για κάθε n P N ισχύει ότι E pWn�1 | Fnq � Wn. 'Επεται ότι η pWnqn¥0 είναι martingale ως προς
τη διήθηση pFnqn¥0.
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'Εστω τώρα Mn �
�

q
p


S n

, n ¥ 0. Η pMnqn¥0 είναι προσαρμοσμένη στην pFnqn¥0, αφού για

κάθε n ¥ 0 η S n είναι Fn-μετρήσιμη. Επίσης, για κάθε n P N έχουμε ότι

E|Mn| � E
#�

q
p


S n
+
� E

#�
q
p


X1�����Xn
+
� E

#�
q
p


X1

� � �
�

q
p


Xn
+

X1,...,Xn i.i.d.�

� E
�

q
p


X1

� � �E
�

q
p


Xn

�
#
E

�
q
p


X1
+n

�
�

p � q
p
� q � p

q


n

� 1   8.

'Εστω n P N. Εφόσον η pq{pqS n είναι Fn-μετρήσιμη, έχουμε ότι

E pMn�1 | Fnq � E
#�

q
p


S n�1
����Fn

+
� E

#�
q
p


S n
�

q
p


Xn�1
����Fn

+

�
�

q
p


S n

E

#�
q
p


Xn�1
����Fn

+
Xn�1KKFn�

�
q
p


S n

E

#�
q
p


Xn�1
+

�
�

q
p


S n
�

p � q
p
� q � p

q



�
�

q
p


S n

pq� pq �
�

q
p


S n

� Mn,

άρα για κάθε n P N ισχύει ότι E pMn�1 | Fnq � Mn. 'Επεται ότι η pMnqn¥0 είναι martingale ως προς
τη διήθηση pFnqn¥0. �

'Ασκηση 3.7 Αν k P N Y t8u, να δειχθεί ότι η σταθερή τυχαία μεταβλητή T � k είναι χρόνος

διακοπής.

Λύση:

'Εστω n P N. Τότε, για την τυχαία μεταβλητή T έχουμε

tT ¤ nu :� tω P Ω : T pωq ¤ nu �
#
Ω, αν k ¤ n

∅, αν k ¡ n
P Fn,

άρα η T είναι χρόνος διακοπής. �

'Ασκηση 3.8 Αν οι τυχαίες μεταβλητές S ,T είναι χρόνοι διακοπής ως προς μια διήθηση pFnqn¥1,

να δειχθεί ότι χρόνοι διακοπής ως προς την ίδια διήθηση είναι επίσης και οι τυχαίες μεταβλητές

S ^ T , S _ T , S � T .

Λύση:

'Εστω n P N. 'Εχουμε ότι
tS ^ T ¤ nu � tT ¤ nulooomooon

PFn

YtS ¤ nulooomooon
PFn

P Fn

tS _ T ¤ nu � tT ¤ nulooomooon
PFn

XtS ¤ nulooomooon
PFn

P Fn

tT � S ¤ nu �
n¤

k�0

ptT � kulooomooon
PFk�Fn

XtS ¤ n� kulooooomooooon
PFn�k�Fn

q P Fn,
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άρα οι τυχαίες μεταβλητές S ^ T , S _ T , S � T είναι χρόνοι διακοπής ως προς τη διήθηση

pFnqn¥1. �

'Ασκηση 3.9 Αν η ανέλιξη X � pXnqn¥0 είναι προσαρμοσμένη στη διήθηση pFnqn¥0 και T είναι

χρόνος διακοπής ως προς την ίδια διήθηση, να δειχθεί ότι για κάθε n P N η συνάρτηση XT
n είναι

Fn�μετρήσιμη. Ιδιαιτέρως, η XT
n είναι τυχαία μεταβλητή.

Λύση:

'Εστω A P BpRq. Θα δείξουμε ότι tXn^T P Au P Fn. Διαμερίζουμε αυτό το σύνολο με βάση τις

τιμές του T . Δηλαδή, γράφουμε

tXn^T P Au �
�

n¤
k�0

�
tXn^T P Au X tT � ku

	�
Y
�
tXn^T P Au X tT ¥ n� 1u

	

�

�
�� n¤

k�0

�
tXk P Aulooomooon
PFk�Fn

XtT � kulooomooon
PFk�Fn

	��
Y �
tXn P Aulooomooon

PFn

XtT ¥ n� 1uloooooomoooooon
PFn

	
P Fn,

οπότε η συνάρτηση XT
n είναι Fn�μετρήσιμη. Ιδιαιτέρως, η XT

n : Ω Ñ R είναι τυχαία μεταβλη-

τή. �

'Ασκηση 3.11Θεωρούμε την ειδική περίπτωση τουΠαραδείγματος 3.3 κατά την οποία η Z1 παίρνει

τις τιμές 0 και 2 με πιθανότητα 1{2 την καθεμία. Θεωρούμε τις pFnqn¥0, pRnqn¥0 όπως εκεί και τον

χρόνο διακοπής N :� mintn ¥ 1 : Rn � 0u. Τι κατανομή έχει ο N; Μπορούμε να εφαρμόσουμε το

θεώρημα επιλεκτικής διακοπής για το martingale R και τον χρόνο N;

Λύση:

'Εχουμε το πολλαπλασιαστικό martingale pRnqn¥0, όπου R0 � 1 και Rn � Z1Z2 � � � Zn για n ¥ 1.
Κάθε φορά το Rn είτε μηδενίζεται είτε διπλασιάζεται. Ισχύει ότι

PpN � kq �
�

1
2


k�1

� 1
2
�
�

1
2


k

,

άρα N �Geomp1{2q. Παρατηρούμε ότι δεν ικανοποιείται καμία από τις τρεις υποθέσεις του Θε-

ωρήματος Επιλεκτικής Διακοπής, οπότε δεν είναι έκπληξη ότι το συμπέρασμα του θεωρήματος

δεν ισχύει αφού EpRNq � 0 � 1 � EpR0q. �
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Ανελιξεις σε συνεχη χρονο

'Ασκηση 4.9 'Εστω X � pXtqt¥0 θετικό συνεχές martingale με X0 � x0 P p0,8q δεδομένη σταθερά

και limtÑ8 Xt � 0 με πιθανότητα 1. Θέτουμε X� :� supt¥0 Xt. Να δειχθεί ότι για κάθε x ¡ x0 ισχύει

PpX� ¥ xq � x0

x
.

[Υπόδειξη: 'Εστω T :� inftt ¥ 0 : Xt � xu. Εφαρμόζουμε το θεώρημα επιλεκτικής διακοπής για

το martingale X και τον χρόνο T ^ r με r P p0,8q αυθαίρετο.]

Λύση:

Ο T :� inftt ¥ 0 : Xt � xu είναι χρόνος διακοπής, αφού
tT ¤ tu � XqPQXr0,tstXq ¤ xu P Ft

για κάθε t ¥ 0. Για r ¡ 0 δεδομενο, εφόσον η pXtqt¥0 είναι martingale και ο T ^ r είναι φραγμένος
χρόνος διακοπής, από το Θεώρημα Επιλεκτικής Διακοπής (Θεώρημα 4.15), παίρνουμε ότι ισχύει

EpXr^T q � EpX0q. Επομένως, έχουμε:
x0 � EpX0q � EpXr^T q � EpXr1T¡rq � EpXT1T¤rq

� EpXr1T¡rq � x PpT ¤ rq.
Για r Ñ 8, έχουμε ότι Xr1T¡r Ñ 0 (σημειακά). Αφού |Xr1T¡r| ¤ x, από το Θεώρημα Φραγμένης

Σύγκλισης προκύπτει ότι lim
rÑ8
EpXr1T¡rq � 0. Για r Ñ 8, προκύπτει λοιπόν ότι

x0 � x PpT   8q ô PpT   8q � x0

x
.

Παρατηρούμε ότι tX� ¥ xu � tT   8u, επομένως παίρνουμε ότι
PpX� ¥ xq � PpT   8q � x0

x
.

�

Σημείωση: Αξίζει να παρατηρήσουμε πόσο εντυπωσιακό είναι αυτό το αποτέλεσμα. Οι

προϋποθέσεις του είναι πολύ λίγες, γεγονός που μας επιτρέπει να βρίσκουμε την κατανομή της

τυχαίας μεταβλητής supt¥0 Xt για μία πολύ μεγάλη κλάση συνεχών martingaleς pXtqt¥0.
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Κατασκευη της κινησης Brown και απλες ιδιοτητες

Στις ασκήσεις παρακάτω, B είναι μία τυπική κίνηση Brown (Τ.Κ.Β.).

'Ασκηση 5.1 Θεωρούμε τη συνάρτηση f : p0,8q Ñ R με f ptq � PpBptq ¡ tq για κάθε t ¡ 0.
(α) Να δειχθεί ότι η f είναι φθίνουσα.
(β) Ποια είναι η παράγωγός της;

Λύση:

(α) Για κάθε t ¡ 0 έχουμε ότι Bptq � ?
tZ, όπου Z � Np0, 1q, άρα

f ptq � PpBptq ¡ tq � Pp?tZ ¡ tq �
» 8

?
t

fZpsq ds,

η οποία είναι φθίνουσα συνάρτηση.

(β) Από τον κανόνα της αλυσίδας, έχουμε για κάθε t ¡ 0 ότι

f 1ptq � � fZ
�?

t
� � �?t

�1 � � fZ
�?

t
� � 1?

2π
� � 1?

2π
e�t{2 1

2
?

t
.

�

'Ασκηση 5.3 'Εστω n P N�, χρόνοι 0 � t0   t1   � � �   tn, και σταθερές a1, a2, . . . , an P R. Να

δειχθεί ότι η τυχαία μεταβλητή

a1Bpt1q � . . . anBptnq
ακολουθεί την κανονική κατανομή. Ποια είναι η μέση τιμή και διασπορά της;

Λύση:

'Εστω Z � a1Bpt1q� . . . anBptnq. Αν οι Bpt1q, . . . , Bptnq ήταν ανεξάρτητες, τότε η Z θα ακολουθούσε

κανονική κατανομή. Η ιδέα λοιπόν είναι να χρησιμοποιήσουμε την ιδιότητα των ανεξάρτητων

προσαυξήσεων της κίνησης Brown, για να σχηματίσουμε ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. Θε-

ωρούμε τις τυχαίες μεταβλητές Yi � Bptiq � Bpti�1q, για i � 1, . . . , n. Οι Yi είναι ανεξάρτητες και

Yi � Np0, ti � ti�1q. Από τον ορισμό των Yi, έχουμε ότι

Z � a1Y1 � a2pY1 � Y2q � � � � � anpY1 � � � � � Ynq
� pa1 � � � � � anqY1 � pa2 � � � � � anqY2 � � � � � anYn,

δηλαδή η Z είναι γραμμικός συνδυασμός ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών, καθεμία από τις

οποίες ακολουθεί κανονική κατανομή. 'Επεται ότι η τ.μ. Z � a1Bpt1q � . . . anBptnq ακολου-
θεί κανονική κατανομή Npµ, σ2q, όπου για τις παραμέτρους της έχουμε ότι µ � 0 και, αφού

Yi � Np0, ti � ti�1q, είναι σ2 � pa1 � � � � � anq2t1 � pa2 � � � � � anq2pt2 � t1q � � � � � a2
nptn � tn�1q. �

'Ασκηση 5.5 'Εστω t ¡ 0. Να δειχθεί ότι η X � ³t
0 Bpsqds ακολουθεί την κανονική κατανομή

Np0, t3{3q.
Λύση:

Θα χρησιμοποιήσουμε το εξής αποτέλεσμα: 'Εστω ότι Xn � Npµn, σ
2
nq για κάθε n P N�. Τότε

Xn ñ X � Npµ, σ2q αν και μόνο αν limnÑ8 µn � µ, limnÑ8 σ2
n � σ2

.

Η B είναι (με πιθανότητα 1) συνεχής συνάρτηση, άραη X είναι καλώς ορισμένηως ολοκλήρωμα

Riemann. Πρέπει να δείξουμε ότι X � Npµ, σ2q. Θα βρούμε πρώτα τα EpXq και VarpXq. 'Εχουμε
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ότι
³t

0 E
��Bpsq�� ds � ³t

0

?
sE|Z| ds   8, όπου Z � Np0, 1q, άρα εφαρμόζεται το θεώρημα Fubini

και παίρνουμε

EX � E
� » t

0
Bpsq ds

�
�
» t

0
EpBpsqq ds

Bpsq�Np0,sq�
» t

0
0 ds � 0.

Για τη VarpXq � EX2 � 02
χρησιμοποιούμε ένα (στάνταρ) τέχνασμα.

EX2 � E
��» t

0
Bpsq ds


2
�
� E

��» t

0
Bpsq ds


�» t

0
Bpsq ds


�

� E
��» t

0
Bpsq ds


�» t

0
Bprq dr


�
� E

� » t

0

» t

0
Bprq Bpsq dr ds

�

Fubini�
» t

0

» t

0
E
�

Bprq Bpsq
�

dr ds �
» t

0

» t

0
Cov

�
Bprq , Bpsq

	
dr ds

�
» t

0

» t

0
s^ r dr ds �

¼
T1

r dr ds�
¼
T2

s dr ds � 2
¼
T1

r dr ds

� 2
» t

0

» s

0
r dr ds � 2

» t

0

s2

2
dr � t3

3
,

όπου T1 είναι το υποσύνολο των pr, sq P r0, ts2 με r   s, και T2 το υποσύνολο όπου s   r. Λόγω
συμμετρίας παίρνουμε την τελευταία ισότητα της τέταρτης γραμμής πιο πάνω.

Μένει να δείξουμε ότι η X ακολουθεί κανονική κατανομή. Προσεγγίζοντας με αθροίσματα

Riemann, έχουμε ότι

Xn � t
n

ņ

k�1

B
�

kt
n



a.s.ÝÑ X για n Ñ 8,

άρα Xn ñ X. Επίσης Xn � Np0, σ2
nq (με βάση την 'Ασκηση 5.3 πιο πάνω) με το σ2

n να δίνεται από

έκφραση που συναντήσαμε στη λύση της 'Ασκησης 5.3. Τώρα μπορούμε να συνεχίσουμε με δυο

τρόπους.

(α) Δείχνουμε ότι limnÑ8 σ2
n � t3{3. Και τότε δείχθηκε το ζητούμενο με βάση το αποτέλεσμα

που διατυπώσαμε στην αρχή της λύσης. Μάλιστα, με αυτό το επιχείρημα δεν χρειάζεται να

κάνουμε τον υπολογισμό της VarpXq πιο πάνω.

(β) Η Xn ñ X, δίνει ότι φXptq � limnÑ8 φXnptq � e�t2 limnÑ8 σ2
n{2 για κάθε t P R. Η ύπαρξη του

ορίου A :� limnÑ8 σ2
n έπεται από την ύπαρξη του ορίου limnÑ8 φXnptq για κάποιο t � 0. Αν

A � 8, τότε θα είχαμε φXptq � 1t�0, η οποία ως ασυνεχής συνάρτηση του t δεν μπορεί να είναι

χαρακτηριστική συνάρτηση τυχαίας μεταβλητής με τιμές στο R, όπως είναι η X. Αν A � 0, τότε
θα είχαμε Xn ñ 0, άρα X � 0 με πιθανότητα 1, το οποίο δεν είναι σωστό (αφού π.χ. δείξαμε ότι

έχει θετική δεύτερη ροπή). 'Αρα A P p0,8q και η φXptq � e�t2A{2
δίνει ότι X � Np0, Aq. 'Εχουμε

ήδη δείξει ότι η διασπορά της X είναι t3{3, άρα A � t3{3, και το ζητούμενο δείχθηκε.
Στόχος του δεύτερου τρόπου είναι να αποφύγουμε τον υπολογισμό του σ2

n. �
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'Ασκηση 5.9 'Εστω t0 ¥ 0. Να δειχθεί ότι με πιθανότητα 1 η κίνηση Brown δεν έχει τοπικό

ακρότατο (μέγιστο ή ελάχιστο) στο t0.

Λύση:

'Εστω A το ενδεχόμενο η B να έχει τοπικό μέγιστο το t0, δηλαδή

A � tω P Ω : t0 τοπικό μέγιστο για την Bpωqu.
Η ανέλιξη pXptqqt¥0 με Xptq :� Bpt� t0q � Bpt0q για κάθε t ¥ 0 είναι τυπική κίνηση Brown. 'Εστω
T�pXq :� inftt ¡ 0 : Xptq ¡ 0u. Τότε A � tT�pXq ¡ 0u. Γνωρίζουμε όμως ότι

PpT�pXq ¡ 0q � 0,

άρα PpAq � 0. Ομοίως για t0 τοπικό ελάχιστο. �
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Martingales και κινηση Brown

'Ασκηση 7.1 'Εστω pBptqqt¥0 τυπική κίνησηBrown. Να δειχθεί ότι η ανέλιξη Xt :� t Bptq�³t
0 Bprq dr,

t ¥ 0 είναι martingale ως προς τη διήθηση που παράγει η B.

Λύση:

Η ανέλιξη pXtq είναι προσαρμοσμένη ως προς τη διήθηση που παράγει η B (προκύπτει άμεσα

από τον τύπο της). Από το Θεώρημα Fubini, παίρνουμε ότι

E

�» t

0
|Bprq| dr



�
» t

0
E|Bprq|loomoon
?

rE|Bp1q|

dr   8 ñ Xt P L1 @t ¥ 0.

Για να δείξουμε ότι η pXtq είναι martingale, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε 0 ¤ s   t ισχύει
EpXt � Xs | Fsq � 0. Πράγματι, τότε, χρησιμοποιώντας ότι η Xs είναι Fs-μετρήσιμη, προκύπτει

ότι

EpXt | Fsq � EpXs | Fsq � Xs,

όπως θέλαμε. 'Εστω λοιπόν 0 ¤ s   t. 'Εχουμε ότι

Xt � Xs � tBptq � sBpsq �
» t

s
Bprqdr � tpBptq � Bpsqq � pt � sqBpsq �

» t

s
Bprqdr,

άρα, βάζοντας μέσες τιμές και χρησιμοποιώντας την άσκηση 4.1, παίρνουμε ότι

EpXt � Xs | Fsq � pt � sqBpsq � E
�» t

s
Bprqdr | Fs




� pt � sqBpsq �
» t

s
EpBprq | Fsqdr

� pt � sqBpsq �
» t

s
Bpsqdr � pt � sqBpsq � pt � sqBpsq � 0

και το ζητούμενο έπεται. �

'Ασκηση 7.3 'Εστω B τυπική κίνηση Brown και µ ¡ 0. Θεωρούμε την ανέλιξη X με

Xt :� Bptq � µt

για κάθε t ¥ 0. Η X ονομάζεται κίνηση Brown με τάση µ. Για r P R, ορίζουμε
R :� inftXt : t ¥ 0u.

Να δειχθεί ότι η �R ακολουθεί την εκθετική κατανομή με παράμετρο 2µ. Βρείτε κατάλληλο

λ P Rzt0uώστε η Mt :� eλXt να είναι martingale με limtÑ8 Mt � 0 και χρησιμοποιήστε την 'Ασκηση

4.9.

Λύση:

Από το Θεώρημα 7.1 γνωρίζουμε ότι η ανέλιξη

!
eλBptq� λ2

2 t : t ¥ 0
)
είναι martingale ως προς την

επαυξημένη διήθηση pFtqt¥0. Εδώ είναι Xt :� Bptq � µt, άρα για λ :� �2µ έχουμε

Mt :� eλXt � eλBptq�λµt � eλBptq� λ2
2 t,
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οπότε η pMtqt¥0 είναι martingale. Δείχνουμε τώρα ότι lim
tÑ8

Mt � 0. 'Εχουμε ότι

Mt � e�2µXt � e�2µBptq�2µ2t � exp

#
� 2µt

�
µ� Bptq

t


+
tÑ8ÝÝÝÑ 0,

αφού limtÑ8 Bptq{t � 0, οπότε ο εκθέτης συγκλίνει στο �8. 'Εστω y ¡ 0. Βρίσκουμε ότι

Pp�R ¥ yq µ¡0� Pp�2µR ¥ 2µyq � P
�
e�2µR ¥ e2µy

� � P
�
e�2µ inftXt:t¥0u ¥ e2µy

�

� P
�

sup
t¥0

e�2µXt ¥ e2µy



� PpM� ¥ e2µyq 'Ασκηση 4.9� e�2µ�0

e2µy � e�2µy,

οπότε �R � Expp2µq. �

'Ασκηση 7.5 'Εστω B � pBp1q, Bp2qq διδιάστατη τυπική κίνηση Brown και a � 0. Θέτουμε

Ta :� infts ¥ 0 : Bp1qpsq � au. Να δειχθεί ότι η τυχαία μεταβλητή Bp2qpTaq έχει την κατανο-

μή Cauchy με παράμετρο κλίμακας a. Δηλαδή έχει πυκνότητα f pxq � π�1|a|{px2 � a2q (για κάθε

x P R) και χαρακτηριστική συνάρτηση φptq � e�|a||t| (για κάθε t P R).

Λύση:

Θα το δείξουμε με χαρακτηριστικές. Θα δείξουμε δηλαδή ότι για κάθε t P R ισχύει

φBp2qpTaqptq � e�|a||t|.

Από την Πρόταση 2.13 γνωρίζουμε ότι αν η τυχαία μεταβλητή X είναι G-μετρήσιμη και η τυχαία

μεταβλητή Y είναι ανεξάρτητη της G (όπου G σ-άλγεβρα στον δειγματικό χώρο Ω, υποσύνολο

της F ), τότε

EphpX,Yq | Gq � E phpx,Yqq
���
x�X

.

Εδώ παίρνουμε X � Ta, Y � Bp2q τυχαίες μεταβλητές με τιμές στο R και στο Cr0,8q αντίστοιχα,
και τη σ-άλγεβρα G � σpTaq, οπότε ισχύει ότι

EphpTa, Bp2qq | Gq � E
�
hpx, Bp2qq� ���

x�X
.

Από τον ορισμό της χαρακτηριστικής συνάρτησης και χρησιμοποιώντας τα παραπάνω, παίρ-

νουμε ότι για κάθε t P R ισχύει

φBp2qpTaqptq � E
�

eitBp2qpTaq
	
� E

�
E

�
eitBp2qpTaq

����Ta


�
� E

�
E

�
eitBp2qpTaq

����σpTaq

�

� E
�
E

�
eitBp2qpxq

����
x�Ta

��
Bp2qpxq d�?xZ� E

�
e�

t2
2 x
���
x�Ta



� E

�
e�

t2
2 Ta

	
� e�|a||t|,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από την Πρόταση 7.3. 'Επεται λοιπόν ότι Bp2qpTaq �
Cauchyp0, aq. �
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Κατασκευη του ολοκληρωματος

'Ασκηση 9.3 Για a P R, θεωρούμε την ανέλιξη X με Xpt, ωq :� eaB2
t για κάθε pt, ωq P r0, 1s �Ω. Να

βρεθεί για ποια a είναι η X στοιχείο τουH2r0, 1s και για αυτά τα a να υπολογιστεί η διασπορά της

τυχαίας μεταβλητής Jpaq :� ³1
0 eaB2

t dBt.

Λύση:

Η X είναι στοιχείο τουH2r0, 1s αν, και μόνο αν,

‖X‖2L2pλ�Pq :� E
�» 1

0
Xps, ωq2ds



  8.

Χρησιμοποιώντας ότι Bs
d� ?

sZ, όπου Z � Np0, 1q, παίρνουμε ότι

E

�» 1

0
Xps, ωq2ds



� E

�» 1

0
e2aB2

s ds



Fubini�
» 1

0
E
�

e2asZ2
	

ds.

Υπολογίζουμε τη ροπογεννήτρια της τυχαίας μεταβλητής Z2
:

EpeλZ2q �
»
R

eλx2 1?
2π

e�x2{2dx � 1?
2π

»
R

e�x2p1�2λq{2dx,

άρα

EpeλZ2q �
$&
%
�8 αν 1� 2λ ¤ 0,

1?
1� 2λ

, αν 1� 2λ ¡ 0,
�

$''&
''%
�8 αν λ ¥ 1

2
,

1?
1� 2λ

αν λ   1
2
,

διότι αν λ   1{2, τότε
EpeλZ2q � 1?

2π

»
R

e�x2{p2σ2qdx � 1?
2π

?
2πσ2 � σ :� 1?

1� 2λ
.

'Εχουμε λοιπόν ότι

E

�» 1

0
Xps, ωq2ds



�
» 1

0
E
�

e2asZ2
	

ds �
» 1

0

�
1?

1� 4as
� 14as 1 �8 � 14as¥1



ds. (1)

Διακρίνουμε περιπτώσεις:


 Αν a ¤ 0, τότε
1?

1� 4as
¤ 1 και άρα έχουμε σύγκλιση:

E

�» 1

0
Xps, ωq2ds



�
» 1

0

ds?
1� 4as

.


 Αν a ¡ 0, τότε διακρίνουμε δύο υποπεριπτώσεις (βάσει της δείκτριας):

– Αν
1

4a
  1, τότε δεν έχουμε σύγκλιση:

E

�» 1

0
Xps, ωq2ds



� 8

γιατί στο τελευταίο ολοκλήρωμα στην (1) ο ολοκληρωτέος είναι μη αρνητικός και

ισούται με8 σε σύνολο θετικού μέτρου, στο r1{4a, 1s.
– Αν

1
4a

¥ 1, τότε έχουμε σύγκλιση:

E

�» 1

0
Xps, ωq2ds



�
» 1

0

ds?
1� 4as

.
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Τελικά, X P H2r0, 1s αν, και μόνο αν, a ¤ 1
4
.

Για a ¤ 1{4, εφόσον X P H2r0, 1s, η τυχαία μεταβλητή Jpaq :� ³1
0 eaB2

t dBt έχει EpJpaqq � 0. Για
την διασπορά, υπολογίζουμε

VarpJpaqq � E  pJpaqq2
(� tEpJpaqqu2 � E

#�» 1

0
eaB2

t dBt


2
+
� E

�» 1

0
e2aB2

t dt



�
» 1

0

ds?
1� 4as

� 1
2a
p1�

?
1� 4aq.

Η τελευταία ισότητα της πρώτης γραμμής είναι συνέπεια της ισομετρίας Itô. �

'Ασκηση 9.4 Αν f , g P H2
, τότε

EtIp f qIpgqu �
» 8

0
Et f pt, ωqgpt, ωqudt.

Λύση:

Από τον ορισμό τουσυνήθους εσωτερικού γινομένουστους L2pPq, L2pλ�Pq, η ζητούμενη γράφεται
  Ip f q, Ipgq ¡L2pPq�  f , g ¡L2pλ�Pq .

Αυτό είναι συνέπεια της ισομετρίας Itô και του εξής αποτελέσματος γραμμικής άλγεβρας, του

οποίου την απόδειξη θα υπενθυμίσουμε.

Πρόταση: 'Εστω X,Y διανυσματικοί χώροι επί του R με εσωτερικό γινόμενο
2
και T : X Ñ Y

γραμμική συνάρτηση. Τότε

‖T x‖ � ‖x‖ για κάθε x P X αν και μόνο αν   T x,Ty ¡�  x, y ¡ για κάθε x, y P X.

Δηλαδή η T είναι διατηρεί τη νόρμα αν και μόνο αν διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο (το να

διατηρεί τη νόρμα και να είναι γραμμική δίνει επίσης ότι είναι ισομετρία). Η μία κατεύθυνση

είναι προφανής. Υποθέτουμε τώρα ότι η T διατηρεί τη νόρμα. Για δεδομένα x, y P X, ισχύει∥∥∥T px� yq
∥∥∥ � ‖x� y‖, η οποία δίνει

  T px� yq,T px� yq ¡�  x� y, x� y ¡

ñ  T x,T x ¡ �   T x,Ty ¡ �   Ty,T x ¡ �   Ty,Ty ¡
�  x, x ¡ �   x, y ¡ �   y, x ¡ �   y, y ¡

ñ ‖T x‖2 � 2   T x,Ty ¡ � ‖Ty‖2 � ‖x‖2 � 2   x, y ¡ � ‖y‖2 T διατηρεί τη νόρμαñ

ñ 2   T x,Ty ¡� 2   x, y ¡ñ  T x,Ty ¡�  x, y ¡ .

Το ζητούμενο τώρα έπεται άμεσα εφαρμόζοντας την πρόταση στη γραμμική απεικόνιση του

ολοκληρώματος Itô.
I : L2pλ� Pq Ñ L2pPq.

�

Το αποτέλεσμα αυτό είναι μία γενίκευση της ισομετρίας Itô και είναι χρήσιμο για τον υπολο-

γισμό της συνδιακύμανσης δύο στοχαστικών ολοκληρωμάτων.

2
Κάθε χώρος έχει το δικό του εσωτερικό γινόμενο αλλά θα χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο και για τα δύο. Το

ίδιο θα κάνουμε και για τις νόρμες που παράγουν.


