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Επανάληψη. Παλιά θέματα

Σε όλες τις ασκήσεις πιο κάτω, pBtqt¥0 δηλώνει μια τυπική μονοδιάστατη κίνηση Brown.

1. (Ιούν. 2012, Τεστ εξάσκησης, 1) 'Εστω pXnqn¥0 martingale ως προς την διήθηση pFnqn¥0 με

EpX2
nq   8 για κάθε n P N. Για 0 ¤ i   j   k θετικούς ακεραίους, να δειχθούν τα εξής.

(α) EppXk � X jqXiq � 0.

(β) EtpXk � X jq2 |Fiq � EpX2
k |Fiq � EpX2

j |Fiq.

2. (Απρ. 2017, 6) 'Εστω pBtqt¥0 τυπική (μονοδιάστατη) κίνηση Brown.

(α) Ποια η μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής B2
1B3B6;

(β) Να εξεταστεί αν η ανέλιξη pB2
t qt¥0 είναι martingale, supermartingale ὴ submartingale ως προς

τη διήθηση που παράγει η pBtqt¥0.

(γ) Να υπολογιστεί η Ep|B1| | B2
1q;

3. (Νοεμ. 2017, 3) 'Εστω z, p P p0, 1q, a � 0, και pXiqi¥1 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων

τυχαίων μεταβλητών με PpX1 � 1q � p,PpX1 � �1q � 1 � p. Θέτουμε

F0 :� tH,Ωu,
Fn :� σpX1, X2, . . . , Xnq για κάθε n ¥ 1

S 0 :� 0,

S n :� X1 � X2 � � � � � Xn για κάθε n ¥ 1,

και Mn :� aS nzn
για κάθε n P N. Να δειχθεί ότι η ακολουθία pMnqn¥0 είναι martingale ως προς τη

διήθηση pFnqn¥0 αν και μόνο αν

a � 1 �
a

1 � 4pp1 � pqz2

2pz
.

4. (Νοεμ. 2017, 4) 'Εστω pXiqi¥1 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με

PpX1 � iq � 1{6 για κάθε i P t1, 2, . . . , 6u. Θέτουμε
F0 :� tH,Ωu,
Fn :� σpX1, X2, . . . , Xnq για κάθε n ¥ 1

S 0 :� 0,

S n :� X1 � X2 � � � � � Xn για κάθε n ¥ 1.

'Εστω T ο μοναδικός ακέραιος k ώστε S k�1   100 ¤ S k. Να δειχθεί ότι ο T είναι φραγμένος

χρόνος διακοπής ως προς την pF qn¥0 και ότι S T ¤ 105.

5. (Φεβρ. 2015, 3) Να υπολογιστεί η μέση τιμή καθεμιάς από τις εξής τυχαίες μεταβλητές:

(α) B1B3

(β) B1B2B3

(γ) B1B3B6B10

6. (Νοεμ. 2017, 6) 'Εστω pBtqt¥0, pWtqt¥0 ανεξάρτητες τυπικές (μονοδιάστατες) κινήσεις Brown
και a P p0, 1q.



(α) Ποια η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής B1 � 4B3 � 2B6;

(β) Για ποιες τιμές του c P R είναι η ανέλιξη paBt � cWtqt¥0 τυπική κίνηση Brown;

7. (2020. Φυλλάδιο 2) 'Εστω M :� suptBs : s ¥ 0u.
(α) Να δειχθεί ότι M d� aM για κάθε a ¡ 0.
(β) Να δειχθεί ότι PpM P t0,8uq � 1.

8. (Νοεμ. 2017, 5) 'Εστω pBtqt¥0 τυπική (μονοδιάστατη) κίνηση Brown. Για κάθε t ¥ 0 θέτουμε

Mt :� maxtBs : s P r0, tsu. Να δειχθεί ότι

(α) Mt
d� ?

tM1

(β) EpM2
t q � t.

9. (Σεπτ. 2018, 3) Για κάθε t P p0,8q θέτουμε Xt :� ³t
0 1Bs¡0 ds � λpts P r0, ts : Bs ¡ 0uq.

(α) Να δειχθεί ότι υπάρχει σταθερά a ¡ 0 ώστε να ισχύει Xt
d� taX1 για κάθε t ¡ 0.

(β) Να υπολογιστεί η EpXtq.

10. (Σεπτ. 2018, 5) Για a ¡ 0, έστω T � inftt ¥ 0 : |Bt| � au. Να δειχθεί ότι PpT   8q � 1 και

έπειτα να υπολογιστεί η EpT q.

11. (Ιουν. 2012, Τεστ εξάσκησης, 3)

Να υπολογιστούν οι συνδιακυμάνσεις

(α) CovptB2
t�1, Btq με t ¡ 0.

(β)

Cov
�» 1

0
tBt dBt,

» 1

0
B7

t dBt



.

12. (Σεπτ. 2018, 6) Να δειχθεί ότι για κάθε t ¡ 0 ισχύει

Etlogp1 � B2
t qu �

» t

0
E
�

1 � B2
s

p1 � B2
sq2



ds.

13. (Φεβρ. 2018, 5) 'Εστω pBtqt¥0, pWtqt¥0 δυό ανεξάρτητες τυπικές μονοδιάστατες κινήσεις

Brown. Να υπολογιστούν τα διαφορικά των ανελίξεων

(α) cosptBtq,
(β) B2

t e
³t

0 s dBs ,

(γ) B2
t Wt.

14. (Σεπτ. 2018, 7) Θεωρούμε τη στοχαστική διαφορική εξίσωση

dXt � i
?

2tXtdBt � t2Xtdt,

X0 � 1.
(1)

(α) Να βρεθεί μια λύση της (1). [Υποδ.: Υπολογίστε το dplog Xtq.]
(β) Για τη λύση που βρέθηκε στο (α), να υπολογιστεί η EpXtq.

15. (Σεπτ. 2017, 6) 'Εστω B τυπική κίνηση Brown και T :� inftt ¡ 0 : Bt � t�1{2 � 0u. Θέτουμε

Xt :� 1
t�1{2 � Bt



για κάθε t P p0,T q, και X0 � 0. (α) Να δειχθεί ότι η X ικανοποιεί στοχαστική διαφορική εξίσωση

της μορφής

dXt � apt, Xtqdt � σpt, Xtq dBt

για κατάλληλες συναρτήσεις a, σ.
(β) Να δειχθεί ότι PpT   8q � 1.

16. (Σεπτ. 2016, 3) 'Εστω B τυπική κίνηση Brown.
(α) 'Εστω t ¡ 0, n ¥ 1 φυσικός, και 0 � t0   t1   � � �   tn � t διαμέριση του r0, ts με n � 1
ενδιάμεσα σημεία. Να δειχθεί ότι

E

�
�� ņ

j�1

pBt j � Bt j�1q2

�2
�
� � t2 � 2

ņ

j�1

pt j � t j�1q2.

(β) 'Εστω t ¡ 0 και p∆nqn¥1 ακολουθία διαμερίσεων του r0, ts με ∆n :� t0 � tpnq0   tpnq1   � � �  
tpnqn � tu και limnÑ8 maxttpnqj � tpnqj�1 : j � 1, 2, . . . , nu � 0. Να δειχθεί ότι

lim
nÑ8

E

�
�� ņ

j�1

pBtpnq
j
� Btpnq

j�1
q2

�2
�
� � t2.

Σχόλια

2. (γ) Ep|B1| | B2
1q � |B1| γιατί η τυχαία μεταβλητή |B1| είναι μετρήσιμη ως προς την σpB2

1q, και
αυτό γιατί

|B1| � hpB2
1q

όπου h : RÑ R με hpxq :�
a
|x| είναι Borel-μετρήσιμη.

Υπενθύμιση: Y � hpXq με h Borel-μετρήσιμη δίνει ότι η Y είναι σpXq-μετρήσιμη αφού για κάθε

A � R συνολο Borel έχουμε Y�1pAq � X�1ph�1pAqq P σpXq.
4. Ο T είναι φραγμένος γιατί S k ¥ k για κάθε k P N, οπότε T ¤ 100.

11. (α) Οι X :� Bt,Y :� Bt�1 � Bt είναι ανεξάρτητες. Επειδή EpBtq � 0, υπολογίζουμε την

EptB2
t�1Btq � tEppX � Yq2Xq � ... � 0

Εναλλακτικά, χρησιμοποιούμε το ότι pBtqt¥0
d� p�Btqt¥0 και δείχνουμε αμέσως ότι η συνδια-

κύμανση ισούται με το αντίθετό της, οπότε είναι 0.

(β) Εφαρμογή της άσκησης 9.4.

Αν στη συνδιακύμανση είχαμε αντί του δεύτερου στοχαστικού ολοκληρώματος απλώς B1{2, τότε

θα γράφαμε

B1{2 �
» 1

0
1r0,1{2spsq dBs

και θα χρησιμοποιούσαμε πάλι την άσκηση 9.4 (αν και σε αυτό το σενάριο η συνδιακύμανση

βγαίνει πάλι αμέσως 0. Αλλά θα μπορούσε το πρώτο στοχαστικό ολοκλήρωμα να είναι το

ολοκλήρωμα της B2
s , οπότε το άμεσο επιχείρημα δεν θα λειτουργούσε και η συνδιακύμανση θα

έβγαινε κάτι μη μηδενικό).

13. (α) Θεωρούμε την ανέλιξη Ito Xt :� tBt και εφαρμόζουμε την 4η μορφή του τύπου του Ito.
(β) Θεωρούμε την ανέλιξη Ito Xt :� ³t

0 s dBs και εφαρμόζουμε τον κανόνα του γινομένου και την



4η μορφή του τύπου του Ito (για να βρούμε το διαφορικό της eXt).

(γ) Κανόνας γινομένου.


