
'Ασκηση 4.11(α). Λύση. (Στην εκφώνηση πρέπει να προστεθεί ότι ο T είναι πεπερασμένος με πι-

θανότητα 1) 'Εστω A σύνολο Borel στον χώρο που παίρνει τιμές κάθε Xt. Θα δείξουμε ότι tXTn P Au P FT .

Για κάθε t ¥ 0 θέτουμε N :� r2nts και έχουμε

tXTn P Au X tT ¤ tu � YN
k�0ptXk{2n P Au X tk2�n ¤ T   pk � 1q2�nu X tT ¤ tuq.

Αυτό γιατί, εφόσον T ¤ t, ο Tn είναι της μορφής k{2n
με k ¤ N.

Τώρα, στην ένωση, έχουμε tXk{2n P Au P Fk{2n � Ft γιατί η ανέλιξη είναι προσαρμοσμένη, ενώ

tk2�n ¤ T   pk � 1q2�nu X tT ¤ tu �

#
tk2�n ¤ T   pk � 1q2�nu αν k ¤ N � 1,

tk2�n ¤ T ¤ tu αν k � N.

Στο σενάριο k ¤ N � 1, γράφουμε tk2�n ¤ T   pk� 1q2�nu � tT   pk� 1q2�nuztT   k2�nu. Αυτό, λόγω

της άσκησης 4.6, ανήκει στην Fpk�1q2�n � Ft. Αντίστοιχο επιχείρημα χρησιμοποιούμε και για το σενάριο

k � N.

'Ασκηση 4.6. Λύση. Για κάθε t ¡ 0 έχουμε

tT   tu � Y8
n�1

"
T ¤ t �

1
n

*
P Ft.

Δικαιολόγηση στην Πρόταση 6.2. (Τυπογραφικό λάθος. Παντού το TA πρέπει να γίνει TC).

Ισχύει η

Ω0 X tTC ¤ tu � Ω0 X At.

[Θα συμβολίζουμε την τιμή της τυχαίας μεταβλητής Bptq στο ω P Ω με Bωptq.]
'Εστω ω στο σύνολο του αριστερού μέλους. Από τον ορισμό του inf, υπάρχει φθίνουσα ακολουθία

ptnqnPN� που συγκλίνει στο TC και Bωptnq P C για κάθε n. Επειδή η Bωpsq είναι συνεχής ως προς s και το
C είναι κλειστό, θα έχουμε BωpTCq P C. Επειδή limsÕTC Bωpsq � BωpTCq P C, για κάθε n P N� υπάρχει

ρητός q P r0,TCs � r0, ts ώστε ||Bωpqq � BωpTCq||   1{n, και άρα ω P At.

'Εστω ω στο σύνολο του δεξιού μέλους. Για κάθε n P N� υπάρχει qn P Q, qn ¤ t ώστε Bωpqnq P Cp1{nq
.

Επειδή το r0, ts είναι συμπαγές, υπάρχει υπακολουθία pqnkqkPN� της pqnqnPN� που συγκλίνει σε ένα τ P r0, ts.
Επίσης, για κάθε k P N� υπάρχει yk P C ώστε ||Bωpqnkq�yk||   1{k. 'Επεται (επειδή η Bωpsq είναι συνεχής)
ότι limkÑ8 yk � Bωpτq. 'Αρα Bωpτq P C̄ � C (C κλειστό), άρα TC ¤ τ ¤ t.


