
Στοχαστικός Λογισμός

Εξέταση 31 Ιανουαρίου 2023

1. (20 Βαθμοί) 'Εστω pΩ,F ,Pq χώρος πιθανότητας, G � F σ-άλγεβρα, και X : Ω Ñ R τυχαία

μεταβλητή με E|X|   8.

(α) Αν η X είναι ανεξάρτητη από την G, να δειχθεί ότι EpX |Gq � EpXq.
(β) Αν EpX2q   8, τότε 0 ¤ EtX EpX |Gqu ¤ EpX2q.
2. (20 Βαθμοί) 'Εστω διήθηση pFkqkPN σε χώρο πιθανότητας pΩ,F ,Pq, και pXkqkPN martingale ως

προς αυτή τη διήθηση.

(α) Η ανέλιξη p|Xk|qkPN είναι martingale, submartingale, ή supermartignale ως προς τη διήθηση

pFkqkPN;

(β) 'Εστω διήθηση pGkqkPN ώστε για κάθε k P N να έχουμεGk � Fk και ότι η Xk είναιGk-μετρήσιμη.

Να δειχθεί ότι η pXkqkPN είναι martingale ως προς τη διήθηση pGkqkPN.

3. (20 Βαθμοί) (α) Για t P r0,8q, το εύρος της κίνησης Brown στο διάστημα r0, ts είναι η τυχαία

μεταβλητή Rt :� suptBs : s P r0, tsu � inftBs : s P r0, tsu � λtBpr0, tsqu. Να δειχθεί ότι για κάθε

t ¡ 0 ισχύει Rt
d� ?

tR1. [λ είναι το μέτρο Lebesgue]
(β) Για κάθε a P R, θέτουμε Ta :� inftt ¥ 0 : Bt � au. Για οποιοδήποτε ε ¡ 0, να υπολογιστεί το

όριο limrÑ8 rεPpTr ¡ r2�2εq.
4. (25 Βαθμοί) (α) Για a P R, ποια η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής B1 � aB4;

(β) Για 0 ¤ s   t, υπολογίστε την EpB2
t |Bsq ως συνάρτηση των s, t, Bs.

(γ) Να δειχθεί ότι η τυχαία μεταβλητή Z :� ³
8

0
Bt

1�t2 dBt είναι καλά ορισμένη. Ποια η μέση τιμή

και ποια η διασπορά της;

5. (20 Βαθμοί) Να υπολογιστούν τα διαφορικά των ανελίξεων

(α) e3Bt (β) sinpBtWtq (γ) eBt
³t

0
1

1�s dBs .

B,W είναι ανεξάρτητες μονοδιάστατες τυπικές κινήσεις Brown.

6. (20 Βαθμοί) 'Εστω η στοχαστική διαφορική εξίσωση

dXt � pc � Xtq dt � e�t dBt για t P p0,8q,
X0 � a,

όπου a, c P R είναι σταθερές.

(α) Από τη μορφή της εξίσωσης, τι περιμένετε να συμβαίνει στην Xt για t μεγάλο.
(β) Βρείτε μια λύση της εξίσωσης. Είναι μοναδική; [Υπόδειξη: Υπολογίστε το διαφορικό της

etXt.]

(γ) Υπάρχει το όριο limtÑ8 Xt κατά κατανομή ή με πιθανότητα 1; Πόσο είναι;

Στα θέματα 3, 4, 6, pBtqt¥0 είναι μονοδιάστατη τυπική κίνηση Brown.

Απαντήστε σε μόνο ένα από τα θέματα 1 και 2.

Οι απαντήσεις να είναι πλήρως αιτιολογημένες.

'Αριστα είναι το 100. Καλή επιτυχία!



Απαντήσεις

2. (α) Η f pxq � |x| είναι κυρτή και E| f pXkq| � E|Xk|   8. Εφαρμόζουμε την Πρόταση 3.7 των

σημειώσεων.

(β) Γενίκευση της άσκησης 3.1 των σημειώσεων.

3. (α) Η ανέλιξη X με Xs :� Bst{
?

t για κάθε s P r0,8q είναι τυπική κίνηση Brown, Bpr0, tsq �?
tXpr0, 1sq, και επομένως

Rt � λtBpr0, tsqu � ?
tλtXpr0, 1squ d� ?

tλtBpr0, 1squ.
Ψιλά γράμματα: Πρέπει να δείξουμε ότι η απεικόνιση T : Cr0,8q Ñ R με T p f q :� λt f pr0, 1squ
είναι μετρήσιμη. Αυτό ισχύει γιατί είναι συνεχής (Στον Cr0,8q έχουμε τη μετρική της ομοιόμορ-

φης σύγκλισης στα συμπαγή). Και αφού οι B, X είναι τυχαίες μεταβλητές με τιμές στο Cr0,8q
και έχουν την ίδια κατανομή, έπεται ότι T pXq d� T pBq.
(β)

PpTr ¡ r2�2εq � PpMr2�2ε   tq � Pp|Br2�2ε |   rq � Ppr1�ε|B1|   rq � Pp|B1|   r�εq

�
» r�ε

�r�ε
fZptq dt

όπου fZ είναι η πυκνότητα της Np0, 1q. Κατά τα γνωστά, εφόσον η fZ είναι συνεχής στο 0 (είναι

παντού βέβαια), limrÑ8 rεPpTr ¡ r2�2εq � 2 fZp0q �
a

2{π.
6. (α) Για μεγάλο t, ο όρος διάχυσης είναι αμελητέος λόγω του e�t

. 'Επειτα ο όρος τάσης οδηγεί

την Xt στο c. Δηλαδή, αν Xt ¡ c, ο όρος τάσης μειώνει την Xt (αφού c� Xt   0), ενώ αν Xt   c, ο
όρος τάσης αυξάνει την Xt (αφού c � Xt ¡ 0). Περιμένουμε λοιπόν limtÑ8 Xt � c.
(β) Λύση η

Xt � ae�t � cp1 � e�tq � e�tBt, t ¥ 0.

Μοναδικότητα με εφαρμογή του Πορίσματος 14.5 των σημειώσεων.


