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Jèma 1.1. 'Estw Σi, i = 1, . . . ,∞ mÐa �peirh (arijm simh) akoloujÐa sunì-
lwn tÔpwn prwtob�jmiac gl¸ssac, ètsi ¸ste gia k�je i, (a) Σi ⊆ Σi+1 kai
(b) to Σi eÐnai suntaktik� anex�rthto, dhlad  kanèna apì ta stoiqeÐa tou Σi

den apodeiknÔetai lamb�nontac wc mh logik� axi¸mata to upìloipa stoiqeÐa
tou Σi, sumbolik�:

(∀φ ∈ Σi)(Σi \ {φ} 6` φ).

Na apodeÐxete ìti suntaktik� anex�rthto eÐnai kai to
⋃∞

i=1 Σi (mh qrhsimopoi-
 sete to je¸rhma orjìthtac-plhrìthtac, oÔte to je¸rhma sump�geiac).

LÔsh. 'Estw

φ ∈
∞⋃
i=1

Σi (1)

kai èstw

∞⋃
i=1

Σi \ {φ} ` φ. (2)

'Ara, apì (2), kai epeid  mÐa tupik  apìdeixh qrhsimopoieÐ ex orismoÔ pepera-
smèna mh logik� axi¸mata, up�rqei peperasmèno sÔnolo Σ′ ètsi ¸ste

Σ′ ` φ (3)

kai epiplèon

Σ′ ⊆
∞⋃
i=1

Σi \ {φ}. (4)

Epeid  ìmwc ∀i,Σi ⊆ Σi+1, sumperaÐnoume apì tic (4) kai (1) ìti ∃i0 ètsi
¸ste

Σ′ ⊆ Σi0 \ {φ}

kai
φ ∈ Σi0 . (5)

Opìte apì (3) prokÔptei ìti

Σi0 \ {φ} ` φ. (6)



Oi sqèseic ìmwc (5) kai (6) antibaÐnoun sth suntaktik  anexarthsÐa tou Σi0 .

Jèma 1.2. 'Estw p�li Σi, i = 1, . . . ,∞ mÐa �peirh (arijm simh) akoloujÐa
sunìlwn tÔpwn prwtob�jmiac gl¸ssac, ètsi ¸ste gia k�je i, (a) Σi ⊆ Σi+1

kai (b) to Σi eÐnai shmasiologik� anex�rthto, dhlad  kanèna apì ta stoiqeÐa
tou Σi den eÐnai logik  sunèpeia twn upìloipwn stoiqeÐwn tou Σi, sumbolik�:

(∀φ ∈ Σi)(Σi \ {φ} 6|= φ).

Na apodeÐxete ìti shmasiologik� anex�rthto eÐnai kai to
⋃∞

i=1 Σi (qrhsimo-
poi ste sump�geia, all� ìqi plhrìthta)

LÔsh. 'Estw

φ ∈
∞⋃
i=1

Σi (7)

kai èstw

∞⋃
i=1

Σi \ {φ} |= φ. (8)

Apì (8) kai ex orismoÔ thc logik c sunepagwg c prokÔptei ìti to sÔnolo

∞⋃
i=1

Σi \ {φ} ∪ {¬φ}

den eÐnai ikanopoi simo, �ra apì to je¸rhma sump�geiac up�rqei peperasmèno
mh ikanopoi simo uposÔnolo {φ1, . . . , φn−1,¬φ} tou

⋃∞
i=1 Σi \ {φ} ∪ {¬φ}

¸ste

φ1, . . . , φn−1 ∈
∞⋃
i=1

Σi \ {φ}. (9)

Epeid  ìmwc ∀i,Σi ⊆ Σi+1, sumperaÐnoume apì tic (9) kai (7) ìti ∃i0 ètsi
¸ste

φ1, . . . , φn−1 ∈ Σi0 \ {φ}
kai

φ ∈ Σi0 . (10)

Opìte, epeid  {φ1, . . . , φn−1,¬φ} eÐnai mh ikanopoi simo, to Ðdio isqÔei kai gia
to sÔnolo Σi0 \ {φ}∪ {¬φ}. Opìte apì ton orismì thc logik c sunepagwg c
prokÔptei ìti

Σi0 \ {φ} |= φ. (11)



Oi sqèseic ìmwc (10) kai (11) antibaÐnoun sth shmasiologik  anexarthsÐa tou
Σi0 .

Jèma 2. 'Estwsan Σ sÔnolo prot�sewn kai φi, i = 0, . . . , n prot�seic
prwtob�jmiac gl¸ssac ètsi ¸ste h prìtash:

(φ1 ∧ · · · ∧ φn)→ φ0

eÐnai ègkurh kai k�je peperasmèno uposÔnolo tou Σ eÐnai ikanopoi simo. Na
apodeÐxete (qwrÐc qr sh sump�geiac) ìti to Ðdio isqÔei gia k�poio apì ta
sÔnola

Σ ∪ {φ0},Σ ∪ {¬φ1}, . . . ,Σ ∪ {¬φn}.

LÔsh. 'Estw ìti to proc apìdeixh den isqÔei. Tìte gia i = 0, . . . , n up�rqoun
peperasmèna uposÔnola Ti ⊂ Σ, ¸ste ta sÔnola

T0 ∪ {φ0}, T1 ∪ {¬φ1}, . . . , Tn ∪ {¬φn}

den eÐnai ikanopoi sima. Opìte mh ikanopoi sima eÐnai kai ta sÔnola

n⋃
i=0

Ti ∪ {φ0},
n⋃

i=0

Ti ∪ {¬φ1}, . . . ,
n⋃

i=0

Ti ∪ {¬φn}. (12)

Ja apodeÐxoume t¸ra ìti mh ikanopoi simo eÐnai kai to
⋃n

i=0 Ti, opìte ja
èqoume telei¸sei diìti to

⋃n
i=0 Ti eÐnai peperasmèno uposÔnolo tou Σ kai ex

upojèsewc eÐnai ikanopoi simo. Pr�gmati èstw ìti up�rqei ermhneÐa A ¸ste

A |=
n⋃

i=0

Ti. (13)

Epeid  kat� thn upìjesh tou jèmatoc, h prìtash

(φ1 ∧ · · · ∧ φn)→ φ0 ≡ (¬φ1) ∨ · · · ∨ (¬φn) ∨ φ0

eÐnai ègkurh, sumperaÐnoume ìti ja eÐnai alhj c sthn ermhneÐa A mÐa toul�qi-
ston ek twn ¬φ1, . . . ,¬φn, φ0. SumperaÐnoume apì thn (13) ìti èna toul�qiston
apì ta sÔnola

n⋃
i=0

Ti ∪ {φ0},
n⋃

i=0

Ti ∪ {¬φ1}, . . . ,
n⋃

i=0

Ti ∪ {¬φn}



eÐnai ikanopoi simo, �topo me b�sh thn (12)
.
Jèma 3. JewroÔme thn ermhneÐa Rpol = 〈R, <, ·, 1〉 (leÐpei h prìsjesh, al-
l� up�rqei o pollaplasiasmìc) kai thn ermhneÐa Rprosj = 〈R, <,+, 0〉 (leÐpei
o pollaplasiasmìc, all� up�rqei h prìsjesh). Na apodeÐxete ìti to sÔnolo
twn fusik¸n arijm¸n N den eÐnai orÐsimo se kamÐa apì tic ermhneÐec autèc.

LÔsh. Oi apeikonÐseic x 7→ x3 kai x 7→ (1/2)x eÐnai automorfismoÐ twn er-
mhnei¸n Rpol = 〈R, <, ·, 1〉 kai Rprosj = 〈R, <,+, 0〉, antÐstoiqa. Amfìterec
ìmwc oi apeikonÐseic autèc den diathroÔn to sÔnolo twn fusik¸n N, dhlad 
den isqÔei ìti x ∈ N ann x3 ∈ N, oÔte x ∈ N ann (1/2)x ∈ N. 'Ara to sÔnolo
N den orÐzetai se opoiad pote apì autèc tic dÔo ermhneÐec.

ShmeÐwsh. To k�je jèma ja bajmologhjeÐ me �rista to 3. Epiplèon, se
k�je jèma pou den perièqei l�jh oÔte perittologÐec ja dojeÐ mis  prìsjeth
mon�da, akìmh kai e�n eÐnai merik¸c aneptugmèno (  kai olìtela kenì).

Kalh Epituqia


