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Jèma 1.1 � 2 mon�dec. JumhjeÐte ìti mÐa jewrÐa T epidèqetai apaloif 
posodeikt¸n ann gia k�je tÔpo φ thc gl¸ssac thc T up�rqei tÔpoc ψ qwrÐc
posodeÐktec ètsi ¸ste T |= (φ↔ ψ). Na apodeÐxete ìti gia na apodèqetai h T
apaloif  posodeikt¸n arkeÐ na up�rqei ψ ìpwc prohgoumènwc gia tÔpouc φ
thc morf c ∀x1 · · · ∀xnχ, ìpou χ di�zeuxh atomik¸n tÔpwn   arn se¸n touc.
Jèma 1.2 � 3 mon�dec. 'Estw dom  A me sÔmpan |A| = N, thc opoÐac
ìlec oi sqèseic RA eÐnai algorijmik� apokrÐsimec (R eÐnai èna opoiod pote
sÔmbolo kathgor matoc thc gl¸ssac thc A) kai ìlec oi sunart seic fA eÐ-
nai algorijmik� upologÐsimec (f eÐnai èna opoiod pote sÔmbolo sunart sewc
thc gl¸ssac thc A). Na apodeÐxete ìti an h ThA epidèqetai apaloif  poso-
deikt¸n kat� algorijmikì trìpo, dhlad  up�rqei algìrijmoc pou dedomènou
tÔpou φ upologÐzei tÔpo ψ qwrÐc posodeÐktec tètoion ¸ste ThA |= (φ↔ ψ),
tìte to ThA eÐnai èna algorijmik� apokrÐsimo sÔnolo prot�sewn.

LÔsh 1.1. Deqìmaste ìti gia k�je tÔpo φ thc morf c ∀x1 · · · ∀xnχ, ìpou
χ di�zeuxh atomik¸n tÔpwn   arn se¸n touc isqÔei ìti:

T |= (φ↔ ψ), gia k�poio ψ qwrÐc posodeÐktec. (1)

Epeid  t¸ra gia tuqaÐouc tÔpouc χ1, χ2, isqÔei ìti

∀x(χ1 ∧ χ2) ≡ (∀xχ1 ∧ ∀xχ2),

kai epeid  k�je tÔpoc qwrÐc posodeÐktec gr�fetai se kanonik  suzeuktik  mor-
f , sumperaÐnoume ìti h (1) isqÔei kai ìtan o φ eÐnai thc morf c ∀x1 · · · ∀xnχ,
ìpou χ tuqaÐoc tÔpoc qwrÐc posodeÐktec. PaÐrnontac t¸ra arn seic, kata-
l goume ìti h (1) isqÔei kai gia tÔpouc φ thc morf c ∃x1 · · · ∃xnχ, ìpou χ
tÔpoc qwrÐc posodeÐktec.

Apì to je¸rhma prodesmeutik c kanonik c morf c (prenex normal form)
gnwrÐzoume ìti k�je tÔpoc eÐnai logik� isodÔnamoc me tÔpo thc morf c

∃x11 · · · ∃x1n1
· · · ∀xk1 · · · ∀xknk

χ,

ìpou χ tÔpoc qwrÐc posodeÐktec. Qrhsimopoi¸ntac ta prohgoÔmena kai e-
pagwg  ston arijmì twn enallag¸n kajolik¸n me uparxiakoÔc posodeÐktec
ston φ sun�goume to zhtoÔmeno.



LÔsh 1.2. JewroÔme prìtash φ thc gl¸ssac thc A. Me b�sh to prohgoÔ-
meno er¸thma kai thn upìjesh gia apaloif  posodeikt¸n kat� algorijmikì
trìpo gia T = ThA, sumperaÐnoume ìti dedomènhc prìtashc φ mporoÔme al-
gorijmik� na broÔme prìtash ψ qwrÐc posodeÐktec ètsi ¸ste:

ThA |= (φ↔ ψ) (2)

(mporoÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac na upojèsoume ìti o ψ sth (2) eÐnai
prìtash, ìpwc h φ, diìti mporoÔme na antikatast soume tic tuqìn eleÔjerec
metablhtèc tou ψ me mÐa stajer� � an h gl¸ssa thc A den perièqei stajerèc,
thn emploutÐzoume prosjètontac mÐa). SumperaÐnoume ìti gia na apodeiqjeÐ
to zhtoÔmeno arkeÐ na apodeÐxoume ìti eÐnai dunatì me algorijmikì trìpo na
apofanjoÔme an A |= ψ gia dedomènh prìtash ψ qwrÐc posodeÐktec. Autì
ìmwc sun�getai apì ta akìlouja:

• k�je prìtash qwrÐc posodeÐktec gr�fetai p.q. wc di�zeuxh suzeÔxewn
atomik¸n prot�sewn   arn sewn touc,

• oi algorijmik� apokrÐsimec sqèseic eÐnai kleistèc gia ènwsh, tom  kai
sumpl rwma kai tèloc,

• oi sqèseic RA eÐnai algorijmik� apokrÐsimec kai oi sunart seic fA eÐnai
algorijmik� upologÐsimec.

Jèma 2.1 � 2 mon�dec. 'Estw L peperasmènh gl¸ssa kai T mÐa sune-
p c jewrÐa prot�sewn thc L. Na apodeÐxete ìti h T mporeÐ na epektajeÐ se
pl rh kai sunep  jewrÐa. Upìdeixh: Jewr ste mÐa arÐjmhsh σ1, σ0, . . . twn
prot�sewn thc L kai prosjèste diadoqik� thn σi   thn (¬σi).
Jèma 2.2 � 3 mon�dec. An epiplèon h T eÐnai algorijmik� apokrÐsimh,
apodeÐxte ìti mporeÐ na epektajeÐ se pl rh, sunep  kai algorijmik� apokrÐ-

simh jewrÐa. Upìdeixh: Jewr ste mÐa algorijmik  arÐjmhsh σ1, σ2, . . . twn
prot�sewn thc L. Parathr ste pr¸ta ìti Ti ∪ {σi+1} sunepèc ann

(τi → (¬σi+1)) 6∈ T,

ìpou τi h sÔzeuxh twn prot�sewn tou (peperasmènou) Ti \ T (jumhjeÐte e-
pÐshc ìti oi prot�seic pou èÐnai logikèc sunèpeiec miac jewrÐac an koun se
aut n). Sth sunèqeia, perigr�yte algìrijmo pou dedomènwn i kai prìtashc χ
apofaÐnetai an χ ∈ Ti.

LÔsh 2.1. OrÐzoume T0 = T kai

Ti+1 =

{
Ti ∪ {σi+1}, an Ti ∪ {σi+1} sunepèc,
Ti ∪ {(¬σi+1)}, alli¸c.

(3)



ParathroÔme ìti o anwtèrw epagwgikìc orismìc odhgeÐ p�ntote se sunep 
sÔnola Ti diìti an Ti eÐnai sunepèc tìte èna toul�qiston ek twn

Ti ∪ {σi+1}, Ti ∪ {(¬σi+1)}

eÐnai sunepèc. OrÐzoume t¸ra T ′ = ∪iTi. Apì to je¸rhma sump�geiac to T ′

eÐnai sunepèc kai me b�sh ton orismì tou eÐnai pl rec. 'Ara to T ′ eÐnai kai
jewrÐa (perièqei ìlec tic prot�seic pou eÐnai logikèc sunèpeièc tou).
LÔsh 2.2. OrÐzoume Ti, i = 0, 1 . . . kai T ′ ìpwc sto prohgoÔmeno er¸thma,

jewr¸ntac ìti h arÐjmhsh σ1, σ2, . . . eÐnai algorijmik . Me b�sh to prohgoÔ-
meno er¸thma, to T ′ eÐnai pl rhc kai sunep c jewrÐa.

ParathroÔme pr¸ta ìti ∀i(|Ti \ T | ≤ i), �ra èqei nìhma na jewr soume
th sÔzeuxh twn prot�sewn sto Ti \ T (an Ti \ T = ∅, tìte jewroÔme ìti h τi
eÐnai mÐa ègkurh prìtash �diìti den suzeugnÔoume k�ti!). Ja apodeÐxoume ìti
Ti∪{σi+1)} eÐnai sunepèc ann (τi → (¬σi+1)) 6∈ T . Pr�gmati epeid  to T eÐnai
jewrÐa (kai epomènwc perièqei wc stoiqeÐa ìlec tic prot�seic pou eÐnai logikèc
sunèpeièc tou), èqoume ìti (τi → (¬σi+1)) 6∈ T ann T 6|= (τi → (¬σi+1)).
EpÐshc epeid  to τi eÐnai h sÔzeuxh twn prot�sewn tou Ti \ T èqoume ìti
T 6|= (τi → (¬σi+1)) ann Ti 6|= (¬σi+1). Apì thn arq  thc apagwg c se �topo
èqoume ìti Ti 6|= (¬σi+1) ann den alhjeÔei ìti to Ti ∪ {σi+1)} eÐnai asunepèc,
dhlad  ann Ti ∪ {σi+1)} eÐnai sunepèc.

T¸ra, gia thn algorijmik  apokrisimìthta thc T ′, pr¸ta ja perigr�youme
anadromikì algìrijmo pou dedomènwn i kai prìtashc χ apofaÐnetai an χ ∈ Ti.
Gia i = 0 qrhsimopoioÔme thn upìjesh ìti h T0 = T eÐnai algorijmik� apo-
krÐsimh. Gia i + 1 > 0, o algìrijmoc perigr�fetai wc ex c: An χ den eÐnai
oÔte σi+1, oÔte (¬σi+1), tìte elègqoume an χ ∈ Ti. An ìmwc χ eÐnai σi+1,  
(¬σi+1), tìte elègqoume an (τi → ¬σi+1) ∈ T kai apofainìmaste sÔmfwna me
ton orismì tou Ti+1 (qrhsimopoi¸ntac ìti to Ti+1 eÐnai sunepèc). Epomènwc
sun�getai ìti T ′ eÐnai algorijmik� arijm simo. H algorijmik  apokrisimìtht�
tou eÐnai t¸ra sunèpeia thc plhrìtht�c tou.


