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Jèma 1 � 6 mon�dec. 'Estw L mÐa peperasmènh prwtob�jmia gl¸ssa me
isìthta pou perièqei wc mìna logik� sÔmbola kathgorhmatik� sÔmbola kai
sÔmbola stajer¸n. 'Estwsan akìmh φ prìtash kai A dom  (ermhneÐa) thc L.
1a. IsqÔei ìti an A |= φ tìte gia k�je peperasmènh upodom  A′ thc A,
A′ |= φ?
1b. IsqÔei to antÐstrofo tou 1a?
1g. Na apodeÐxete ìti an h φ perièqei mìnon kajolikoÔc posodeÐktec sthn
kanonik  prodesmeutik  thc morf  tìte isqÔei to 1a.
1d (to duskolìtero). Na apodeÐxete an h φ perièqei mìnon kajolikoÔc
posodeÐktec (sthn kanonik  prodesmeutik  thc morf ) tìte isqÔei kai to an-
tÐstrofo tou 1a. Upìdeixh: EmploutÐste thn L eis�gontac èna nèo sÔmbolo
stajer�c ca gia k�je stoiqeÐo a ∈ A (A to sÔmpan thc A). Gr�yte prot�seic
pou ekfr�zoun ìlec tic idiìthtec thc A pou ekfr�zontai me atomikoÔc tÔpouc
kai sth sunèqeia efarmìste to Je¸rhma Sump�geiac sto kat�llhlo sÔnolo
prot�sewn.

LÔsh.1a. Den isqÔei. JewroÔme gl¸ssa L pou perièqei mìnon èna dimelèc
kathgorhmatikì sÔmbolo< kai dom  A gia thn L pou eÐnai gn sia olik  di�taxh
kai den èqei mègisto stoiqeÐo. Tìte h A ikanopoieÐ thn prìtash ∀x∃y(x < y),
all� h prìtash aut  den ikanopoieÐtai se opoiad pote peperasmènh upodom 
thc A, diìti mÐa olik  di�taxh se peperasmèno sÔnolo èqei p�ntote mègisto
stoiqeÐo.
1b. Den isqÔei. jewroÔme th dom  A tou prohgoumènou erwt matoc kai thn
prìtash ∃y∀x(x 6= y → x < y) (up�rqei mègisto stoiqeÐo). H prìtash aut 
ikanopoieÐtai se opoiad pote peperasmènh upodom  thc A, all� ìqi sthn Ðdia
thn A.
1g. JewroÔme prìtash φ pou perièqei mìnon kajolikoÔc posodeÐktec. Ja
apodeÐxoume k�ti elafr¸c isqurìtero: An φ tÔpoc thc L se kanonik  pro-
desmeutik  morf  pou perièqei mìnon kajolikoÔc posodeÐktec tou opoÐou oi
eleÔjerec metablhtèc eÐnai metaxÔ twn x1, . . . xn, an epÐshc a1, . . . , an ∈ A
kai an A′ peperasmènh upodom  thc A me a1, . . . , an ∈ A′ (A′ to sÔmpan thc
A′) kai A |= φ[a1, . . . , an], tìte A′ |= φ[a1, . . . , an]. H apìdeixh ja gÐnei me
epagwg  sto pl joc twn kajolik¸n posodeikt¸n tou tÔpou φ.

An to pl joc twn kajolik¸n posodeikt¸n eÐnai 0 (den up�rqoun poso-
deÐktec ston φ) tìte upojètoume ìti φ eÐnai se kanonik  suzeuktik  morf 
kai efarmìzoume epagwg  sth dom  tou. EÐnai profanèc ti ja k�noume an o



φ prokÔptei me thn efarmog  enìc protasiakoÔ sundèsmou ∧   ∨ apì �llo
aploÔsterh tÔpo. An p�li o φ eÐnai atomikìc   �rnhsh atomikoÔ, tìte p�li to
zhtoÔmeno eÐnai profanèc diìti sthn A′ oi ermhneÐec twn kathgorhmatik¸n sum-
bìlwn eÐnai oi periorismoÐ twn ermhnei¸n twn antÐstoiqwn kathgorhmatik¸n
sumbìlwn sthn A.

Gia th sunèqeia thc epagwgik c apìdeixhc, upojètoume ìti o φ eÐnai thc
morf c ∀yk+1 · · · ∀y1ψ(y1, . . . , yk+1, x1, . . . , xn) kai èstw ìti

A |= ∀yk+1 · · · ∀y1ψ(y1, . . . , yk+1, x1, . . . , xn)[a1, . . . , an].

Apì ton orismì tou Tarski èqoume tìte ìti gia k�je b ∈ A

A |= ∀yk · · · ∀y1ψ(y1, . . . , yk+1, x1, . . . , xn)[b, a1, . . . , an],

pìte apì thn epagwgik  upìjesh, gia k�je b ∈ A′,

A′ |= ∀yk · · · ∀y1ψ(y1, . . . , yk+1, x1, . . . , xn)[b, a1, . . . , an],

opìte p�li me b�sh ton orismì Tarski,

A′ |= ∀yk+1 · · · ∀y1ψ(y1, . . . , yk+1, x1, . . . , xn)[a1, . . . , an].

1d. JewroÔme p�li prìtash φ pou perièqei mìnon kajolikoÔc posodeÐktec
(sthn prodesmeutik  kanonik  morf ). EmploutÐzoume th gl¸ssa L eis�gon-
tac èna nèo sÔmbolo stajer�c ca gia k�je a ∈ A kai èstw L′ h nèa gl¸ssa.
JewroÔme th A wc dom  thc L′ ermhneÔontac tic ca wc a, gia k�je a ∈ A. 'E-
stw Σ to sÔnolo twn atomik¸n prot�sewn thc L′,   arn sewn touc, oi opoÐec
epalhjeÔontai sthn A .

Ja apodeÐxoume pr¸ta ìti èna opoiod pote peperasmèno uposÔnolo T tou
Σ∪{φ} eÐnai ikanopoi simo. JewroÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti φ ∈ T .
'Estw {ca1 , . . . , can} oi nèec stajerèc pou emfanÐzontai sto T . JewroÔme pe-
perasmènh upodom  A′ thc A sthn arqik  gl¸ssa L, ètsi ¸ste to A′ (sÔmpan
thc A′) perièqei ta a1, . . . , an. Gia na jewrhjeÐ h A′ wc dom  sthn emplouti-
smènh gl¸ssa L′, ermhneÔoume tic nèec stajerèc ca1 , . . . , can wc a1, . . . , an,
antÐstoiqa, kai tic upìloipec nèec stajerèc aujaÐreta (ta logik� sÔmbola thc
arqik c gl¸ssac L ermhneÔontai sthn A′ me ton trìpo pou prokÔptei apì to
gegonìc ìti h A′ upodom  thc A sth gl¸ssa L). Ex upojèsewc A′ |= φ.
EpÐshc epeid  ta stoiqeÐa tou T plhn thc φ eÐnai atomikèc prot�seic,   arn -
seic touc, kai perièqoun mìno ta ta ca1 , . . . , can apì ta nèa sÔmbola thc L′

kai epeid  A′ upodom  thc A sth gl¸ssa L, sumperaÐnoume ìti A′ |= T . 'Ara
pr�gmati to T eÐnai ikanopoi simo.



Apì to Je¸rhma Sump�geiac t¸ra èqoume ìti to Σ∪ {φ} eÐnai ikanopoi -
simo. 'Estw B dom  thc gl¸ssac L′ ètsi ¸ste B |= Σ. 'Ara

B |= φ. (1)

Epeid  t¸ra h gl¸ssa L′ perièqei èna sÔmbolo stajer�c ca gia k�je a ∈ A
kai epeid  cAa = a kai epeid  tèloc to Σ perièqei ìlec tic atomikèc prot�seic
  arn seic touc thc gl¸ssac L′ pou epalhjeÔontai sthn A sumperaÐnoume ìti
h dom  B perièqei wc upodom  èna isomorfikì antÐgrafo B′ thc A. Epeid 
h φ èqei mìno kajolikoÔc posodeÐktec mporoÔme na sumper�noume me thn Ðdia
akrib¸c apìdeixh ìpwc to (1g) (de qrhsimopoi same ekeÐ ìti h upodom  A′

eÐnai peperasmènh) ìti h (1) parap�nw sunep�getai ìti B′ |= φ. 'Ara lìgw
isomorfÐac, A |= φ.

Jèma 2 � 4 mon�dec. ApodeÐxte ìti èna uposÔnolo A twn pragmatik¸n R
perièqei mègisto stoiqeÐo (wc uposÔnolo tou R) an èqei el�qisto �nw fr�gma
wc uposÔnolo twn mh sumbatik¸n pragmatik¸n ∗R.
Upìdeixh: Jewr ste to sumbatikì mèroc enìc elaqÐstou �nw fr�gmatoc tou
A (prosoq  ìmwc autì mporeÐ na eÐnai mikrìtero, megalÔtero   Ðso me to m -
apìdeix  sac prèpei na kalÔptei ìlec tic peript¸seic). Ja p�roun mìria mìnon
apolÔtwc orjoÐ, akribeÐc, pl rwc tekmhriwmènoi kai grammènoi me katanohtì
trìpo sullogismoÐ oi opoÐoi kateujÔnontai proc th lÔsh.

LÔsh. 'Estw ìti to A èqei el�qisto �nw fr�gma m ∈ ∗R kai èstw st(m)
to sumbatikì mèroc kai dm to apeirostì mèroc tou m (to dm mporeÐ na eÐnai
jetikì, arnhtikì   0). An m ∈ A èqoume profan¸c telei¸sei. 'Estw loipìn
ìti ∀x ∈ A(m > x).

Ja deÐxoume tìte pr¸ta ìti

∀x ∈ A(st(m) ≥ x). (2)

Pr�gmati, èstw ìti gia k�poio x0 ∈ A

x0 > st(m). (3)

Tìte epeid  m = st(m) + dm > x0 sumperaÐnoume apì thn (3) ìti

dm > x0 − st(m) > 0.

Autì ìmwc eÐnai �topo epeid  st(m)−x0 eÐnai jetikìc sumbatikìc pragmatikìc
kai dm apeirostì.

SuneqÐzoume èqontac thn (2). Ja apodeÐxoume ìti st(m) ∈ A opìte ja
èqoume telei¸sei. 'Estw ìti

∀x ∈ A(st(m) > x). (4)



JewroÔme t¸ra tuqìn jetikì apeirostì i tètoio ¸ste

i/2 > −dm. (5)

Tìte apì thn (4) kai ton orismì tou apeirostoÔ èqoume ìti

∀x ∈ A(st(m)− x > i > 0). (6)

'Ara epeid  st(m) = m−dm, èqoume apì thn (6) ìti ∀x ∈ A(m−dm−x > i),
�ra qrhsimopoi¸ntac kai thn (5) èqoume ìti ∀x ∈ A(m−i/2 > x+dm+i/2 >
x). Epomènwc to m − i/2 epÐshc �nw fr�gma tou A, �topo, diìti upojèsame
ìti to m eÐnai el�qisto �nw fr�gma.


