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Εισαγωγή: Θεωρήστε δορυφόρο μάζας m. Οι συντεταγμένες του δορυφόρου είναι (x, y) ως πρός
Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, η ισοδύναμα (r, θ) ως προς σύστημα πολικών συντεταγμένων. Για
να απλοποιήσουμε το πρόβλημα θεωρούμε τον δορυφόρο ως υλικό σημείο με m = 1 και υποθέτουμε ότι
η κυκλική κίνηση περιορίζεται σε επίπεδο με κέντρο τη γη. Ο δορυφόρος ελέγχει την τροχιά του με δύο

ανεξάρτητες δυνάμεις u1 και u2 στην ακτινική και εφαπτομενική διεύθυνση, αντίστοιχα. Ο νόμος του
Νεύτωνα δίνει

r̈ = u1 + u2 + f
g

όπου f
g
η δύναμη του πεδίου βαρύτητας

f
g
= − k

r2
r

r

και k > 0 σταθερά. ΄Εστω σύστημα πολικών συντεταγμένων με κέντρο τον δορυφόρο που ορίζεται απο
τα μοναδιαία διανύσματα ur και uθ στην ακτινική και εφαπτομενική διεύθυνση, αντίστοιχα, δηλ.

ur = (cos θ sin θ)T , uθ = (− sin θ cos θ)T

Επομένως

r = rur, u1 = u1ur, u2 = u2uθ, f
g
= − k

r2
ur

r

θ

u
r

u
θ

Σχήμα 1: Δορυφόρος σε κυκλική τροχειά

΄Ασκηση 1 - Παραγωγή μοντέλου καταστάσεων χώρου, γραμμικοποίηση: (α)

Αναλύοντας την διανυσματική εξίσωση που αντιστοιχεί στον νόμο του Νεύτωνα στην ακτινική και

εφαπτομενική διεύθυνση, δείξτε ότι:

r̈(t) = r(t)θ̇2(t)− k

r2(t)
+ u1(t)

θ̈(t) = −2ṙ(t)θ(t)

r(t)
+

1

r(t)
u2(t)

Αν u1(t) = u2(t) = 0, t ≥ 0 και οι αρχικές συνθήκες είναι r(0) = r0, ṙ(0) = 0, θ(0) = θ0 και θ̇(0) = ω0,

δείξτε ότι οι παραπάνω εξισώσεις έχουν λύση:

r(t) = r0, θ̇(t) = ω0 ⇒ θ(t) = ω0t+ θ0, ω0 =

√
k

r30
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που αντιστοιχεί σε κυκλική τροχειά με σταθερή γωνιακή ταχύτητα. (β) Αν οι μεταβλητές κατάστασης

επιλεγούν ως: x1 = r, x2 = ṙ, x3 = θ, x4 = θ̇, δείξτε οτι:

ẋ1 = x2

ẋ2 = x1x
2
4 −

k

x21
+ u1

ẋ3 = x4

ẋ4 = −2x2x4
x1

+
u2
x1

και ότι η γραμμικοποιημένη μορφή των εξισώσεων αυτών γύρω από την λύση του συστήματος που ορίστηκε

στο (α) με u1(t) = u2(t) = 0 είναι:
ż1
ż2
ż3
ż4

 =


0 1 0 0

3ω2
0 0 0 2r0ω0

0 0 0 1

0 −2ω0
r0

0 0




z1
z2
z3
z4

+


0 0
1 0
0 0
0 1

r0

(
v1
v2

)

΄Ασκηση 2 - Ιδιοτιμές, (γενικευμένα) ιδιο-διανύσματα, εκθετικός πίνακας και

συνάρτηση μεταφοράς: (α) Υπολογίστε αναλυτικά την μορφή Jordan του πίνακα A του

γραμμικοποιημένου μοντέλου και τον εκθετικό πίνακα eAt
. Εξετάστε αν το αυτόνομο σύστημα είναι

ασυμπτωτικά ευσταθές και ευσταθές κατά Lyapunov. (β) Υπολογίστε αναλυτικά τις μεταβλητές

κατάστασης zi(t) του γραμμικοποιημένου συστήματος ως συνάρτηση του χρόνου, αν: (i) u1(t) = v1(t) =
δ(t) και u2(t) = v2(t) = 0, και (ii) u1(t) = v1(t) = 0 και u2(t) = v2(t) = δ(t), όπου δ(t) είναι η μοναδιαία
συνάρτηση κρούσης (ώθησης). Υποθέστε ότι θ(0) = 0 (και επομένως z(0) = 0). (γ) Υπολογίστε
την συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος με δύο εισόδους (ακτινική και εφαπτομενική ώθηση) και δύο

εξόδους (r(t) και θ̇(t)). [(δ) Αν έχετε πρόσβαση στην Matlab επιβεβαιώστε τα αποτελέσματα σας με
χρήση των εντολών: jordan.m και expm.m για επιλεγμένες τιμές των μεταβλητών r0 (π.χ r0 = 1 και ω0

(π.χ. ω0 = 1. Χρησιμοποιήστε τα αρχεία askhsha.m και askhshb.m.]

΄Ασκηση 3 - Ελεγξιμότητα, Παρατηρησιμότητα: Κατασκευάστε τους πίνακες ελεγξιμότητας

και παρατηρησιμότητας του συστήματος. Εξετάστε τις ιδιότητες ελεγξιμότητας με χρήση των παρακάτω

εισόδων: (i) αποκλειστικά ακτινικής ώθησης, (ii) αποκλειστικά εφαπτομενικής ώθησης, και (iii)
ταυτόχρονα ακτινικής και εφαπτομενικής ώθησης. Εξετάστε επίσης τις ιδιότητες παρατηρησιμότητας του

συστήματος με μετηρήσεις των μεταβλητών: (i) r(t), (ii) θ̇(t), και (iii) r(t) και θ̇(t). Απλοποιήστε τους
υπολογισμούς σας επιλέγοντας r0 = 1 και ω0 = 1.

΄Ασκηση 4 - Ανάδραση καταστάσεων: Βρείτε ανάδραση καταστάσεων για το γραμμικοποιημένο

σύστημα έτσι ώστε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο κλειστού βρόγχου να είναι (s + 1)4 υποθέτοντας ότι
το σύστημα έχει δύο είσόδους (ακτινική και εφαπτομενική ώθηση). Απλοποιήστε πάλι τους υπολογισμούς

σας επιλέγοντας r0 = 1 και ω0 = 1.

Σημείωση: (Γραμμικοποίηση Δυναμικού Συστήματος Antsaklis, Michel): ΄Εστω
δυναμικό σύστημα:

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),

όπου f : R ×D1 ×D2 → Rn
και D1 ⊆ Rn

, D1 ⊆ Rm
. Αν f ∈ C1(R ×D1 ×D2,Rn) και αν ϕ(t) είναι

λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης, πού οριζεται για κάθε t ∈ R, αρχική συνθήκη x0 και δοσμένη
συνάρτηση ψ ∈ C(R,Rm), δηλ.

ϕ̇(t) = f(t, ϕ(t), ψ(t)), t ∈ R
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τότε το σύστημα γραμμικοποιείται ως εξής: Ορίζουμε z(t) = x(t)− ϕ(t) και v(t) = u(t)− ψ(t). Τότε

dz(t)

dt
= ż = ẋ− ϕ̇(t) = f(t, x, u)− f(t, ϕ(t), ψ(t))

=
∂f

∂x
(t, ϕ(t), ψ(t))z +

∂f

∂u
(t, ϕ(t), ψ(t))v + F1(t, z, u) + F2(t, v)

όπου

F1(t, z, u) = f(t, z + ϕ(t), u)− f(t, ϕ(t), u)− ∂f

∂x
(t, ϕ(t), ψ(t))z

είναι τάξης o(∥z∥) καθώς ∥z∥ → 0, ομοιόμορφα ως προς t σε συμπαγή υποσύνολα του R γιά σταθερό u,
δηλ. για σταθερό u και κάθε συμπαγές υποσύνολο I ⊆ R,

lim
∥z∥→0

(
sup
t∈I

∥F1(t, z, u)∥
∥z∥

)
= 0,

και όπου

F2(t, v) = f(t, ϕ(t), v + ψ(t))− f(t, ϕ(t), ψ(t))− ∂f

∂u
(t, ϕ(t), ψ(t))v

είναι τάξης o(∥v∥) καθώς ∥v∥ → 0, ομοιόμορφα ως προς t σε συμπαγή υποσύνολα του R, δηλ. για κάθε
συμπαγές υποσύνολο I ⊆ R,

lim
∥v∥→0

(
sup
t∈I

∥F2(t, v)∥
∥v∥

)
= 0,

και όπου ∂f/∂x(·) και ∂f/∂u(·) είναι οι Ιακωβιανοί πίνακες της f ως προς x και u, αντίστοιχα, δηλ.,

∂f

∂x
(t, x, u) =


∂f1
∂x1

(t, x, u) · · · ∂f1
∂xn

(t, x, u)
.
.
.

.

.

.

∂fn
∂x1

(t, x, u) · · · ∂fn
∂xn

(t, x, u)

 ,
∂f

∂u
(t, x, u) =


∂f1
∂u1

(t, x, u) · · · ∂f1
∂um

(t, x, u)
.
.
.

.

.

.

∂fn
∂u1

(t, x, u) · · · ∂fn
∂um

(t, x, u)

 .

Θέτοντας:

∂f

∂x
(t, ϕ(t), ψ(t)) = A(t)

∂f

∂u
(t, ϕ(t), ψ(t)) := B(t)

έχουμε:

ż(t) = A(t)z(t) +B(t)v(t) + F1(t, z, u) + F2(t, v)

και

ż(t) = A(t)z(t) +B(t)v(t)

είναι το αντίστοιχο γραμμικοποιημένο σύστημα γύρω από την λύση ϕ(t) και την συνάρτηση εισόδου ψ(t).

Στην περίπτωση της άσκησης έχουμε (θέτοντας θ0 = 0):

ϕ(t) =


r0
0
ω0t
ω0

 ⇒ z(t) =


r(t)− r(0)

ṙ(t)
θ(t)− ω0t

θ̇(t)− ω0

 ⇒ z(0) =


0
0
0
0


και ψ(t) = 0 ⇒ v1(t) = u1(t) και v2(t) = u2(t).

Γ. Χαλικιάς, 1 Ιουλίου 2025
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