
ΜΑΘΗΜΑ 9, ΛΥΣΕΙΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

2. Να ϐρεθεί η ευθεία που ορίζουν τα σηµεία [0,0,1] και [1,1,1].

Απάντηση. Τα διανύσµατα (0,0,1) και (1,1,1) δεν είναι συγγραµµικά, άρα ορίζουν
διαφορετικά σηµεία [0, 0, 1] , [1, 1, 1] ∈ P. Εποµένως, ορίζεται µια µοναδική ευθεία
< a, b, c >= [0, 0, 1] ∨ [1, 1, 1]. Επειδή

[0, 0, 1] ∈< a, b, c >⇔ (0, 0, 1) ⊥ (a, b, c)
[1, 1, 1] ∈< a, b, c >⇔ (1, 1, 1) ⊥ (a, b, c)

παίρνουµε ότι το (a, b, c) είναι παράλληλο µε το εξωτερικό γινόµενο (0, 0, 1)×(1, 1, 1).
΄Αρα

< a, b, c >=< [0, 0, 1] × [1, 1, 1] >=< −1, 1, 0 >=< 1,−1, 0 > .

4. Να ϐρεθεί η τοµή των ευθειών
(α) < 1, 1,−2 > και < 3, 3,−6 >.
(ϐ) < 1, 0, 1 > και < 0, 1, 0 >.

Απάντηση. (α) Παρατηρούµε ότι (3,3,-6)=3(1,1,-2), άρα < 1, 1,−2 >=< 3, 3,−6 >,
και δεν ορίζεται σηµείο τοµής.

(ϐ) Τα διανύσµατα (1,0,1) και (0,1,0) δεν είναι συγγραµµικά, άρα ορίζουν διαφο-
ϱετικές ευθείες < 1, 0, 1 >,< 0, 1, 0 > και ορίζεται µονοσήµαντα η τοµή

[x, y, z] =< 1, 0, 1 > ∧ < 0, 1, 0 > .

1ος υπολογισµός: Επειδή

[x, y, z] ∈< 1, 0, 1 > και [x, y, z] ∈< 0, 1, 0 >

παίρνουµε {
x + z = 0

y = 0

}
⇒

{
x = −z
y = 0

}
⇒ (x, y, z) = (x, 0,−x)

µε x , 0, δηλ.
[x, y, z] = [1, 0,−1].

2ος υπολογισµός: Επειδή

[x, y, z] ∈< 1, 0, 1 >⇔ (x, y, z) ⊥ (1, 0, 1)
[x, y, z] ∈< 0, 1, 0 >⇔ (x, y, z) ⊥ (0, 1, 0)
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έχουµε ότι το (x, y, z) είναι παράλληλο µε το εξωτερικό γινόµενο (1, 0, 1) × (0, 1, 0),
άρα

[x, y, z] = [(1, 0, 1) × (0, 1, 0)] = [−1, 0, 1].

Παρατηρείστε ότι [1,0,-1] = [-1,0,1].

6. Να ϐρεθούν τα σηµεία της ευθείας < 1, 0, 1 >.

Απάντηση. Παρατηρούµε ότι

[x, y, z] ∈< 1, 0, 1 > ⇔ x + z = 0 ⇔ z = −x

⇔ [x, y, z] = [x, y,−x]

µε (x, y) , (0, 0).
Για x , 0, [x, y,−x] = [1, y/x,−1] = [1, a,−1], a ∈ R.
Για y , 0, [x, y,−x] = [x/y, 1,−x/y] = [a, 1,−a], a ∈ R.

8. Να ϐρεθούν οι ευθείες που ανήκουν στην δέσµη J([1,−1, 0]).

Απάντηση. ΄Εστω < a, b, c >∈ J([1,−1, 0]). Τότε

[1,−1, 0] ∈< a, b, c >⇔ a − b = 0 ⇔ a = b,

οπότε < a, b, c >=< a, a, c >, µε (a, c) , (0, 0).
Για a , 0, < a, a, c >=< 1, 1, c/a >=< 1, 1, t >, t ∈ R.
Για c , 0, < a, a, c >=< a/c, a/c, 1 >=< t, t, 1 >, t ∈ R.
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