
ΜΑΘΗΜΑ 15, ΛΥΣΗ ΑΣΚΗΣΗΣ

ΑΣΚΗΣΗ. (α) Γιατί το επίπεδο των 7 σηµείων παραλείπεται στην Πρόταση 1;

(ϐ) Να ελέγξετε αν η Πρόταση 2 ισχύει στο επίπεδο των 7 σηµείων.

Απάντηση. (α) ∆ιότι η Πρόταση 1 δεν ισχύει στο π.ε. των 7 σηµείων : Για κάθε κέντρο

και άξονα, υπάρχει ακριβώς µία οµολογία, η (id, id). Αν µια έπαρση δεν είναι η

(id, id), δεν µπορεί να γραφτεί σαν σύνθεση οµολογιών.

(ϐ) Θεωρούµε το π.ε. των 7 σηµείων όπως στο επόµενο σχήµα:

΄Εστω ℓ = CEG και (φ,ψ), (σ, τ) ∈ E(ℓ). Αν οι (φ,ψ) και (σ, τ) έχουν το ίδιο κέντρο

X ∈ ℓ, τότε

(σ, τ) ◦ (φ, ψ) ∈ E(X, ℓ) ≤ E(ℓ)

και το Ϲητούµενο ισχύει. ΄Εστω ότι έχουν διαφορετικό κέντρο, π.χ. έστω (φ, ψ) ∈

E(C, ℓ) και (σ, τ) ∈ E(E, ℓ). Αν τουλάχιστον η µία από τις δύο είναι η ταυτοτική, το
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αποτέλεσµα είναι τετριµµένο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι

φ(C) = σ(C) = C, φ(E) = σ(E) = E, φ(G) = σ(G) = G

φ(A) = B, φ(B) = A, φ(D) = F, φ(F ) = D

σ(A) = D, σ(D) = A, σ(B) = F, σ(F ) = B

Ισχυριζόµαστε ότι η σύνθεση (χ, ω) = (σ, τ) ◦ (φ,ψ) έχει κέντρο G. Πράγµατι :

ω(ℓ) = τ(ψ(ℓ)) = τ(ℓ) = ℓ

χ(A) = σ(φ(A)) = σ(B) = F ⇒

ω(AFG) = χ(A) ∨ χ(G) = F ∨ G = AFG

χ(B) = σ(φ(B)) = σ(A) = D ⇒

ω(BDG) = χ(B) ∨ χ(G) = D ∨ G = BDG

άρα η ω αφήνει τις ευθείες που περνούν από το G αναλλοίωτες και το G είναι κέντρο.

Επειδή G ∈ CEG, η σύνθεση δύο επάρσεων µε άξονα ℓ είναι έπαρση µε τον ίδιο

άξονα, άρα η E(ℓ) είναι υποοµάδα της οµάδας όλων των συγγραµµικοτήτων.

∆είχνουµε ότι είναι αβελιανή µε υπολογισµό των τιµών και των δύο συνθέσεων σε

όλα τα σηµεία που δεν ανήκουν στον άξονα :

σ(φ(A)) = σ(B) = F, φ(σ(A)) = φ(D) = F

σ(φ(B)) = σ(A) = D, φ(σ(B)) = φ(F ) = D

σ(φ(D)) = σ(F ) = B, φ(σ(D)) = φ(A) = B

σ(φ(F )) = σ(D) = A, φ(σ(F )) = φ(B) = A

που ολοκληρώνει την απόδειξη.
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