
ΜΑΘΗΜΑ 22, ΛΥΣΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

1. ΄Εστω P1, P2 προβολικά επίπεδα Desargues και R1, R2 οι διαιρετικοί τους
δακτύλιοι. Να εξετάσετε αν κάθε ισοµορφισµός προβολικών επιπέδων f ≡ (φ,ψ) :
P1 → P2 εισάγει ένα ισοµορφισµό δακτυλίων F (f ) : R1 → R2 έτσι ώστε :

(i) Αν P1 = P2 και f = id, τότε F (id) = id.
(ii) Αν P3 επίσης προβολικό επίπεδο Desargues και g : P2 → P3 ισοµορφισµός

προβολικών επιπέδων, τότε F (g ◦ f ) = F (g) ◦ F (f ).

Απάντηση. Υποθέτουµε ότι ο δακτύλιος R1 ορίζεται από το σχήµα του Μαθήµατος
16, σελ. 1, δηλ. R1 = J(k)\{S} ⊆ P1, µε πραξεις (+, ·) που ορίζονται από τις επάρσεις
E(S, `) και τις οµολογίες H(O, `). Θέτουµε

k
′ = ψ(k), `

′ = ψ(`)
S
′ = φ(S), O

′ = φ(O)

Τότε ο δακτύλιος R2 ορίζεται από το αντίστοιχο σχήµα των k′, `′, S′, O′, δηλ.
R2 = J(k′) \ {S′} ⊆ P2, µε πραξεις (⊕, ∗) που ορίζονται από τις επάρσεις E(S′, `′) και
τις οµολογίες H(O′, `′). Αν f = (φ,ψ), ϑέτουµε

F (f ) = φ|R1 : R1 −→ R2.

Η F (f ) είναι 1-1 και επί. Για να δείξουµε ότι είναι ισοµορφισµός δακτυλίων αρκεί
να δείξουµε ότι διατηρεί τις πράξεις. ΄Εστω P, Q ∈ R1. Θδο

φ(P + Q) = φ(P) ⊕ φ(Q).

Συµβολίζουµε P ′ = φ(P), Q′ = φ(Q). Ισοδύναµα, ϑδο

φ(P + Q) = εP′(Q′).

Πρώτα ϐρίσκουµε γραφικά την εικόνα P + Q = εP(Q). Προς τούτο, παίρνουµε ένα
τυχαίο X ∈ P1, µε X < k, X < `. Για την εικόνα Y = εP(X ) έχουµε

Y = εP(X ) = (S ∨ X ) ∧ [P ∨ (` ∧ (O ∨ X ))].
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΄Εστω X ′ = φ(X ). Αντίστοιχα, για την εικόνα ε′
P′

(X ′) έχουµε

ε′
P′

(X ′) = (S′ ∨ X ′) ∧ [P ′ ∨ (`′ ∧ (O′ ∨ X ′))]

= (φ(S) ∨ φ(X )) ∧ [φ(P) ∨ (ψ(`) ∧ (φ(O) ∨ φ(X )))]

= ψ(S ∨ X ) ∧ [φ(P) ∨ (ψ(`) ∧ ψ(O ∨ X ))]

= ψ(S ∨ X ) ∧ [φ(P) ∨ φ(` ∧ (O ∨ X ))]

= ψ(S ∨ X ) ∧ ψ(P ∨ (` ∧ (O ∨ X )))

= φ((S ∨ X ) ∧ (P ∨ (` ∧ (O ∨ X )))

= φ(Y )

Τώρα µε την ϐοήθεια του Ϲεύγους (X, Y = εP(X )), ϐρίσκουµε

P + Q = εP(Q) = k ∧ [Y ∨ (` ∧ (X ∨ Q))]

ενώ, µε την ϐοήθεια των (X ′ = φ(X ), Y ′ = φ(Y )), ϐρίσκουµε

P
′ ⊕ Q′ = ε′

P′
(Q′)

= ψ(k) ∧ [φ(Y ) ∨ (ψ(`) ∧ (φ(X ) ∨ φ(Q)))]

= ψ(k) ∧ [φ(Y ) ∨ (ψ(`) ∧ (ψ(X ∨ Q)))]

= ψ(k) ∧ [φ(Y ) ∨ φ(` ∧ (X ∨ Q))]

= ψ(k) ∧ [ψ(Y ∨ (` ∧ (X ∨ Q))]

= φ(k ∧ [Y ∨ (` ∧ (X ∨ Q))]

= φ(P + Q)

που είναι το Ϲητούµενο.
Με την ίδια µέθοδο δείχνουµε και ότι

φ(P · Q) = φ(P) ∗ φ(Q).

Τέλος παρατηρούµε ότι
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(i) Αν P1 = P2 = P και f = id = (idP, idL), τότε

F (id) = idP|R1 = idR1.

(ii) Αν P3 επίσης προβολικό επίπεδο Desargues και g = (σ, τ) : P2 → P3 ισοµορ-
ϕισµός προβολικών επιπέδων, τότε

F (g ◦ f ) = (σ ◦ φ)|R1 = σ |R2 ◦ φ|R1 = F (g) ◦ F (f ).

2. Να διατυπώσετε και να εξετάσετε τα προηγούµενα ερωτήµατα, αν ξεκινάµε
από ισοµορφισµό των δακτυλίων R1 και R2 και αναζητούµε ισοµορφισµό των P2(R1)
και P2(R2).

∆ιατύπωση. ΄Εστω f : R1 → R2 ένας ισοµορφισµός διαιρετικών δακτψλίων. Να
εξετάσετε αν ο f εισάγει ένα ισοµορφισµό προβολικών επιπέδων Desargues F (f ) :
P2(R1)→ P2(R2) έτσι ώστε :

(i) Αν R1 = R2 και f = id, τότε F (id) = id.
(ii) Αν R3 επίσης διαιρετικός δακτύλιος και g : R2 → R3 ισοµορφισµός διαιρετι-

κών δακτυλίων, τότε F (g ◦ f ) = F (g) ◦ F (f ).

Απόδειξη. Ο ισοµορφισµός διαιρετικών δακτυλίων f : R1 → R2 επεκτείνεται σε
ένα f -ισοµορφισµό µεταξύ των 3-διάστατων προτύπων (R1)3 και (R2)3

h : (R1)3 −→ (R2)3 :
(x, y, z) 7−→ h(x, y, z) = (f (x), f (y), f (z))

δηλ. µια 1-1 και επί απεικόνιση h, µε τις ιδιότητες

h((a, b, c) + (x, y, z)) = h(a, b, c) + h(x, y, z),

για κάθε (a, b, c), (x, y, z) ∈ (R1)3, και

h(r(x, y, z)) = f (r)h(x, y, z),

για κάθε (x, y, z) ∈ (R1)3 και r ∈ R1. ΄Οπως συµβαίνει µε τους γραµµικούς αυτοµορ-
ϕισµούς του R3, ο f -ισοµορφισµός h ορίζει ένα ισοµορφισµό

F (f ) = (φ,ψ) : P2(R1) −→ P2(R2)

µεταξύ των αντίστοιχων προβολικών επιπέδων Desargues, µέσω των ισοτήτων

φ([x, y, z]) = [h(x, y, z)]
ψ(< a, b, c >) =< (a, b, c) · (M t

h
)−1

>
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Παρατηρούµε ότι
(i) Αν R1 = R2 = R και f = id, τότε h = idR3 και Mh = (M t

h
)−1 = I3, οπότε

F (id) = id = (id, id).
(ii) ΄Εστω R3 επίσης διαιρετικός δακτύλιος και g : R2 → R3 ισοµορφισµός διαιρε-

τικών δακτυλίων. Ο g ορίζει g-γραµµικό ισοµορφισµό

k : (R2)3 −→ (R3)3

που µε τη σειρά του ορίζει ισοµορφισµό

F (g) = (σ, τ) : P2(R2) −→ P2(R3)

µεταξύ των αντίστοιχων προβολικών επιπέδων Desargues, µέσω των ισοτήτων

σ([x, y, z]) = [k(x, y, z)]
τ(< a, b, c >) =< (a, b, c) · (M t

k
)−1

>

Παρατηρούµε ότι η σύνθεση g ◦ f : R1 → R2 είναι ισοµορφισµός διαιρετικών δακτυ-
λίων, που ορίζει τον (g ◦ f )-γραµµικό ισοµορφισµό

k ◦ h : (R1)1 −→ (R3)3

ο οποίος µε τη σειρά του ορίζει ισοµορφισµό

F (g ◦ f ) = (χ, ω) : P2(R1) −→ P2(R3)

µεταξύ των αντίστοιχων προβολικών επιπέδων Desargues, µέσω των ισοτήτων

χ([x, y, z]) = [k(h(x, y, z))] = σ([h(x, y, z)])
= σ(φ([x, y, z]))

ω(< a, b, c >) =< (a, b, c) · (M t

k◦h)−1
>

=< (a, b, c) · ((Mk ·Mh)t)−1
>

=< (a, b, c) · (M t

k
)−1 · (M t

h
)−1

>

= τ(ψ(< a, b, c >)

δηλ.
F (g ◦ f ) = (χ, ω) = (σ, τ) ◦ (φ,ψ) = F (g) ◦ F (f ).
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