
ΜΑΘΗΜΑ 1: ΣΥΣΧΕΤΙΣΜΕΝΑ ΕΠΙΠΕ∆Α

Ακολουθώντας τον D. Hilbert, για την αξιωµατική ϑεµελίωση της (επίπεδης) γεω-

µετρίας, ϑεωρούµε :

(1) ΄Ενα σύνολο P τα στοιχεία του οποίου ονοµάζουµε σηµεία και συµβολίζουµε

συνήθως µε κεφαλαία γράµµατα A, B, . . . , P, Q, . . . , X, Y, Z .

(2) ΄Ενα σύνολο L τα στοιχεία του οποίου ονοµάζουµε ευθείες και συµβολίζουµε

µε µικρά γράµµατα a, b, . . . , k, ℓ, m, . . . , x, y, z.

Τα σύνολα P και L ϑεωρούνται ξένα, δηλ.

P ∩ L = ∅.

(3) Μια διµελή σχέση I ⊆ P × L που ονοµάζουµε σχέση σύµπτωσης.

Για να περιγράψουµε πώς σχετίζονται µέσω της I σηµεία και ευθείες χρησιµο-

ποιούµε την ακόλουθη ορολογία :

Αν ένα σηµείο P ∈ P και µια ευθεία ℓ ∈ L συνδέονται µε την σχέση I, δηλ. αν

(P, ℓ) ∈ I, τότε λέµε ότι το P ανήκει στην ℓ ή ότι η ℓ διέρχεται από το P.

Τρία (ή περισσότερα) σηµεία Pi, i = 1, 2, 3, λέγονται συγγραµµικά αν υπάρχει

ευθεία ℓ ∈ L µε

(Pi , ℓ) ∈ I, ∀ i = 1, 2, 3.

Τρεις (ή περισσότερες) ευθείες ℓi, i = 1, 2, 3, λέγονται συντρέχουσες αν υπάρχει

σηµείο P ∈ P µε

(P, ℓi) ∈ I, ∀ i = 1, 2, 3.

∆ύο ευθείες k, ℓ ∈ L λέγονται παράλληλες (συµβ. k//ℓ) αν :

– είτε k = ℓ,

– είτε δεν υπάρχει P ∈ P που να ανήκει και στην k και στην ℓ.

Αν δύο ευθείες k, ℓ δεν είναι παράλληλες, γράφουµε k ∦ ℓ.

Τέλος σηµειώνουµε ότι (όπως συνήθως γίνεται για τις διµελείς σχέσεις), αντί

(P, ℓ) ∈ I, γράφουµε και P I ℓ.

Θεωρούµε τώρα ένα σύνολο σηµείων P, ένα σύνολο ευθειών L και µια σχέση

σύµπτωσης I ⊆ P × L.

ΟΡΙΣΜΟΣ. Η τριάδα (P,L,I) λέγεται συσχετισµένο επίπεδο (συντ. ΣΕ), αν ικα-

νοποιούνται τα επόµενα αξιώµατα :
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(ΣΕ 1) Από δύο διαφορετικά σηµεία διέρχεται ακριβώς µία ευθεία, δηλ.

∀ A, B ∈ P µε A , B ∃ ! k ∈ L : (A, k) ∈ I και (B, k) ∈ I.

(ΣΕ 2) Από κάθε σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται ακριβώς µία παράλληλη πρός την

ευθεία, δηλ.

∀ (A, k) ∈ P × L µε (A, k) < I ∃ ! ℓ ∈ L µε (A, ℓ) ∈ I και ℓ//k.

(ΣΕ 3) Υπάρχουν (τουλάχιστον) τρία µη-συγγραµµικά σηµεία.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Τα αξιώµατα (ΣΕ 1) και (ΣΕ 2) ισχύουν στην ευκλείδια γεωµετρία.

Παρατηρούµε ότι αν πάρουµε την τριάδα (P,L,I), όπου P = {A, B}, µε A, B σηµεία

του ευκλείδιου επιπέδου, L = {AB}, µε AB το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα A

και B, και

I = {(A, AB), (B, AB)} = P × L,

όπως στο Σχ. 1.1

A

B

Σχήµα 1.1

τα αξιώµατα (ΣΕ 1) και (ΣΕ 2) ικανοποιούνται. Το (ΣΕ 3) εισάγεται για να αποκλει-

στεί η ανωτέρω τετριµµένη περίπτωση.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Σε ένα ΣΕ (P,L,I) η παραλληλία είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Η παραλληλία είναι εξ ορισµού ανακλαστική

∀ k ∈ L : k // k,

και συµµετρική

k//ℓ ⇒ ℓ//k.

Είναι και µεταβατική : ΄Εστω k//ℓ και ℓ//m. Θδο k//m. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :
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(1) Αν k = m, τότε k//m, και το Ϲητούµενο ισχύει.

(2) Αν k , m, τότε :

(2α) Αν k = ℓ, αφού ℓ//m, ισχύει k//m.

(2β) Αν k , ℓ, υποθέτουµε (προς άτοπο) ότι υπάρχει P ∈ P µε (P, k) ∈ I και

(P, m) ∈ I. Επειδή (P, k) ∈ I, k//ℓ και k , ℓ, έχουµε (P, ℓ) < I. ΄Αρα από το σηµείο

P εκτός της ℓ διέρχονται δύο παράλληλες (η k και η m), άτοπο, λόγω του αξιώµατος

(ΣΕ 2). Εποµένως δεν υπάρχει τέτοιο P και k//m. ✷

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. ΄Εστω P, Q ∈ P µε P , Q. Η µοναδική ευθεία k ∈ L, µε (P, k) ∈ I και

(Q, k) ∈ I (ϐλ. αξίωµα (ΣΕ 1)) λέγεται ένωση των P και Q και συµβολίζεται µε

k = P ∨ Q.

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Σε ένα ΣΕ (P,L,I), αν A, B, C ∈ P είναι τρία διαφορετικά συγγραµµικά

σηµεία και ℓ η κοινή ευθεία, τότε

ℓ = A ∨ B = B ∨ C = C ∨ A.

Απόδειξη. Από το αξίωµα (ΣΕ 1), για τα σηµεία A , B υπάρχει ακριβώς µία ευθεία

που διέρχεται από αυτά. Επειδή οι ευθείες ℓ και A ∨ B διέρχονται από τα A και B,

παίρνουµε ℓ = A ∨ B. Παρόµοια παίρνουµε ℓ = B ∨ C και ℓ = C ∨ A. ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ 3. Σε ένα ΣΕ (P,L,I), αν k, ℓ ∈ L µε k , ℓ, τότε οι k, ℓ έχουν το πολύ ένα

κοινό σηµείο.

Απόδειξη. Αν k//ℓ, τότε οι k, ℓ δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο.

Αν k ∦ ℓ τότε υπάρχει P ∈ P µε (P, k), (P, ℓ) ∈ I. Το P είναι µοναδικό : αν υπάρχει

και Q , P µε (Q, k), (Q, ℓ) ∈ I, τότε οι k και ℓ διέρχονται από δύο διαφορετικά σηµεία,

τα P και Q, άρα

k = ℓ = P ∨ Q,

άτοπο. ✷

ΠΟΡΙΣΜΑ. Σε ένα ΣΕ (P,L,I), αν k, ℓ ∈ L µε k ∦ ℓ, τότε οι k, ℓ έχουν ακριβώς ένα

κοινό σηµείο.

ΟΡΙΣΜΟΣ 3. Σε ένα ΣΕ (P,L,I), έστω k, ℓ ∈ L µε k , ℓ και k ∦ ℓ. Τότε το µοναδικό

κοινό σηµείο P των k, ℓ λέγεται τοµή των k και ℓ και συµβολίζεται µε

P = k ∧ ℓ.
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ΘΕΩΡΗΜΑ. Σε κάθε ΣΕ (P,L,I), υπάρχουν τουλάχιστον 4 διαφορετικά σηµεία, ανά

3 µη-συγγραµµικά.

Απόδειξη. Από το αξίωµα (ΣΕ 3) υπάρχουν τρία (διαφορετικά) µη-συγγραµµικά

σηµεία, έστω τα A, B, C. Τότε :

A B

ℓ

CD

k

Σχήµα 1.2

(C, A ∨ B) < I ⇒ ∃ ! k ∈ L : (C, k) ∈ I και k//A ∨ B

(A, C ∨ B) < I ⇒ ∃ ! ℓ ∈ L : (A, ℓ) ∈ I και ℓ//C ∨ B

Παρατηρούµε ότι k ∦ ℓ. Πράγµατι, αν k//ℓ, λόγω της µεταβατικότητας της πα-

ϱαλληλίας έχουµε

A ∨ B//k//ℓ//B ∨ C,

άτοπο, διότι A ∨ B και B ∨ C είναι διαφορετικές µεταξύ τους και τέµνονται στο B.

Αφού λοιπόν k ∦ ℓ, έχουν ακριβώς ένα κοινό σηµείο D = k ∧ ℓ.

Τότε το D δεν συµπίπτει µε κανένα από τα A, B, C. Πράγµατι,

D = A ⇒ AI k // A ∨ B ⇒ k = A ∨ B ⇒ CI (A ∨ B), άτοπο.

D = B ⇒ B I k // A ∨ B ⇒ k = A ∨ B ⇒ C I (A ∨ B), άτοπο.

D = C ⇒ C I ℓ // C ∨ B ⇒ ℓ = C ∨ B ⇒ AI (C ∨ B), άτοπο.

4



Επίσης το D δεν είναι συγγραµµικό µε κανένα Ϲεύγος από τα A, B, C. Πράγµατι,

D I (A ∨ B) // k ⇒ k = A ∨ B ⇒ C I (A ∨ B), άτοπο.

D I (B ∨ C) // ℓ⇒ ℓ = B ∨ C ⇒ AI (B ∨ C), άτοπο.

D I (A ∨ C)⇒ A ∨ C = A ∨ D = C ∨ D ⇒ k = ℓ

⇒ A ∨ B // k = ℓ // B ∨ C

⇒ A ∨ B = B ∨ C, άτοπο,

και το Ϲητούµενο έχει αποδειχθεί. ✷

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ. (1) Το επίπεδο της ευκλείδιας γεωµετρίας είναι ΣΕ.

(2) Θεωρούµε την τριάδα (P,L,I), όπου

P = {A, B, C, D}

L = {{A, B}, {A, C}, {A, D}, {B, C}, {B, D}, {C, D}}

I ≡ ∈

Ελέγχεται αµέσως ότι η (P,L,I) είναι ΣΕ. Μια αναπαράσταση του ϐλέπουµε στο

Σχήµα 1.3:

A

B

C

D

Σχήµα 1.3

Το ανωτέρω επίπεδο λέγεται συσχετισµένο επίπεδο των 4 σηµείων και, λόγω του

Θεωρήµατος της σελ. 3, είναι το µικρότερο ΣΕ που υπάρχει.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Στο ευκλείδιο επίπεδο ϑεωρούµε το σύνολο P των σηµείων στο εσωτερικό του

µοναδιαίου δίσκου, το σύνολο L των χορδών του ίδιου δίσκου (χωρίς τα άκρα τους)

και παίρνουµε σαν I την σχέση ¨ανήκει¨ της ευκλείδιας γεωµετρίας. Να εξετάσετε

αν η τριάδα (P,L,I) είναι ΣΕ. Ποιά από τα αξιώµατα ισχύουν και ποιά όχι ;

2. Στον τριδιάστατο ευκλείδιο χώρο παίρνουµε την µοναδιαία σφαίρα S2 και

ϑεωρούµε το σύνολο P των σηµείων (x, y, z) που ανήκουν στην επιφάνεια της, το

σύνολο L των µέγιστων κύκλων C της S2 και I την συνήθη σχέση ¨ανήκει¨. Να

εξετάσετε αν η τριάδα (P,L,I) είναι ΣΕ. Ποιά από τα αξιώµατα ισχύουν και ποιά

όχι ;
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