MAGHMA 1: ZYZXETIZMENA EIIIIIEAA

AxoloubBovtag tov D. Hilbert, yia tnv a§iopatikn Sepedionon g (eminedng) yew-
petpiag, Sewpoupe:

(1) 'Eva ouvodo P ta otoixeia tou omoiou ovopaloupe onpeia kair oupBodidouyie
ouvnOwg pe kepadaia ypappata A, B, ..., P, Q, ..., XY, Z.

(2) 'Eva ouvodo L ta otoixeia tou oroiou ovopdadoupe eubeieg kat oupBodidouyie
He pkpd ypappata a, b, ...,k ¢,m,...,x y, z.

Ta ouvoda P kat L Sewpouvrat fEva, dnA.

PNL=0.

(38) Mta duuedr) oxéon I € P X L rou ovopaloupe ox€01 CUPNTAONS.

IMa va neprypayoupe nog oxetidovial péow g J onpeia kat eubeieg xpnopo-
ITO10UPE TV ak6Aoubrn opodoyia:

Av éva onpeio P € P kat pua eubeia ? € L ouvbéovial pe v oxéon 7, 6nA. av
(P,?) € 1, tote Aé¢pe 611 To P aviijrer otnv ! 1) 61 n £ S1€pxetar ano to P.
Tpia (A neplocotepa) onpeia P;, i = 1,2, 3, Aéyovial OUYypPappiRd av UIIAPXEL
eubeia ? € L pe
(P, 0 €T, Vi=1,2,3.

Tpeig (1 meproodtepeg) eubeieg £, i = 1,2, 3, Aéyovial OUVIPEXOUOES AV UTTAPXEL
onpeio P € P pe
(P, )€1, Vi=1,2,3.

AUO0 eubeieg k, L € L Aéyoviar napdAAnAeg (oupB. k//P) av:

- elte k = ¢,

- elte dev undpyet P € P mou va avikel kat oty k kat oty 2.

Av 800 eubeieg Ik, £ 6ev eival mapaAAnAeg, ypagoupe k ff 2.

TéAog onpelwvoupe Ot (0Twg ouvnOwg yiveral yla t1g dipedelg oxéoelg), avtl
(P,?) € 1, ypaopoupe xat P 1 2.

Berpoue tpa £va ouvodo onpeiov P, éva ouvodo eubeidv L kat pia oxéon
ovprwong 7 C P x L.

OPIZMOZ. H tpwada (P, L, I) Aéyetal ouoxetiopévo eninedo (ouvt. LE), av ka-
vortolouvtal ta enopeva adloparta :



(ZE 1) Ao 800 Sagopetika onueia diepyxetal akpiBmg pia subeia, 6nA.
VA BePpneA+B A'keL : (A k)yel xar(Bk)e 1.

(ZE 2) Ao kdaBe onpeio exktog subeiag diepyetal akplBag pia mapdAAnAn npog tmv
eubeia, dnA.

VA Kk ePxLpe(Ak) ¢TI Alle Lucs(A ) e rarl/k.
(ZE 3) Yridpxouv (touAddxiotov) pia pn-ouyypappika onpeia.

IIAPATHPHZH. Ta aiopata (ZE 1) kat (ZE 2) 1oxvouv oty eukAeidia yeopepia.
[Mapatnpoupe 6t av rapoupe myv 1piada (P, L, 1), é6rmou P = {A, B}, pe A, B onpueia
T0U eUKAeibilou ermnédou, £ = {AB}, e AB 10 £UBUypappIo THAPA IOV oUVOéet Ta A
Kat B, kat

I ={(A,AB),(B,AB)} = P x L,

ornwg oto L. 1.1

.

Zxnua 1.1

1a a§iopata (ZE 1) kat (ZE 2) wavortoouviat. To (ZE 3) slodyetatl yia va arokAet-
OTel 1 AVRTEP® TETPIUHEVT TIEPITTIROOT.

IMIPOTAZH 1. X¢ éva ZE (P, L, I) n napaiiniia sivar oxéon woodbvvauiag.
Anoddeifn. H napadindia eivat €§ 0optopoy avarkAaotiky)
Vkel : k/k

KAl OUPHETPLKT)
k/t = )k

Etvai kat petaBatiky): ‘Eote k/2xat ?/m. ®6o k/m. Atakpivoupe U0 Meputtoeig:
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(1) Av k = m, tote k//m, xat 1o {nNtoupevo 1oXUEL.

(2) Av k # m, tote:

(2a) Av k = 2, apou £//m, woxvet k/m.

(268) Av k # ¢, urntoBetoupe (rpog atorto) ot unapyet P € P pe (P, k) € 1 rat
(P,m) € I. Eneidn) (P, k) € I, k//? xat k # £, ¢éxoupe (P,?) ¢ I. Apa aro to onueio
P ex166 g ¢ Siépyoviat Svo mapdAdndeg (n k kat n m), dtoro, Aoye® 10U adlopatog
(ZE 2). Enopéveg 6ev unapyxet t€toto P kat k/m. O

OPIZMOZ 1. 'Ecww P,Q € P pe P # Q. H povadwkn) eubeia k € L, pe (P, k) € 1 rat
(9, k) € I (BA. adiopa (ZE 1)) Aéyetatl éveon tov P kat Q kat oupBoAiletat pe

k=PVQ.

IIPOTAZH 2. ZcévaZE (P, L, 1), av A, B, C € P cival toia Siapopetikd ouyypauuikd
onueia kat £ n kown evdeia, 10te

!=AvB=BVC=CVA.

Amnodeiln. And 1o aiopa (ZE 1), yia ta onpeia A # B untapyxet akpiBwg pia subeia
rou Siepxetat arno avtda. Enedr) o1 eubeieg £ kat A V B 8iépyovtal arno ta A kat B,
raipvoupe £ = AV B. Tlapopola naipvoupe £ = BY Ckat £ = CV A. O

IMIPOTAZH 3. s cvaZE (P, L, 1), avk,l € L uek # ¢, 0te ot k, £ €xouv 10 moAv €va
KOWO oNuelo.

Anobeln. Av k//L, t6te ot k, £ 6ev £xouv kavéva Koo onueio.

Av k }f £ tote untapxet P € P ue (P, k), (P,?) € 1. To P eivat povadiko: av urdapyet
kat @ # Ppe(Q, k), (9, ?) € 1, tote o1 k xat £ 61epyovrat arnd o diadpopetika onpeia,
ta P xat Q, apa

k=0=PVQ,

drtorto. O

IIOPIEMA. Zc cva ZE (P, L, 1), avk,l € L ues k }f 2, 1o1e ot k, ? xouv axpibwg¢ va
KOO onuelo.

OPIZMOZ 3. Ze éva LE (P, L, 1), éoww I, L € L pe k # ¢ xat k }t . Tote 10 povadiko
KOwo onpeio P tov k, £ Aéyetal topn tewv k kat £ kat cupBoAiletat pe

P=kAZ.
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OEQPHMA. >t kade ZE (P, L, I), undpyouv toufadyiotov 4 Stapopetika onueia, ava
3 un-ovyypauuika.

Amnobdein. Ano 1o adiopa (ZE 3) undapxouv 1pia (§1apopetikd) Pn-ouyypappika
onueia, éotw ta A, B, C. Tote:

Zxnua 1.2

(CCAVB)¢I = Al'ke L : (Ck)e I xaitk/AV B
(A,CvB)¢I = dAlteL : (AD)elxal/CVB

[Mapatnpoupe ot k §f L. Tpaypat, av k/¢, Adye tng petaBatkdtntag tng ma-
paAAnAiag £xoupe
AV B//k//t/BV C,

atorto, 6101t A V B kat BV C eivatl siapopetikég petady toug Kat tépvoviat oto B.
Apou Aowrtov k Y £, éxouv akpiBwg €éva Koivo onpeio D = k A L.
Tote 10 D dev ouprtirttel pe kaveéva ano ta A, B, C. Ilpaypatt,

D=A = ATk/AVB = k=AVB = CI(AV B), 4toro.
D=B = BIk//AVB = k=AVB = CI(AV B), atorno.
D=C = CIt/CVB = ?=CVB = AJI(CV B), 4roro.



Ermtiong 1o D 8ev eivat ouyypappiko pe kavéva {euyog aro ta A, B, C. Ilpaypatt,

DI(AVB)/k= k=AVB = CI(AV B), atoro.
DI(BVO) /= t=BVvVC = AI(BVC), 4rormo.
DI(AVC)= AVC=AVD=CVD= k=2
=AVB/k=0/BVC
= AV B=BYV C, atoro,

Kdal 1o {nroupevo £xel arodeiyOei. O

IIAPAAEITMATA. (1) To emntirtedo tng euxkAeidiag yeoperpiag eivat ZE.
(2) ®cwpoupe Vv p1ada (P, L, I), orou

P ={A,B, C, D}
L ={{A B}, {A, C},{A, D}, {B, C}.{B, D}, {C, D}}
I =¢€

EAéyxetat apéowg ou n (P, L, ) eivar ZE. Mia avarntapaoctaocrn tou BAéroupe oto
Zxnpa 1.3:

C

Zxnpa 1.3

To avRTEP® £MIedo AEYETAL OUOXETIOREVO eMINMESO TV 4 oNpEi®V KA1, AOY® TOU
Bcepnuatog g oed. 3, gival 1o ukpotgpo LE mou urtapyxet.



AXKHXEIZ

1. Zto eukAeidio erinedo Sewpoupie 10 cUvodo P TV ONUEIOV OTO EORDTEPTKO TOU
povadiaiou 6iokou, 1o ouvodo L tev Xopdwv tou i61ou diokou (Xwpig ta arkpa toug)
Kat taipvoupe oav I v oxéon “avrkel” g eurAeibiag yeouetpiag. Na efetdoete
av n tptéda (P, L, I) eivar ZE. TTowd ard ta afiopata 1oxUouv Kat rmotd oxt;

2. Xrtov tpididotato eukAeidio xwpo maipvoupe v povadiaia opaipa S? kai
Yewpovpe 10 ouvodo P twv onpeiav (X, Y, Zz) IIOU AVIKOUV OV £r@aveld g, 1o
ouvolo L tev péylotev KUkAev C g S? kat 7 v ouvhbn oxéon “aviker”. Na
egetaoete av n pwada (P, L, I) eival ZE. [Towd arod ta adlopata 1oXUouv Kat motd
ox1;



