
ΜΑΘΗΜΑ 10

Υπενθυµίζουµε µερικά στοιχειώδη πράγµατα από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, κατα-
γράφοντας συγχρώνως τους συµβολισµούς που ϑα χρησιµοποιούµε.

΄Εστω f : R3 → R3 ένας γραµµικός ισοµορφισµός και {e1, e2, e3} η κανονική ϐάση
του R3. ΄Εστω

f (e1) = (a11, a12, a13)
f (e2) = (a21, a22, a23)
f (e3) = (a31, a32, a33)

Ονοµάζουµε πίνακα της f και συµβολίζουµε µε Mf τον πίνακα

Mf =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


Τότε για κάθε (x, y, z) ∈ R3, έχουµε

f (x, y, z) = (x, y, z) ·Mf .

ΠΡΟΤΑΣΗ. Κάθε γραµµικός ισοµορφισµός f : R3 → R3
ορίζει µια συγγραµµικότητα

(φ,ψ) : P2(R) −→ P2(R).

Απόδειξη. ΄Εστω U ∈ P. Τότε, το U είναι ένας γραµµικός υπόχωρος του R3, µε
dimU = 1. Επειδή ο f είναι ισοµορφισµός, η εικόνα f (U ) είναι γραµµικός υπόχωρος
ίδιας διάστασης, άρα f (U ) ∈ P. Θέτουµε

φ : P −→ P : U 7−→ φ(U ) := f (U )

Παρόµοια, αν V ∈ L, τότε V ≤ R3 µε dimV = 2, και f (V ) ≤ R3, µε dim f (V ) = 2,
άρα f (V ) ∈ L. Θέτουµε

ψ : L −→ L : V 7−→ ψ(V ) := f (V ).

Το Ϲεύγος (φ,ψ) είναι συγγραµµικότητα του P2(R): Κάθε µια από τις φ, ψ είναι 1-1
και επί. Το Ϲεύγος είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων, διότι

U ≤ V ⇒ φ(U ) = f (U ) ≤ ψ(V ) = f (V ). 2
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Περιγράφουµε τώρα το προηγούµενο αποτέλεσµα, χρησιµοποιώντας τους (αλγε-
ϐρικούς) συµβολισµούς του προηγούµενου µαθήµατος.

΄Εστω 0 , (x, y, z) ∈ R3. Το (x, y, z) ορίζει τον µονοδιάστατο διανυσµατικό υπό-
χωρο U = [x, y, z] που περιέχει το διάνυσµα (x, y, z) και όλα τα αριθµητικά πολλα-
πλάσια του. Η εικόνα φ([x, y, z]) = f (U ) είναι ο µονοδιάστος υπόχωρος που περιέχει
την εικόνα f (x, y, z) , 0, δηλ. είναι ο χώρος που συµβολίσαµε σαν [f (x, y, z)]. ΄Αρα

φ([x, y, z]) = [f (x, y, z)] = [(x, y, z) ·Mf ].

΄Εστω τώρα ένα διάνυσµα 0 , (a, b, c) ∈ R3 και V ο αντίστοιχος διδιάστατος υπόχωρος
V =< a, b, c >∈ R3 (δηλ. V ⊥ (a, b, c)). Ο υπόχωρος ψ(V ) = f (V ) δεν είναι ο χώρος<
f (a, b, c) >, γιατί η εικόνα f (V ) δεν είναι απαραίτητα κάθετη στο διάνυσµα f (a, b, c).
Αυτό εξασφαλίζεται µόνον αν ο f διατηρεί την καθετότητα, αν δηλ. είναι ορθογώνιος

µετασχηµατισµός. ∆εν είναι όµως όλοι οι γραµµικοί ισοµορφισµοί ορθογώνιοι. Για
να ϐρούµε την εικόνα ψ(< a, b, c >), έχουµε δύο τρόπους :

(1) Βρίσκουµε δύο διαφορετικά σηµεία Ui = [xi , yi , zi] ∈< a, b, c >, i = 1,2, και
υπολογίζουµε τις εικόνες τους φ(Ui). Τότε

ψ(< a, b, c >) = φ(U1) ∨ φ(U2).

(2) Ακολουθούµε την επόµενη (έµµεση) διαδικασία : η ευθεία < a, b, c > έχει
(τουλάχιστον) τρία διαφορετικά σηµεία, έστω τα Pi = [xi , yi , zi], i = 1,2,3. Από τις
σχέσεις Pi ∈< a, b, c > παίρνουµε

axi + byi + czi = 0, ∀ i = 1,2,3,

ή, ισοδύναµα,

(1) (xi , yi , zi) ·

ab
c

 = 0, ∀ i = 1,2,3.

Θέτουµε

f (xi , yi , zi) = (xi , yi , zi) ·Mf = (x ′
i
, y
′
i
, z
′
i
), i = 1,2,3

ψ(< a, b, c >) =< a′, b′, c′ >,

και Ϲητάµε τα a′, b′, c′. Επειδή

Pi ∈< a, b, c >⇒ φ(Pi) ∈ ψ(< a, b, c >), ∀ i = 1,2,3,
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ανάλογα µε την (1), τα Ϲητούµενα a′, b′, c′ πρέπει να ικανοποιούν τις ισότητες

(x ′
i
, y
′
i
, z
′
i
) ·

a
′

b
′

c
′

 = (xi , yi , zi) ·Mf ·

a
′

b
′

c
′

 = 0, i = 1,2,3.

Παρατηρούµε ότι ϑέτοντας a
′

b
′

c
′

 = M−1
f

ab
c


παίρνουµε

(x ′
i
, y
′
i
, z
′
i
) ·

a
′

b
′

c
′

 = (xi , yi , zi) ·Mf ·M
−1
f
·

ab
c

 = (xi , yi , zi) ·

ab
c

 = 0, ∀ i = 1,2,3.

΄Αρα

φ(Pi) ∈< M−1
f
·

ab
c

 >=< (a, b, c) · (M t

f
)−1

>, ∀ i = 1,2,3.

όπου M t

f
ο ανάστροφος του Mf . Εποµένως,

ψ(< a, b, c >) =< (a, b, c) · (M t

f
)−1

> .

Καταλήγουµε λοιπόν στο επόµενο

ΠΟΡΙΣΜΑ. Κάθε γραµµικός ισοµορφισµός f : R3 → R3 ορίζει µια συγγραµµικό-
τητα (φ,ψ) : P2(R)→ P2(R) µέσω των σχέσεων

φ([x, y, z]) = [ f (x, y, z)] = [(x, y, z) ·Mf ], ∀ [x, y, z] ∈ P,

ψ(< a, b, c >) = < (a, b, c) · (M t

f
)−1
>, ∀ <a, b, c> ∈ L.

Εξετάζουµε τώρα πότε µια συγγραµµικότητα του P2(R) είναι κεντρική/αξονική.
΄Εστω λοιπόν ότι ο γραµµικός ισοµορφισµός f : R3 → R3 εισάγει την συγγραµ-
µικότητα (φ,ψ) : P2(R) → P2(R), η οποία έχει κέντρο A = [xo, yo, zo] και άξονα
` =< ao, bo, co >. Γνωρίζουµε ότι το κέντρο και όλα τα σηµεία του άξονα µένουν
αναλλοίωτα από την φ, δηλ.

φ([x, y, z]) = [f (x, y, z)] = [x, y, z], ∀ [x, y, z] = A ή [x, y, z] ∈ `.
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Η ισότητα [f (x, y, z)] = [x, y, z] σηµαίναι ότι τα διανύσµατα f (x, y, z) και (x, y, z)
είναι µη-µηδενικά στοιχεία του ίδιου µονοδιάστατου υπόχωρου U ≤ R3, άρα υπάρχει
λ , 0, µε

f (x, y, z) = λ(x, y, z).

Η ανωτέρω ισότητα σηµαίνει ότι το λ είναι ιδιοτιµή και το [x, y, z] ιδιοδιάνυσµα

του Mf .

΄Οποιος ενδιαφέρεται µπορεί να δει την ακριβή σχέση κέντρου/άξονα µε ιδιοτι-
µές/ιδιοδιανύσµατα στο κείµενο που ϐρίσκεται στα έγγραφα/χαρακτηρισµός οµο-
λογιών και επάρσεων µέσω ιδιοτιµών.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. (α) Να δείξετε ότι η απεικόνιση φ : P → P µε φ([x, y, z]) = [z, y, x] είναι
καλά ορισµένη και µπορεί να συµπληρωθεί µε µια µοναδική ψ : L → L, έτσι ώστε
το Ϲεύγος (φ,ψ) να είναι συγγραµµικότητα του P2(R).

(ϐ) Νδο η ανωτέρω (φ,ψ) είναι κεντρική/αξονική και να ϐρεθούν το κέντρο και ο
άξονας.

Απάντηση. (α) Η φ είναι καλά ορισµένη, αν για [x, y, z] = [x ′, y′, z′], ισχύει
φ([x, y, z]) = φ([x ′, y′, z′]). Πράγµατι, έστω [x, y, z] = [x ′, y′, z′]. Τότε υπάρχει λ , 0
µε (x, y, z) = λ(x ′, y′, z′), από το οποίο παίρνουµε

φ([x, y, z]) = [z, y, x] = [λ(z′, y′, x ′)] = [z′, y′, x ′] = φ([x ′, y′, z′])

που είναι το Ϲητούµενο.
Παρατηρούµε ότι για κάθε [x, y, z] ∈ P ισχύει φ([x, y, z]) = [f (x, y, z)], όπου η

f : R3 −→ R3 : (x, y, z) 7−→ f (x, y, z) = (z, y, x)

είναι γραµµικός ισοµορφισµός. ΄Αρα υπάρχει η αντίστοιχη

ψ : L −→ L :< a, b, c >7−→ ψ(< a, b, c >) =< (a, b, c) · (M t

f
)−1

>

ώστε (φ,ψ) να είναι συγγραµµικότητα του P2(R).
(ϐ) Αναζητούµε το κέντρο και τα σηµεία του άξονα στα σηµεία του P που ορίζονται

από τα ιδιοδιανύσµατα της f . Παρατηρούµε ότι ο πίνακας της f είναι ο

Mf =

0 0 1
0 1 0
1 0 0


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για τον οποίο ισχύει
Mf = M

t

f
= M−1

f
= (M t

f
)−1
,

άρα

ψ(< a, b, c >) =< (a, b, c) · (M t

f
)−1

>=< (a, b, c) ·Mf >

=< f (a, b, c) >=< c, b, a > .

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Mf είναι το

p(λ) = det(Mf − λI3) = (λ2 − 1)(λ + 1)

και οι ιδιοτιµές του οι λ = 1 (διπλή) και λ = −1.
Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην τιµή λ = 1 ικανοποιούν τις σχέσεις

f (x, y, z) = (z, y, x) = 1 · (x, y, z) ⇔ x = z ⇔

(x, y, z) = (x, y, x) , (0,0,0).

Για x , 0 παίρνουµε τα φ-σταθερά σηµεία

[x, y, x] = [1, y/x,1] = [1, r,1], r ∈ R

ενώ για y , 0 παίρνουµε τα

[x, y, x] = [x/y,1, x/y] = [r,1, r], r ∈ R.

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην τιµή λ = −1 ικανοποιούν τις σχέσεις

f (x, y, z) = (z, y, x) = −1 · (x, y, z) ⇔
x = −z και y = −y = 0 ⇔
(x, y, z) = (x,0,−x) , (0,0,0),

οπότε x , 0 και προκύπτει το φ-σταθερό σηµείο

[x,0,−x] = [1,0,−1].

Ισχυριζόµαστε ότι το σηµείο A = [1,0,−1] είναι κέντρο : έστω k =< p, q, r >∈

J(A), δηλ. A ∈ k. Πρέπει νδο ψ(k) = k. Η υπόθεση A ∈ k ισοδυναµεί µε

1 · p + 0 · q + (−1) · r = 0,

άρα p = r και k =< p, q, p > (µε (p, q) , (0,0)). Τότε

ψ(k) =< f (p, q, p) >=< p, q, p >= k,
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που αποδεικνύει ότι το A = [1,0,−1] είναι κέντρο.
Αφού υπάρχει κέντρο, υπάρχει και άξονας `. Θεωρούµε τα ιδιοδιανύσµατα

(1,0,1) και (0,1,0) που αντιστοιχούν στην (διπλή) ιδιοτιµή λ = 1 και ορίζουν τα
σηµεία B1 = [1,0,1] και B2 = [0,1,0] στο P. Προφανώς τα A, B1 και B2 δεν είναι
ίσα ανά δύο, και φ(B1) = B1, φ(B2) = B2. Συµπεραίνουµε ότι ο άξονας είναι η ευθεία

` = B1 ∨ B2.

Πράγµατι, αφού B1 , B2, η ευθεία B1 ∨ B2 υπάρχει. Αν B1 < `, τότε η τετράδα
(A, `, B1, φ(B1) = B1) προσδιορίζει την (φ,ψ), άρα (φ,ψ) = (idP, idL), άτοπο. ΄Αρα
B1 ∈ `, παρόµοια B2 ∈ ` και ` = B1 ∨ B2.

Για την πληρότητα, υπενθυµίζουµε ότι

B1 ∨ B2 =< (1,0,1) × (0,1,0) >=< −1,0,1 > .

2. Να εξετάσετε αν το σηµείο [0,0,1] είναι κέντρο της συγγραµµικότητας του
P2(R), που ορίζεται από την f (x, y, z) = (x, y,2x + z).

3. Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση f : R3 → R3 µε f (x, y, z) = (y, z, x)
ορίζει συγγραµµικότητα πού έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο. Ποιό είναι αυτό ;
Είναι κέντρο ;

4. ∆ίνεται η απεικόνιση f : R3 → R3 µε f (x, y, z) = (x + az, y, z) όπου a ∈ R.
Να δείξετε ότι η f ορίζει µια συγγραµµικότητα (φ,ψ) του P2(R). Να προσδιορίσετε
την µορφή των φ, ψ και να αποδείξετε ότι η (φ,ψ) έχει κέντρο το σηµείο [1,0,0] και
άξονα την ευθεία < 0,0,1 >. Τι είδους συγγραµµικότητα είναι η (φ,ψ);

5. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

f (x, y, z) = (x + y, x − y,2z), (x, y, z) ∈ R3
,

ορίζει συγγραµµικότητα (φ,ψ) του P2(R). Να ϐρείτε τα σταθερά σηµεία της φ. Είναι
η (φ,ψ) κεντρική/αξονική ;

6. Να ϐρεθούν τα σταθερά σηµεία των συγγραµµικοτήτων που ορίζονται από
τους γραµµικούς ισοµορφισµούς fi ∈ Aut(R3), i = 1,2,3,4, όπου

f1(x, y, z) = (x − y − z, x + 3y + 2z, −x − y)
f2(x, y, z) = (x + y, x + z, 2z)
f3(x, y, z) = (x, x + y, 2x − y + 3z)
f4(x, y, z) = (4x, x + 3y − z, 4z)

Ποιές από αυτές τις συγγραµµικότητες είναι κεντρικές ; Να ϐρεθούν κέντρο και
άξονας.
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