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Στα προηγούµενα µαθήµατα είδαµε πώς η αλγεβρική δοµή του σώµατος R και

κατ΄ επέκταση του διανυσµατικού χώρου R3 δηµιουργούν ένα προβολικό επίπεδο

Desargues. Σε ό,τι ακολουθεί ϑα δούµε την αντίστροφη διαδικασία.

Υπενθυµίζουµε ότι σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues, για κάθε προσδιοριστι-

κή τετράδα (A, ℓ, X, X ′) µε A ∈ ℓ, υπάρχει η αντίστοιχη έπαρση. Επειδή στις επάρσεις,

όπως σε όλες τις συγγραµµικότητες, κάθε µια από τις φ, ψ προσδιορίζει την άλλη,

για µια συγγραµµικότητα (φ,ψ) ϑα γράφουµε µόνο ῾῾ η συγγραµµικότητα φ ᾿᾿.

Θεωρούµε ένα προβολικό επίπεδο Desargues P ≡ (P,L, ∈) και σταθεροποιούµε

δύο ευθείες k, ℓ ∈ L και ένα σηµείο O ∈ k µε O , S = k ∧ ℓ. Θέτουµε

R = J(k) \ {S}.

Θεωρούµε τώρα την τετράδα (S, ℓ, O, · ) όπου τα τρία πρώτα στοιχεία της είναι τα

σταθεϱοποιηµένα προηγουµένως. Παρατηρούµε ότι για κάθε P ∈ k µε P , S

και P , O, η (S, ℓ, O, P) είναι προσδιοριστική τετράδα µιας έπαρσης από την οµάδα

E(S, ℓ) που ϑα συµβολίζουµε µε εP , και που µε δεδοµένα τα S, ℓ και O, προσδιορί-

Ϲεται πλήρως από την ισότητα

(1) εP(O) = P.

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο έχουµε δύο αµφιµονοσήµαντες αντιστοιχίες :

R ∋ P ←→ (S, ℓ, O, P)←→ εP ∈ E(S, ℓ).
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΄Αρα το σύνολο R και η αβελιανή οµάδα E(S, ℓ) έρχονται σε µια 1-1 και επί αντιστοιχία

ε : R −→ E(S, ℓ) : P 7−→ ε(P) := εP ,

µέσω της οποίας η αλγεβρική δοµή της E(S, ℓ) περνά στο σύνολο R µε τον εξής τρόπο:

Για κάθε P, Q ∈ R ϑέτουµε

(2) P + Q := ε−1(ε(P) ◦ ε(Q)) = ε−1(εP ◦ εQ).

∆ηλ. για να ῾῾προσθέσουµε᾿᾿ τα σηµεία P και Q του R τα µεταφέρουµε στο E(S, ℓ), συν-

ϑέτουµε τις εικόνες τους, και ξαναγυρίζουµε την σύνθεση πίσω στο R. Η διαδικασία

ϕαίνεται στο επόµενο διάγραµµα:

R × R
ε × ε

✲ E(S, ℓ) × E(S, ℓ)

R

+

❄

✛

ε−1
E(S, ℓ)

◦

❄

Παρατηρούµε τώρα ότι εφαρµόζοντας την ε στα δύο µέλη της ισότητας (2) παίρνουµε

(3) εP+Q = εP ◦ εQ.

Συνδυάζοντας τις (1) και (3) παίρνουµε

(4) P + Q = εP+Q(O) = εP ◦ εQ(O) = εP(Q).

Επίσης παρατηρούµε ότι η έπαρση που αντιστοιχεί στην προσδιοριστική τετράδα

(S, ℓ, O, O) είναι η (idP, idL), άρα

(5) εO = idP.

Τέλος παρατηρούµε ότι, για κάθε P ∈ R, η έπαρση εP ∈ E(S, ℓ) έχει αντίστροφη

ε−1
P ∈ E(S, ℓ), η οποία εφαρµοσµένη στην (1) δίνει

(6) ε−1
P (P) = O.

ΠΡΟΤΑΣΗ. Το σύνολο R µε την πρόσθεση που ορίζεται από την σχέση (2) είναι

αβελιανή οµάδα και η απεικόνιση

ε : (R,+) −→ (E(S, ℓ), ◦)
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είναι ισοµορφισµός οµάδων.

Απόδειξη. (i) Η µεταθετικότητα της σύνθεσης στο E(S, ℓ) κάνει την πρόσθεση στο R

µεταθετική : Για κάθε P,Q ∈ R,

P + Q = ε−1(εP ◦ εQ) = ε−1(εQ ◦ εP) = Q + P.

Η πράξη (2) είναι επίσης προσεταιριστική :

P + (Q + R) = ε−1(εP ◦ εQ+R)

(3)
= ε−1(εP ◦ (εQ ◦ εR))

= ε−1((εP ◦ εQ) ◦ εR)

(3)
= ε−1(εP+Q ◦ εR)

= (P + Q) + R

Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το O: Για κάθε P ∈ R

O + P = ε−1(εO ◦ εP)
(5)
= ε−1(idP ◦ εP) = ε−1(εP) = ε−1 ◦ ε(P) = P.

Τέλος, κάθε P ∈ R έχει ῾῾ αντίθετο ᾿᾿, το σηµείο

(7) −P = ε−1
P (O).

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την (4) έχουµε

P + (−P) = εP(−P) = εP(ε−1
P (O)) = O.

(ii) Η ε είναι ισοµορφισµός οµάδων: ήδη γνωρίζουµε ότι είναι 1-1 και επί.

∆ιατηρεί και την πράξη της οµάδας : για κάθε P,Q ∈ R είναι

ε(P + Q) = εP+Q = εP ◦ εQ = ε(P) ◦ ε(Q),

λόγω της (3), και απόδειξη ολοκληρώθηκε. ✷

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. (1) ΄Εστω φ ∈ E(S, ℓ). Από το επί της ε, υπάρχει P ∈ R µε φ = εP.
Ποιό είναι το P; Από την σχέση (1) παίρνουµε

εP = φ ⇒ P = εP(O) = φ(O).
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(2) Συνδυάζοντας την (7) µε την (1) εφαρµοσµένη στο −P, παίρνουµε

−P = ε−P(O) = ε−1
P (O) ⇒ ε−P = ε−1

P .

ΑΣΚΗΣΗ. Στο επόµενο σχήµα να ϐρείτε γραφικά την εικόνα του X µέσω της εP και

χρησιµοποιώντας ϐοηθητικά το Ϲεύγος (X,εP(X )) να ϐρείτε τα σηµεία 2P = P + P,

3P = P + 2P, −P και −2P.
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