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΄Οπως στο προηγούµενο µάθηµα, ϑεωρούµε ένα προβολικό επίπεδο Desargues

P ≡ (P,L, ∈), σταθεροποιούµε δύο ευθείες k, ℓ ∈ L που τέµνονται σε ένα σηµείο

S = k ∧ ℓ, και ένα σηµείο O ∈ k µε O , S. Θεωρούµε πάλι το σύνολο R = J(k) \ {S}

και συµβολίζουµε

R∗ = R \ {O} = J(k) \ {S, O}.

Σταθεροποιούµε ένα επιπλέον σηµείο I ∈ R µε I , O, δηλ. I ∈ R∗. Αν τώρα

ϑεωρήσουµε τις συγγραµµικότητες µε τον ίδιο άξονα ℓ αλλά µε κέντρο O, αυτές είναι

οµολογίες που προσδιορίζονται πλήρως από τετράδες της µορφής (O, ℓ, X, X ′), όπου

τα O, X , X ′ είναι συγγραµµικά και τα X , X ′ δεν ανήκουν στην ℓ και δεν συµπίπτουν

µε το κέντρο O. ΄Ενα τέτοιο σηµείο X είναι το I. ΄Αρα κάθε σηµείο P ∈ R \ {O} = R∗
αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα σε µια τετράδα (O, ℓ, I, P) η οποία µε τη σειρά της

αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα σε µια οµολογία που υπάρχει (αφού το επίπεδο είναι

Desargues), που ϑα συµβολίζουµε µε hP ∈ H(O, ℓ) και που προσδιορίζεται από την

ισότητα

(1) hP(I) = P.

΄Αρα έχουµε δύο αµφιµονοσήµαντες αντιστοιχίες

R∗ ∋ P ←→ (O, ℓ, I, P)←→ hP ∈ H(O, ℓ).
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Συµβολίζουµε µε h την αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση

h : R∗ −→ H(O, ℓ) : P 7−→ h(P) = hP .

΄Οπως και προηγουµένως, η αλγεβρική δοµή της (όχι κατ΄ ανάγκη αβελιανής) οµάδας

H(O, ℓ) περνά στο σύνολο R∗ µέσω της ισότητας

(2) P · Q := h−1
(h(P) ◦ h(Q)) = h−1

(hP ◦ hQ),

δηλ. για να ῾῾πολλαπλασιάσουµε᾿᾿ τα σηµεία P και Q του R∗ τα µεταφέρουµε στο

H(O, ℓ), συνθέτουµε τις εικόνες τους, και ξαναγυρίζουµε την σύνθεση πίσω στο R∗.

Η διαδικασία ϕαίνεται στο επόµενο διάγραµµα:

R∗ × R∗
h × h

✲ H(O, ℓ) × H(O, ℓ)

R∗

·

❄

✛

h−1
H(O, ℓ)

◦

❄

Ακολουθούµε τώρα τα ϐήµατα που έγιναν στο προηγούµενο µάθηµα: Εφαρµόζοντας

την h στα δύο µέλη της ισότητας (2) παίρνουµε

(3) hP ·Q = hP ◦ hQ.

Συνδυάζοντας τις (1) και (3) παίρνουµε

(4) P · Q = hP ·Q(I) = hP ◦ hQ(I) = hP(Q).

Επίσης παρατηρούµε ότι η οµολογία που αντιστοιχεί στην προσδιοριστική τετράδα

(O, ℓ, I, I) είναι η (idP, idL), άρα

(5) h I = idP.

Τέλος παρατηρούµε ότι, για κάθε P ∈ R∗, η οµολογία hP ∈ H(O, ℓ) έχει αντίστροφη

h−1

P ∈ H(O, ℓ), η οποία εφαρµοσµένη στην (1) δίνει

(6) h−1

P (P) = I.

ΠΡΟΤΑΣΗ. Το σύνολο R∗ µε πολλαπλασιασµό που ορίζεται από την σχέση (2) είναι

οµάδα και η απεικόνιση

h : (R∗, ·) −→ (H(O, ℓ), ◦)
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είναι ισοµορφισµός οµάδων.

Απόδειξη. (i) Ο πολλαπλασιασµός που ορίστηκε στην (2) είναι προσεταιριστικός :

P · (Q · R) = h−1
(hP ◦ hQ·R)

(3)
= h−1

(hP ◦ (hQ ◦ hR))

= h−1
((hP ◦ hQ) ◦ hR)

(3)
= h−1

(hP ·Q ◦ hR)

= (P · Q) · R

Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το σηµείο I: Για κάθε P ∈ R∗

I · P = h−1
(h I ◦ hP)

(5)
= h−1

(idP ◦ hP) = h−1
(hP) = h−1

◦ h(P) = P,

και

P · I = h−1
(hP ◦ h I)

(5)
= h−1

(hP ◦ idP) = h−1
(hP) = h−1

◦ h(P) = P.

Παρατηρείστε ότι η νέα πράξη δεν είναι κατ΄ ανάγκη µεταθετική, άρα χρειάζεται ο

έλεγχος και των δύο ανωτέρω ισοτήτων.

Τέλος, κάθε P ∈ R έχει ῾῾ αντίστροφο ᾿᾿, το σηµείο

(7) P−1
= h−1

P (I).

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την (4) έχουµε

P · P−1
= hP(P−1) = hP(h−1

P (I)) = I.

Επίσης, ανάλογα µε την Παρατήρηση (2) του Μαθήµατος 16, έχουµε

P−1
= hP−1(I) = h−1

P (I) ⇒ hP−1 = h−1

P ,

άρα

P−1 · P = hP−1(P) = h−1

P (P) = h−1

P (hP(I)) = I,

που ολοκληρώνει την απόδειξη ότι το P−1 είναι αντίστροφο του P.

(ii) Η h είναι ισοµορφισµός οµάδων: είναι 1-1 και επί και διατηρεί την πράξη :

για κάθε P, Q ∈ R∗ είναι

h(P · Q) = hP ·Q = hP ◦ hQ = h(P) ◦ h(Q),

λόγω της (3), και απόδειξη ολοκληρώθηκε. ✷
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Στο επόµενο σχήµα να χρησιµοποιήσετε ϐοηθητικά το Ϲεύγος (X, X ′), για

κατάλληλο X ′, και να ϐρείτε τα σηµεία P2
= P · P και P−1.
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2. Στο επόµενο σχήµα να χρησιµοποιήσετε ϐοηθητικά το Ϲεύγος (X, X ′), για

κατάλληλο X ′, και να ϐρείτε τα σηµεία Q2 και R2.
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3. Στο επόµενο σχήµα να χρησιµοποιήσετε ϐοηθητικά το Ϲεύγος (X, X ′), για

κατάλληλο X ′ και να ϐρείτε το σηµείο Q.
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4. Στο επόµενο σχήµα να χρησιµοποιήσετε ϐοηθητικά το Ϲεύγος (X, X ′), για

κατάλληλο X ′ και να ϐρείτε τα σηµεία P και I.
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