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ΟΡΙΣΜΟΣ. ΄Εστω A , ∅ ένα σύνολο µε δύο πράξεις, µια πρόσθεση κι ένα πολλα-

πλασιασµό

+ : A×A −→ A : (a, b) 7−→ a + b,

· : A×A −→ A : (a, b) 7−→ a · b.

Υποθέτουµε ότι η πρόσθεση ικανοποιεί τις συνθήκες :

(Α1) Είναι µεταθετική, δηλ.

a + b = b + a, ∀ a, b ∈ A.

(Α2) Είναι προσεταιριστική, δηλ.

a + (b + c) = (a + b) + c, ∀ a, b, c ∈ A.

Αν α(B) = B′, ϑέτουµε ̙ = id. (Α3) ΄Εχει ουδέτερο στοιχείο, που ονοµάζουµε µηδέν,

δηλ.

∃ 0 ∈ A : 0 + a = a, ∀ a ∈ A.

(Α4) Κάθε στοιχείο a ∈ A έχει αντίθετο, δηλ.

∀ a ∈ A ∃ (−a) ∈ A : a + (−a) = 0.

Επίσης υποθέτουµε ότι ο πολλαπλασιασµός ικανοποιεί τις συνθήκες :

(Μ2) Είναι προσεταιριστικός, δηλ.

a · (b · c) = (a · b) · c, ∀ a, b, c ∈ A.

(Μ3) ΄Εχει µη µηδενικό ουδέτερο στοιχείο, που ονοµάζουµε µονάδα, δηλ.

∃ 1 , 0, 1 ∈ A : 1 · a = a · 1 = a, ∀ a ∈ A.

(Μ4) Κάθε µη µηδενικό στοιχείο 0 , a ∈ A έχει αντίστροφο, δηλ.

∀ a ∈ A \ {0} ∃ a−1 ∈ A : a · a−1
= a−1

= 1.

Τέλος, υποθέτουµε ότι οι δύο πράξεις συνδέονται µε την :

(Ε) Επιµεριστική ιδιότητα : για κάθε a, b, c ∈ A,

a · (b + c) = a · b + a · c, και

(a + b) · c = a · c + b · c.
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Τότε η τριάδα (A,+, ·) λέγεται διαιρετικός δακτύλιος.

Εάν ο πολλαπλασιασµός ικανοποιεί επιπλέον την ιδιότητα :

(Μ1) Είναι µεταθετικός, δηλ.

a · b = b · a, ∀ a, b ∈ A,

τότε ο διαιρετικός δακτύλιος (A,+, ·) ονοµάζεται σώµα.

Στα προηγούµενα µαθήµατα ϑεωρήσαµε ένα προβολικό επίπεδο Desargues, και

στο σύνολο των σηµείων µιας ευθείας k (µετά την αφαίρεση ενός σηµείου S), ορίσαµε

δύο πράξεις που ικανοποιούν τις ιδιότητες (Α1-4), (Μ2-4) και (Ε), δηλ. εφοδιάσαµε

το σύνολο R = J(k)\{S} µε την αλγεβρική δοµή ενός διαιρετικού δακτύλιου. Εύλογα

προκύπτει η ερώτηση αν η δοµή αυτή εξαρτάται από την (αυθαίρετη) επιλογή της

ευθείας k, του σηµείου S, της ϐοηθητικής ευθείας ℓ και των σηµείων O και I. Η

απάντηση είναι όχι. Για την απόδειξη αυτού του ισχυρισµού ϑα χρειαστούµε το

επόµενο :

ΛΗΜΜΑ. ΄Εστω P ≡ (P,L, ∈) ένα προβολικό επίπεδο Desargues. ΄Εστω δύο τετράδες

σηµείων (A, B, C, D) και (A′, B′, C′, D′), σε κάθε µια των οποίων τα σηµεία ανά τρία είναι

µη–συγγραµµικά. Τότε υπάρχει συγγραµµικότητα σ ≡ (σ, τ) ∈ Aut(P), µε

σ(X ) = X ′, ∀ X = A, B, C, D.

Απόδειξη. 1ο ϐήµα. Αν A , A′, παίρνουµε ευθεία k ∈ L µε A, A′ < k, οπότε

k , A ∨ A′. Θέτουµε S = k ∧ (A ∨ A′). Τότε η (S, k, A, A′) είναι προσδιοριστική

τετράδα µιας έπαρσης α ∈ E(S, k) µε α(A) = A′.

Αν A = A′, ϑέτουµε α = id.
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2ο ϐήµα. Ελέγχουµε την τιµή α(B). Αν α(B) , B′, παίρνουµε ℓ ∈ J(A′) µε

α(B), B′ < ℓ και ϑέτουµε S′ = (α(B) ∨ B′) ∧ ℓ. Τότε η (S′, ℓ, α(B), B′) είναι προσδιορι-

στική τετράδα µιας έπαρσης ̙ ∈ E(S′, ℓ) µε

̙(α(A)) = ̙(A′) = A′,

̙(α(B)) = B′.

Αν α(B) = B′, ϑέτουµε ̙ = id.

3ο ϐήµα. Ελέγχουµε την τιµή ̙(α(C)). Αν ̙(α(C)) , C′, παίρνουµε m = A′ ∨ B′

και S′′ = (C′∨(̙(α(C)))∧m. Τότε η (S′′, m, ̙(α(C)), C′) είναι προσδιοριστική τετράδα
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µιας έπαρσης γ ∈ E(S′′, m) µε

γ(̙(α(A))) = γ(A′) = A′,

γ(̙(α(B))) = γ(B′) = B′,

γ(̙(α(C))) = C′.

Αν ̙(α(C)) = C′, ϑέτουµε γ = id.

4ο ϐήµα. Ελέγχουµε την τιµή γ(̙(α(D))). Αν γ(̙(α(D))) = D′, ϑέτουµε σ = γ◦̙◦α

και η απόδειξη έχει τελειώσει. Αν γ(̙(α(D))) , D′, ϑεωρούµε το σηµείο A′, την ευθεία

B′ ∨C′, ϑέτουµε D′′ = γ(̙(α(D))) και παίρνουµε E = (A′ ∨D′′)∧ (B′ ∨D′). Τότε το E

είναι συγγραµµικό µε A′, D′′, άρα (A′, B′ ∨ C”, D′′, E) είναι προσδιοριστική τετράδα

µιας οµολογίας δ ∈ H(A′, B′ ∨ C′) µε
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δ(γ(̙(α(A)))) = δ(A′) = A′,

δ(γ(̙(α(B)))) = δ(B′) = B,′

δ(γ(̙(α(C)))) = δ(C′) = C′,

δ(γ(̙(α(D)))) = δ(D′′) = E.

5ο ϐήµα. Στο προηγούµενο σχήµα, (B′, A′ ∨ C′, E, D′) είναι προσδιοριστική τε-

τράδα µιας οµολογίας ε ∈ H(B′, A′ ∨ C′), µε

ε(δ(γ(̙(α(A))))) = ε(A′) = A′,

ε(δ(γ(̙(α(B))))) = ε(B′) = B,′

ε(δ(γ(̙(α(C))))) = ε(C′) = C′,

ε(δ(γ(̙(α(D))))) = ε(E) = D′.

Οπότε η σ = ε ◦ δ ◦ γ ◦ ̙ ◦ α είναι η Ϲητούµενη συγγραµµικότητα. ✷.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1. ΄Εστω P ≡ (P,L, ∈) ένα προβολικό επίπεδο Desargues και δύο Ϲεύγη

(A, ℓ), (A′, ℓ′) ∈ P × L. Τότε :

(i) Αν A < ℓ και A′ < ℓ′, οι οµάδες H(A, ℓ) και H(A′, ℓ′) είναι ισόµορφες.

(ii) Αν A ∈ ℓ και A′ ∈ ℓ′, οι οµάδες E(A, ℓ) και E(A′, ℓ′) είναι ισόµορφες.

Απόδειξη. (i) Επιλέγουµε B, C ∈ ℓ και D ∈ L έτσι ώστε τα A, B, C, D ανά τρία να

είναι µη συγγραµµικά. Παρόµοια, επιλέγουµε B′, C′ ∈ ℓ′ και D′ ∈ L έτσι ώστε τα

A′, B′, C′, D′ ανά τρία να είναι µη συγγραµµικά. Θεωρούµε την σ του προηγούµενου

λήµµατος και ϑέτουµε

h : H(A, ℓ) −→ H(A′, ℓ′) : φ 7−→ h(φ) = σ ◦ φ ◦ σ−1.

Τότε η h είναι ισοµορφισµός οµάδων. Πράγµατι, για κάθε φ ∈ H(A, ℓ), η h(φ) είναι

συγγραµµικότητα, σαν σύνθεση συγγραµµικοτήτων. ΄Εστω m′ ∈ J(A′). Τότε

A′ ∈ m′ ⇒ σ−1(A′) = A ∈ σ−1(m′)

⇒ φ(σ−1(m′)) = σ−1(m′)

⇒ σ(φ(σ−1(m′))) = σ(σ−1(m′)) = m′

και το A′ είναι κέντρο της h(φ). ΄Εστω P ′ ∈ ℓ′ = B′ ∨ C′. Τότε

P ′ ∈ ℓ′ ⇒ σ−1(P ′) ∈ σ−1(B′ ∨ C′) = σ−1(B′) ∨ σ−1(C′) = B ∨ C = ℓ

⇒ φ(σ−1(P ′)) = σ−1(P ′)

⇒ σ(φ(σ−1(P ′))) = σ(σ−1(P ′)) = P ′
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και η ℓ′ είναι άξονας της h(φ). ΄Αρα h(φ) ∈ H(A′, ℓ′). Είναι άµεσο ότι η h είναι 1-1,

επί και µορφισµός οµάδων.

(ii) Στη δεύτερη περίπτωση ϑεωρούµε B , A, B ∈ ℓ και C, D < ℓ, µε τα A, B, C, D

ανά τρία µη συγγραµµικά. Οµοίως ϑεωρούµε B′ , A′, B′ ∈ ℓ′ και C′, D′ < ℓ′ µε τα

A′, B′, C′, D′ ανά τρία µη συγγραµµικά, και συνεχίζουµε όπως στο (i). ✷

Είναι άµεσο πλέον ότι ισχύει το επόµενο

ΘΕΩΡΗΜΑ 2. ΄Εστω P ≡ (P,L, ∈) ένα προβολικό επίπεδο Desargues. ΄Εστω ακόµη

k , ℓ ∈ L, S = k ∧ ℓ και O, I ∈ J(k) \ {S} µε O , I. Τότε η δοµή διαιρετικού δακτύλιου

που ορίζεται στο R = J(k) \ {S} από τις οµάδες E(S, ℓ) και H(O, ℓ) είναι ανεξάρτητη της

επιλογής των k, S, ℓ, O και I.
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