
ΜΑΘΗΜΑ 3: ∆ΥΪΣΜΟΣ

Στο προηγούµενο Μάθηµα 2 είδαµε ότι σε ένα ΠΕ, από το αξίωµα (ΠΕ 3), υπάρχουν

4 σηµεία, διαφορετικά µεταξύ τους, που ανά 3 είναι η συγγραµµικά. Αποδεικνύουµε

τώρα ότι συµβαίνει το ῾῾ ανάλογο ᾿᾿ µε τις ευθείες.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. Κάθε ΠΕ έχει (τουλάχιστον) 4 διαφορετικές ευθείες, που ανά 3 είναι

µη συντρέχουσες.

Απόδειξη. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ και A, B, C και D τα 4 σηµεία του αξιώµατος (ΠΕ

3). Επειδή τα σηµεία αυτά είναι διαφορετικά, ορίζονται οι ευθείες A∨B, B∨C, C∨D

και D ∨ A. Αυτές είναι διαφορετικές µεταξύ τους. Πράγµατι, αν A ∨ B = B ∨ C, τότε

A, B και C είναι συγγραµµικά, άτοπο. Οµοίως για τους άλλους συνδυασµούς.
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Σχήµα 3.1

Αποδεικνύουµε τώρα ότι κάθε τριάδα από τις ανωτέρω ευθείες δεν διέρχονται από το

ίδιο σηµείο. ΄Εστω προς άτοπο ότι οι A∨B, B∨C και C∨D διέρχονται από το σηµείο

P ∈ P. Οι A∨B και B∨C διέρχονται από το B. Αν διέρχονται και από το P , B, τότε

διέρχονται από δύο διαφορετικά σηµεία, άρα A ∨ B = B ∨ C και τα A, B και C είναι

συγγραµµικά, άτοπο. ΄Αρα P = B. Επίσης, οι B ∨ C και C ∨ D διέρχονται από το C.

΄Αρα, όπως προηγουµένως, P = C. ∆ηλ. B = C, που είναι άτοπο από την υπόθεση.

Παρόµοια για κάθε τριάδα από τις ανωτέρω ευθείες. ✷
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Επίσης στο προηγούµενο µάθηµα αποδείξαµε ότι κάθε ευθεία περιέχει τουλά-

χιστον 3 σηµεία. Αποδεικνύουµε ότι πάλι ισχύει το αντίστοιχο ῾῾ ανάλογο ᾿᾿ για τα

σηµεία :

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. Αν (P,L,I) είναι ένα ΠΕ, από κάθε σηµείο P ∈ P διέρχονται τουλάχι-

στον 3 ευθείες.

Απόδειξη. Θεωρούµε 4 σηµεία A, B, C και D διαφορετικά µεταξύ τους, που ανά 3

είναι µη συγγραµµικά (η ύπαρξη των οποίων εξασφαλίζεται από το αξίωµα (ΠΕ 3))

και ένα σηµείο P ∈ P. ∆ιακρίνουµε τις επόµενες περιπτώσεις :

(1) Το P συµπίπτει µε ένα από τα A, B, C, D, έστω το A.

P = A

B

C

D

Σχήµα 3.2

Τότε οι ευθείες P ∨ B, P ∨ C και P ∨ D διέρχονται από το P, και είναι διαφορετικές

µεταξύ τους. Πράγµατι, αν P ∨ B = P ∨ C, τότε τα P, B και C, δηλ. τα A, B και C

είναι συγγραµµικά, άτοπο. Οµοίως για τις άλλες περιπτώσεις.

(2) Το P δεν συµπίπτει µε κανένα από τα A, B, C και D. Τότε ϑεωρούµε τις

ευθείες

(∗) P ∨ A, P ∨ B, P ∨ C, P ∨ D

και διακρίνουµε τις περιπτώσεις :

(2α) Τρεις (τουλάχιστον) από τις τέσσερεις ευθείες είναι διαφορετικές µεταξύ τους,

όπως στο Σχ. 3.3 (όπου P ∨ A = P ∨ D). Τότε ισχύει το Ϲητούµενο.
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Σχήµα 3.3

(2β) Οι ευθείες (∗) συµπίπτουν ανά δύο, π.χ. P ∨ A = P ∨ D και P ∨ B = P ∨ C,

όπως στο Σχ. 3.4.
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Σχήµα 3.4
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Οι ευθείες P ∨ A = P ∨ D και P ∨ B = P ∨ D είναι διαφορετικές µεταξύ τους, αλλιώς

τα A, B, C και D είναι συγγραµµικά, άτοπο. ΄Αρα (Μάθηµα 2, Πρόταση 3) υπάρχει

σηµείο Q ∈ P που δεν κείται σε καµία από τις δύο αυτές ευθείες. Τότε η P ∨Q είναι

η τρίτη ευθεία που περνά από το P.

(2γ) Η σύµπτωση τριών ή όλων των ευθειών (∗) δεν είναι δυνατή, γιατί οδηγεί σε

συγγραµµικότητα τριών ή όλων των A, B, C και D, άτοπο. ✷

΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ. Θέτουµε

P∗ = L

L∗ = P

I∗ = I−1
= {(ℓ, P) ∈ L × P | (P, ℓ) ∈ I } ⊆ P∗ × L∗

ΠΡΟΤΑΣΗ 3. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ. Τότε η τριάδα

(P∗,L∗,I∗) = (L,P,I−1)

είναι ΠΕ.

Απόδειξη. (ΠΕ 1) ΄Εστω δύο διαφορετικά σηµεία P∗ , Q∗ στο P∗, δηλ. δύο διαφορε-

τικές ευθείες p , q στο L. Από την Πρόταση 1 του Μαθήµατος 3, υπάρχει ακριβώς

ένα σηµείο A ∈ P, δηλ. ακριβώς µία ευθεία α∗ ∈ L∗, µε (A, p) ∈ I και (A, q) ∈ I,

δηλ. (P∗, α∗) = (p, A) ∈ I−1
= I∗ και (Q∗, α∗) = (q, A) ∈ I−1

= I∗.

(ΠΕ 2 ) ΄Εστω δύο διαφορετικές ευθείες k∗ , ℓ∗ στο L∗, δηλ. δύο διαφορετικά

σηµεία K , L στο P. Από το αξίωµα (ΠΕ 1) για το αρχικό ΠΕ (P,L,I), υπάρχει (και

µάλιστα ακριβώς µία) ευθεία α ∈ L, δηλ. ακριβώς ένα σηµείο A∗ ∈ P∗, µε (K, α) ∈ I

και (L, α) ∈ I, δηλ. (A∗, k∗) = (α, K) ∈ I−1
= I∗ και (A∗, ℓ∗) = (α, L) ∈ I−1

= I∗.

(ΠΕ 3) Το 3ο αξίωµα για την τριάδα (P∗,L∗,I∗) ισοδυναµεί µε την Πρόταση 1,

προηγουµένως. ✷

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ. Το ΠΕ (P∗,L∗,I∗) λέγεται δυϊκό του

(P,L,I).

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ, (P∗,L∗,I∗) το δυϊκό του και (P∗∗,L∗∗,I∗∗)

το δυϊκό του δυϊκού. Τότε

(P∗∗,L∗∗,I∗∗) = (P,L,I).

ΟΡΙΣΜΟΣ 2. ΄Εστω S µια πρόταση που διατυπώνεται για σηµεία, ευθείες και την

σχέση I. Ονοµάζουµε δυϊκή της S και συµβολίζουµε µε S∗ την πρόταση που
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προκύπτει από την S αν αντικαταστήσουµε τα σηµεία µε ευθείες, τις ευθείες µε

σηµεία και την σχέση I µε την I−1.

Παρατηρούµε ότι όπως το δυϊκό του δυϊκού ενός ΠΕ είναι το αρχικό ΠΕ, έτσι και

για µια πρόταση

S∗∗ = S.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ. ∆ίνουµε µερικά παραδείγµατα πρότασης S και της δυϊκής της.

Σηµειώνουµε αν η πρόταση είναι αληθής ή ψευδής.

S1: Σε ένα ΠΕ όλα τα σηµεία ϐρίσκονται πάνω σε µία ευθεία ℓo ∈ L. (Ψ)

S∗1: Σε ένα ΠΕ όλες οι ευθείες περνούν από ένα σηµείο Po ∈ P. (Ψ)

S2: Σε ένα ΠΕ από δύο διαφορετικά σηµεία περνά ακριβώς µία ευθεία. (Α)

S∗2: Σε ένα ΠΕ δύο διαφορετικές ευθείες τέµνονται σε ακριβώς ένα σηµείο. (Α)

S3: Υπάρχει ΠΕ µε ακριβώς 13 σηµεία. (;)

S∗3: Υπάρχει ΠΕ µε ακριβώς 13 ευθείες. (;)

S4: Κάθε ΠΕ έχει ακριβώς 7 σηµεία. (Ψ)

S∗4: Κάθε ΠΕ έχει ακριβώς 7 ευθείες. (Ψ)

S5: Το ΠΕ του Fano έχει ακριβώς 7 σηµεία. (Α)

S∗
5
: Το ΠΕ του Fano έχει ακριβώς 7 ευθείες. (Α)

S6: Σε ένα ΠΕ για κάθε τριάδα διαφορετικών σηµείων υπάρχει ευθεία στην οποία

κείνται και τα τρία. (Ψ)

S∗6: Σε ένα ΠΕ για κάθε τριάδα διαφορετικών ευθειών υπάρχει σηµείο από όπου

διέρχονται και οι τρεις. (Ψ)

Αν οι S3 και S∗3 αληθεύουν ϑα συζητηθεί αργότερα.

Το επόµενο λήµµα είναι προφανές :

ΛΗΜΜΑ. Αν η πρόταση S αληθεύει στο ΠΕ (P,L,I), τότε η S∗ αληθεύει στο

(P∗,L∗,I∗). ✷

ΘΕΩΡΗΜΑ (Αρχή του ∆υϊσµού). Αν µια πρόταση S ισχύει σε κάθε ΠΕ, τότε και η

δυϊκή S∗ ισχύει σε κάθε ΠΕ.

Απόδειξη. ΄Εστω S µια πρόταση που ισχύει σε κάθε ΠΕ. ΄Εστω και (P,L,I) ένα ΠΕ.

Θδο η S∗ ισχύει στο (P,L,I). Θεωρούµε το δυϊκό (P∗,L∗,I∗). Αφού η S ισχύει σε

όλα τα ΠΕ, ισχύει στο (P∗,L∗,I∗). ΄Αρα η S∗ ισχύει στο δυϊκό ΠΕ (P∗∗,L∗∗,I∗∗) =

(P,L,I) (ϐλ. προηγούµενο λήµµα). ✷

ΑΣΚΗΣΗ. Να εξετάσετε αν :

(1) Το δυϊκό ενός ΣΕ είναι ΣΕ.

(2) Αν ισχύει η Αρχή του ∆υϊσµού στα ΣΕ.
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