
ΜΑΘΗΜΑ 6: ΜΟΡΦΙΣΜΟΙ ΠΡΟΒΟΛΙΚΩΝ ΕΠΙΠΕ∆ΩΝ

ΟΡΙΣΜΟΣ 1. ΄Εστω Πi ≡ (Pi ,Li ,Ii), i = 1,2, ΠΕ. ΄Ενας µορφισµός προβολικών

επιπέδων (συντ. ΜΠΕ) από το Π1 στο Π2 είναι ένα Ϲεύγος (φ, ψ) απεικονίσεων

φ : P1 → P2 και ψ : L1 → L2 που ικανοποιούν την συνθήκη

(P, ℓ) ∈ I1 ⇒ (φ(P), ψ(ℓ)) ∈ I2.

Ιδιαιτέρως, ένας ΜΠΕ (φ,ψ) λέγεται µονοµορφισµός ή 1-1, αν οι φ και ψ είναι

1-1, και λέγεται επιµορφισµός ή απλά επί, αν οι φ και ψ είναι επί. Τέλος ένας

ΜΠΕ (φ, ψ) λέγεται ισοµορφισµός, αν οι φ και ψ είναι αµφιµονοσήµαντες.

ΠΡΟΤΑΣΗ 1. (1) Για κάθε ΠΕ (P,L,I) το Ϲεύγος (idP, idL) : (P,L,I) → (P,L,I)

είναι ισοµορφισµός ΠΕ.

(2) ΄Εστω Πi ≡ (Pi ,Li ,Ii), i = 1,2,3, ΠΕ. ΄Εστω ακόµη (φ1, ψ1) : Π1 → Π2 και

(φ2, ψ2) : Π2 → Π3 ΜΠΕ. Τότε το Ϲεύγος των συνθέσεων

(φ2 ◦ φ1, ψ2 ◦ ψ1) : Π1 −→ Π3

είναι ΜΠΕ. ✷

Το Ϲεύγος (φ2 ◦φ1, ψ2 ◦ψ1) λέγεται σύνθεση των µορφισµών (φ1, ψ1) και (φ2, ψ2).

ΛΗΜΜΑ. ΄Εστω Πi ≡ (Pi ,Li ,Ii), i = 1,2, ΠΕ και (φ,ψ) : Π1 → Π2 ένας µονοµορφι-

σµός ΠΕ. ΄Εστω ακόµη (P, ℓ) ∈ P1 × L1 µε (P, ℓ) < I1. Τότε (φ(P), ψ(ℓ)) < I2.

Απόδειξη. Θεωρούµε P ∈ P1 και ℓ ∈ L1 µε (P, ℓ) < I1. ΄Εστω (προς άτοπο) ότι

(φ(P), ψ(ℓ)) ∈ I2. Θεωρούµε και ένα Q ∈ P1 µε (Q, ℓ) ∈ I1 (ϐλ. Σχήµα 6.1).

Π1 Π2

(φ, ψ)

P

Qℓ φ(P)

φ(Q)

ψ(ℓ) = ψ(P ∨ Q)

Σχήµα 6.1
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Τότε, από τον ορισµό του ΜΠΕ ϑα είναι (φ(Q), ψ(ℓ)) ∈ I2. Αφού (P, ℓ) < I1 ενώ

(Q, ℓ) ∈ I1, είναι P , Q, άρα υπάρχει η ευθεία P ∨ Q και ℓ , P ∨ Q. Τότε, τα σηµεία

φ(P) και φ(Q) ανήκουν σην ευθεία ψ(P ∨Q) και στην ευθεία ψ(ℓ). Λόγω του 1-1 της

φ, φ(P) , φ(Q), άρα

ψ(ℓ) = φ(P) ∨ φ(Q) = ψ(P ∨ Q),

που είναι άτοπο από το 1-1 της ψ. ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. ΄Εστω Πi ≡ (Pi ,Li ,Ii), i = 1,2, ΠΕ και (φ,ψ) : Π1 → Π2 ένας

ισοµορφισµός ΠΕ. Τότε το Ϲεύγος των αντίστροφων

(φ−1, ψ−1) : Π2 −→ Π1

είναι ΜΠΕ. Ιδιαιτέρως, είναι ισοµορφισµός.

Απόδειξη. Κάθε µια από τις φ και ψ είναι 1-1 και επί, άρα υπάρχει το Ϲεύγος των

αντίστροφων (φ−1, ψ−1). Για νδο αυτό το Ϲεύγος είναι ΜΠΕ, αρκεί νδο για κάθεQ ∈ P2

και k ∈ L2 µε (Q, k) ∈ I2, ισχύει (φ−1(Q), ψ−1(k)) ∈ I1. Παρατηρούµε ότι ϑέτοντας

P = φ−1(Q) και ℓ = ψ−1(k), η Ϲητούµενη συνθήκη

(Q, k) ∈ I2 ⇒ (φ−1(Q), ψ−1(k)) ∈ I1

γράφεται

(φ(P), ψ(ℓ)) ∈ I2 ⇒ (P, ℓ) ∈ I1

που ισχύει, λόγω του προηγούµενου λήµµατος. Είναι προφανές ότι (φ−1, ψ−1) είναι

ισοµορφισµός. ✷

ΠΡΟΤΑΣΗ 2. ΄Εστω Πi ≡ (Pi ,Li,Ii), i = 1,2, ΠΕ και (φ,ψ) : Π1 → Π2 ένας ΜΠΕ.

(i) Αν η φ είναι 1-1, τότε για κάθε P,Q ∈ P1 µε P , Q, ισχύει

ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ ψ(Q).

(ii) Αν η ψ είναι 1-1, τότε για κάθε k, ℓ ∈ L1 µε k , ℓ, ισχύει

φ(k ∧ ℓ) = ψ(k) ∧ ψ(ℓ).

Απόδειξη. (i) Από τον ορισµό του ΜΠΕ, φ(P), φ(Q) ∈ ψ(P ∨ Q). Επειδή η φ είναι

1-1, φ(P) , φ(Q). ΄Αρα ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ ψ(Q).

(ii) ∆υϊκά. ✷

Από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι για µονοµορφισµούς ΠΕ, η φ είναι

γνωστή αν και µόνον αν είναι γνωστή η ψ.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 1. ΄Εστω Πi ≡ (Pi ,Li ,Ii), i = 1,2, ΠΕ και (φ,ψ) : Π1 → Π2 ένας ΜΠΕ.

Τότε η φ είναι 1-1 και επί αν και µόνον αν η ψ είναι 1-1 και επί.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω ότι η φ είναι 1-1 και επί. Τότε :

(i) Η ψ είναι επί: ΄Εστω ℓ2 ∈ L2 Υπάρχουν P2, Q2 ∈ J(ℓ2) µε P2 , Q2.
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Σχήµα 6.2

Επειδή η φ είναι επί, υπάρχουν P1 , Q1 ∈ P1 µε φ(P1) = P2 και φ(Q1) = Q2.

Θεωρούµε την ευθεία ℓ1 = P1 ∨Q1. Τότε τα φ(P1) = P2 και φ(Q1) = Q2 ανήκουν στην

ψ(ℓ1), και επειδή είναι διαφορετικά µεταξύ τους,

ψ(ℓ1) = φ(P1) ∨ φ(Q1) = P2 ∨ Q2 = ℓ2,

που αποδεικνύει ότι η ψ είναι επί.

(ii) Η ψ είναι 1-1: Με άτοπο: ΄Εστω ότι υπάρχουν k , ℓ ∈ L1 µε ψ(k) = ψ(ℓ) =

α ∈ L2. Παρατηρούµε ότι :

∀ P ∈ J(k) ⇒ φ(P) ∈ J(ψ(k)) = J(α)

∀ Q ∈ J(ℓ) ⇒ φ(Q) ∈ J(ψ(ℓ)) = J(α)

Θεωρούµε ένα τυχαίο A ∈ L1 µε A < J(k) και A < J(ℓ), και µια m ∈ J(A), που δεν

περνά από το σηµείο k ∧ ℓ. Προφανώς m , k και m , ℓ. Θέτουµε P = k ∧ m και

Q = ℓ ∧m. Τότε :

A ∈ J(P ∨ Q) ⇒ φ(A) ∈ J(ψ(P ∨ Q))

P , Q και φ 1-1 ⇒ ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ φ(Q)

P ∈ J(k) και Q ∈ J(ℓ) ⇒ φ(P), φ(Q) ∈ J(α)
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Σχήµα 6.3

Συνθέτοντας τα προηγούµενα συµπεράσµατα παίρνουµε

φ(A) ∈ J(ψ(P ∨ Q)) = J(φ(P) ∨ φ(Q)) = J(α).

΄Αρα όλα τα σηµεία του P1 απεικονίζονται µέσω της φ στην J(α), δηλ. φ(P1) ⊆ J(α).

Επειδή η φ είναι επί, προκύπτει P2 = φ(P1) ⊆ J(α), δηλ. όλα τα σηµεία του P2 είναι

συγγραµµικά, άτοπο.

(⇐) ∆υϊκά. ✷

Από την προηγούµενη απόδειξη προκύπτει ότι ισχύει η ισοδυναµία

φ επί ⇔ ψ επί

ενώ δεν ισχύει το ίδιο για το 1-1.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2. ΄Εστω (P,L,I) ένα ΠΕ. Θέτουµε L̃ = {J(ℓ) | ℓ ∈ L}. Τότε :

(i) Η τριάδα (P, L̃, ∈) είναι ΠΕ.

(ii) Τα (P,L,I) και (P, L̃, ∈) είναι ισόµορφα.

Απόδειξη. (i) ΄Αµεσο, λόγω της ισοδυναµίας (P, ℓ) ∈ I ⇔ P ∈ J(ℓ).

(ii) Θέτουµε

φ = idP : P −→ P,

ψ = J : L −→ L̃ : ℓ 7−→ J(ℓ).
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Τότε (φ, ψ) : (P,L,I)→ (P, L̃, ∈) είναι ΜΠΕ, διότι

P I ℓ ⇒ φ(P) = P ∈ J(ℓ)

και είναι ισοµορφισµός, αφού η φ = idP είναι 1-1 και επί. ✷

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ΄Εστω Πi ≡ (Pi ,Li ,Ii), i = 1,2, ΠΕ και φ : P1 → P2 απεικόνιση 1-1

και επί, που στέλνει συγγραµµικά σηµεία του P1 σε συγγραµµικά σηµεία του P2.

Νδο υπάρχει µια µοναδική ψ : L1 → L2, τέτοια ώστε (φ,ψ) : Π1 → Π2 να είναι

ισοµορφισµός ΠΕ.

2. Βρείτε ΜΠΕ (φ,ψ) µε φ 1-1 και ψ όχι 1-1.

3. ΄Εστω Πi ≡ (Pi,Li ,Ii), i = 1,2, ΠΕ και (φ,ψ) : Π1 → Π2 ΜΠΕ. Θεωρούµε την

τριάδα (φ(P1), ψ(L1),I2|φ(P1)×ψ(L1)). Είναι ΠΕ ;
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