
ΜΑΘΗΜΑ 8

ΟΡΙΣΜΟΣ. Μια συγγραµµικότητα (φ,ψ) ∈ L(A, ℓ) λέγεται οµολογία, αν A < ℓ. Η

οµάδα L(A, ℓ) των οµολογιών µε κέντρο A και άξονα ℓ (µε A < ℓ) συµβολίζεται µε

H(A, ℓ).

Η (φ, ψ) λέγεται έπαρση, αν A ∈ ℓ, και η αντίστοιχη οµάδα των επάρσεων L(A, ℓ)

(µε A ∈ ℓ) συµβολίζεται µε

E(A, ℓ).

Στο επόµενο ϐασικό ϑεώρηµα αποδεικνύουµε ότι για τον προσδιορισµό µιας

κεντρικής/αξονικής συγγραµµικότητας αρκεί να γνωρίζουµε την εικόνα ενός κατάλ-

ληλου σηµείου.

ΘΕΩΡΗΜΑ. ΄Εστω (φ,ψ) ∈ L(A, ℓ). Τότε η (φ,ψ) προσδιορίζεται πλήρως από κάθε

τετράδα της µορφής

(A, ℓ, X, φ(X )),

όπου X ∈ P µε X , A και X < ℓ.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε ότι λόγω της Πρότασης 3 του Μαθήµατος 7, τα δεδοµένα

σηµεία A, X και φ(X ) πρέπει να είναι συγγραµµικά. ΄Εστω Y ∈ P µε Y , A, Y < ℓ

και Y , X . ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

(1) Υποθέτουµε επιπλέον ότι Y < A ∨ X = A ∨ φ(X ). Για να ϐρούµε την εικόνα

φ(Y ) παρατηρούµε τα εξής :

(i) Τα A, Y και φ(Y ) είναι συγγραµµικά (πάλι από την Πρόταση 3 του Μαθήµατος

7), άρα η φ(Y ) ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία A ∨ Y (που ορίζεται, αφού Y , A).

(ii) Y ∈ X ∨ Y (η ευθεία X ∨ Y υπάρχει αφού Y , X ), άρα φ(Y ) ∈ ψ(X ∨ Y ). Η

εικόνα ψ(X ∨ Y ) της ευθείας X ∨ Y δεν είναι γνωστή, µπορεί όµως να προσδιοριστεί,

γιατί γνωρίζουµε δύο σηµεία της : (α) Επειδή X ∈ X ∨ Y , έχουµε φ(X ) ∈ ψ(X ∨ Y ).

(ϐ) Οι ευθείες ℓ, X ∨ Y και ψ(X ∨ Y ) συντρέχουν (Πρόταση 3΄ του Μαθήµατος 7),

εποµένως η ψ(X ∨ Y ) περνά από την τοµή P της ℓ µε την X ∨ Y . ΄Αρα

ψ(X ∨ Y ) = φ(X ) ∨ P = φ(X ) ∨ (ℓ ∧ (X ∨ Y ))

Οι δύο ευθείες A ∨ Y και φ(X ) ∨ P που περιέχουν το φ(Y ) είναι διαφορετικές

µεταξύ τους, αφού τα A, Y και φ(X ) δεν είναι συγγραµµικά. ΄Αρα το φ(Y ) είναι η

τοµή τους, δηλ.

φ(Y ) = (A ∨ Y ) ∧ [φ(X ) ∨ (ℓ ∧ (X ∨ Y ))].
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(2) Αν Y ∈ A ∨ X , ϑεωρούµε ένα Z < A ∨ X , (πάλι µε Z , A και Z < ℓ) ϐρί-

σκουµε την εικόνα φ(Z ) και µετά χρησιµοποιούµε την τετράδα (A, ℓ, Z, φ(Z )) για να

προσδιορίσουµε το φ(Y ).

Στα σχήµατα που ακολουθούν απεικονίζεται η καταασκευή του φ(Y ) όταν η (φ,ψ)

είναι έπαρση (A ∈ ℓ) και όταν είναι οµολογία (A < ℓ).

Για έπαρση:
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Για οµολογία :

ΠΟΡΙΣΜΑ 1. ΄Εστω (φi , ψi) ∈ L(A, ℓ), i = 1,2, και X ∈ P µε X , A και X < ℓ, για το

οποίο ισχύει φ1(X ) = φ2(X ). Τότε (φ1, ψ1) = (φ2, ψ2).

ΠΟΡΙΣΜΑ 2. ΄Εστω (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ) και έστω ότι υπάρχει X ∈ P µε X , A και X < ℓ,

για το οποίο ισχύει φ(X ) = X . Τότε (φ, ψ) = (idP, idL).

Απόδειξη. Το Πόρισµα 2 είναι προφανής απόρροια του Πορίσµατος 1. Για την

πληρότητα σηµειώνουµε ότι η εικόνα φ(Y ) δίνεται από την ισότητα

φ(Y ) = (A ∨ Y ) ∧ (X ∨ P) = (A ∨ Y ) ∧ (Y ∨ P) = Y

και τα αντίστοιχα σχήµατα γίνονται :
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Για έπαρση:

Για οµολογία :
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Η ταυτοτική συγγραµµικότητα (idP, idL) είναι κεντρική/αξονική, και µάλιστα,

κάθε A ∈ P είναι κέντρο της, και κάθε ℓ ∈ L είναι άξονας. Για τις µη-ταυτοτικές

συγγραµµικότητες, όµως, κέντρο και άξονας (αν υπάρχουν) είναι µονοσήµαντα ορι-

σµένα :

ΠΡΟΤΑΣΗ Κάθε κεντρική/αξονική συγγραµµικότητα (φ,ψ) , (idP, idL) έχει ακρι-

ϐώς ένα κέντρο και έναν άξονα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η (φ, ψ) ∈ Aut(P) είναι κεντρική/αξονική µε κέντρα A και B, µε

A , B, και κάποιο άξονα ℓ. Θεωρούµε ένα X ∈ P µε X < ℓ και X < A ∨B. Επειδή A,

X και φ(X ) είναι συγγραµµικά, η εικόνα φ(X ) ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία A ∨ X .

Οµοίως, επειδή B, X και φ(X ) είναι συγγραµµικά, η φ(X ) ϐρίσκεται πάνω στην

ευθεία B ∨ X . Επειδή A, B και X δεν είναι συγγραµµικά, A ∨ X , B ∨ X . ΄Αρα

φ(X ) = (A ∨ X ) ∧ (B ∨ X ) = X.

Επειδή η τετράδα (A, ℓ, X, φ(X ) = X ) προσδιορίζει πλήρως την (φ,ψ), από το προη-

γούµενο Πόρισµα 2, (φ,ψ) = (idP, idL). ΄Ατοπο, άρα A = B. ✷
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