
Χαρακτηρισµός οµολογιών και επάρσεων µέσω ιδιοτιµών

Ιωάννα-Μαρία Λυγάτσικα

΄Εστω f : R3 → R3
γραµµικός ισοµορφισµός µε πίνακα M . Ο f επάγει

συγγραµµικότητα (φ, ψ) : P2 → P2
µε

φ([x, y, z]) = [f(x, y, z)]

ψ(〈a, b, c〉) = 〈(a, b, c)(M t)−1〉.

Ισχυρισµός 1: Η (φ, ψ) είναι κεντρική/ αξονική ανν ο f έχει ιδιόχωρο δι-

άστασης 2.

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι ο f έχει ιδιόχωρο διάστασης 2, έστω λ η αντίστοι-

χη ιδιοτιµή. Τότε υπάρχουν δύο γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα v =
(v1, v2, v3) και u = (u1, u2, u3) του f που αντιστοιχούν στην λ, άρα

φ([v1, v2, v3]) = [f(v)] = [λ(v1, v2, v3)] = [v1, v2, v3] := P

φ([u1, u2, u3]) = [f(u)] = [λ(u1, u2, u3)] = [u1, u2, u3] := Q.

∆ηλαδή τα δύο σηµεία P,Q παραµένουν σταθερά. Τα P,Q ορίζουν ευθεία

l = P ∨Q διότι [v1, v2, v3] 6= [u1, u2, u3]. Αρκεί να δείξουµε ότι l είναι άξονας,
δηλαδή για κάθε R = [x, y, z] ∈ l ισχύει φ(R) = R. Πράγµατι, αν R ∈ l τότε
(x, y, z) ανήκει στον υπόχωρο διάστασης 2 του R3

που παράγεται από τα u
και v, άρα υπάρχουν a, b ώστε (x, y, z) = av + bu. ΄Εχουµε R = [x, y, z] =
ζ(x, y, z) για κάποιο ζ άρα

R = ζ(x, y, z) = ζ(av + bu) = [v1, v2, v3] + [u1, u2, u3].

Εποµένως

φ(R) = φ([v1, v2, v3] + [u1, u2, u3])

= φ([v1, v2, v3]) + φ([u1, u2, u3])

= [f(v)] + [f(u)] = [v1, v2, v3] + [u1, u2, u3] = R.

΄Ετσι δείξαµε ότι η (φ, ψ) είναι κεντρική/ αξονική.

Για την άλλη κατεύθυνση, υποθέτουµε ότι η (φ, ψ) είναι κεντρική/ αξονική,

έστω l ο άξονας. Θεωρούµε τρία διακεκριµένα σηµεία Pi = [xi, yi, zi] στον l
και έστω vi := (xi, yi, zi) τα αντίστοιχα διανύσµατα του R3

. ΄Εχουµε

φ(Pi) = P ⇔ [f(xi, yi, zi)] = [xi, yi, zi],

άρα για κάθε i = 1, 2, 3 υπάρχει λi ώστε f(vi) = λivi. Αν υποθέσουµε ότι

τα λi είναι ανα δύο διακεκριµένα, τότε τα vi είναι ανά δύο γραµµικά ανε-

ξάρτητα. Αυτό είναι άτοπο διότι τα v1, v2, v3 ανήκουν (στο επίπεδο του l,
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δηλαδή) σε υπόχωρο του R3
διάστασης 2. ΄Αρα, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,

λ1 = λ2 := λ. Εποµένως, v1, v2 ανήκουν στον ιδιόχωρο Vf (λ) της ιδιοτιµής λ.
Αφού P1 6= P2 τότε δεν υπάρχει κ 6= 0 ώστε v1 = κv2, άρα v1, v2 είναι γραµµι-

κά ανεξάρτητα. Για να συµπεράνουµε ότι dim(Vf (λ)) = 2, αρκεί να δείξουµε

ότι τα v1, v2 παράγουν τον ιδιόχωρο. Πράγµατι, έστω w = (w1, w2, w3) τέτοιο

ώστε f(w) = λw. Τότε αν R = [w1, w2, w3] έχουµε φ(R) = [f(w)] = R, άρα

R ανήκει στον άξονα l. Από τη σχέση l = P1 ∨ P2 έπεται ότι το w γράφεται ως

γραµµικός συνδυασµός των v1, v2. �

Παρατήρηση 1: Στην απόδειξη του Ισχυρισµού 1, είδαµε ότι ο ιδιόχωρος

διάστασης 2 του f προσδιορίζει τον άξονα της κεντρικής/ αξονικής συγγραµ-

µικότητας.

Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι (φ, ψ) είναι κεντρική/ αξονική συγγραµµικότη-

τα.

Ισχυρισµός 2: Η (φ, ψ) είναι οµολογία ανν ο f έχει δύο διακεκριµένες ιδιο-

τιµές.

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι ο f έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές, λ1 και λ2.
Αφού (φ, ψ) είναι κεντρική/ αξονική συγγραµµικότητα, τότε χωρίς ϐλάβη της

γενικότητας, ο ιδιόχωρος Vf (λ1) που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 έχει διάστα-

ση 2. Από Παρατήρηση 1, αν P = [x, y, z], Q = [x′, y′, z′] δύο διακεκριµένα

σηµεία τέτοια ώστε (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ Vf (λ1), τότε P ∨Q = l είναι ο άξονας.

΄Εχουµε ότι dim(Vf (λ2)) = 1, έστω {(p, q, r)} µία ϐάση του. Θα δείξουµε ότι

R = [p, q, r] είναι το κέντρο της συγγραµµικότητας. ΄Εστω k = 〈a, b, c〉 3 R.

΄Εχουµε k 6= l, διότι διαφορετικά το R ανήκει στον άξονα, άρα (p, q, r) είναι

γραµµικός συνδυασµός των (x, y, z), (x′, y′, z′), άρα (p, q, r) είναι ιδιοδιάνυ-

σµα της λ1, άτοπο επειδή λ1 6= λ2. Θεωρούµε το σηµείο τοµής A = [a1, a2, a3]
της k και του άξονα l. Τότε η k ορίζεται µονοσήµαντα ως k = A∨R. Η ένωση

είναι καλά ορισµένη διότι αν A = R τότε R ανήκει στον άξονα, άτοπο. Επο-

µένως, εξετάζουµε το ψ(k) = φ(A) ∨ φ(R).

΄Εχουµε φ(A) = A διότι το A ανήκει στον άξονα. Επίσης

φ(R) = [f(p, q, r)] = [λ2(p, q, r)] = [p, q, r] = R.

΄Εστω S = [s1, s2, s3] τυχόν σηµείο του k = A ∨ R, τότε το (s1, s2, s3) ανήκει

στον υπόχωρο διάστασης 2 του R3
που παράγεται από τα (a1, a2, a3), (p, q, r),

εποµένως υπάρχουν κ, µ τέτοια ώστε (s1, s2, s3) = κ(a1, a2, a3) + µ(p, q, r).
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΄Εχουµε

φ(S) = φ([a1, a2, a3] + [p, q, r])

= φ(A) + φ(R)

= A+R = S.

∆είξαµε ότι κάθε σηµείο του k παραµένει αναλλοίωτο, εποµένως ψ(k) = k.

Τώρα, αφού οι ιδιοτιµές λi είναι διακεκριµένες, συµπεραίνουµε ότι (p, q, r) 6∈
Vf (λ1), άρα το κέντρο R δεν ανήκει στον άξονα. Εποµένως, (φ, ψ) είναι οµο-

λογία.

Για την άλλη κατεύθυνση, υποθέτουµε ότι η (φ, ψ) είναι οµολογία. Αφού

(φ, ψ) είναι κεντρική/ αξονική συγγραµµικότητα, τότε ο f έχει ιδιόχωρο Vf (λ)
διάστασης 2, όπου λ η αντίστοιχη ιδιοτιµή. Υποθέτουµε ότι f δεν έχει άλλη

ιδιοτιµή. ΄Εστω P = [x, y, z] το κέντρο της οµολογίας, τότε φ(P ) = P και P
δεν ανήκει στον άξονα. ΄Εχουµε

φ(P ) = P ⇔ [f(x, y, z)] = [x, y, z]

άρα υπάρχει µ τέτοιο ώστε f(x, y, z) = µ(x, y, z). Αν υποθέσουµε ότι µ = λ,
τότε (x, y, z) ∈ Vf (λ) που είναι άτοπο διότι P δεν ανήκει στον άξονα. �

Παρατήρηση 2: Στην απόδειξη του Ισχυρισµού 2, είδαµε ότι ο ιδιόχωρος

διάστασης 1 του f προσδιορίζει το κέντρο της κεντρικής/ αξονικής συγγραµ-

µικότητας.

Ισχυρισµός 3: Η (φ, ψ) είναι έπαρση ανν ο f έχει όλες τις ιδιοτιµές του ίσες.

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι ο f έχει όλες τις ιδιοτιµές του ίσες, έστω λ. Αφού

(φ, ψ) είναι κεντρική/ αξονική συγγραµµικότητα, τότε ο ιδιόχωρος Vf (λ) που

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ έχει διάσταση 2. ΄Εστω P = [x, y, z] το κέντρο

της συγγραµµικότητας, τότε φ(P ) = P , εποµένως f(x, y, z) = µ(x, y, z) για

κάποιο µ. Τότε αναγκαστικά λ = µ άρα (x, y, z) ∈ Vf (λ) και από την Παρα-

τήρηση 1 συµπεραίνουµε ότι P ανήκει στον άξονα.

Για την άλλη κατεύθυνση, υποθέτουµε ότι η (φ, ψ) είναι έπαρση. Αφού (φ, ψ)
είναι κεντρική/ αξονική συγγραµµικότητα, τότε ο f έχει ιδιόχωρο Vf (λ) δι-

άστασης 2, όπου λ η αντίστοιχη ιδιοτιµή. ΄Εστω l = P1 ∨ P2 ο άξονας, όπου

Pi = [xi, yi, zi] δύο διακεκριµένα σηµεία και vi = (xi, yi, zi). Από την Πα-

ϱατήρηση 1, το σύνολο {v1, v2} αποτελεί ϐάση του Vf (λ). Υποθέτουµε ότι

f έχει άλλη µία ιδιοτιµή µ 6= λ, τότε αναγκαστικά dim(Vf (µ)) = 1. Αν

{w = (w1, w2, w3)} µία ϐάση του Vf (µ), τότε από την Παρατήρηση 2, έχουµε

ότι [w1, w2, w3] είναι το κέντρο της συγγραµµικότητας. ΄Οµως αυτό είναι άτο-

πο διότι w 6∈ Vf (λ), άρα w δεν γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των v1, v2
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που σηµαίνει ότι το κέντρο δεν ανήκει στον άξονα. �

Σχόλια:

΄Ενα αποτέλεσµα που σχετίζεται µε αυτά που δείξαµε είναι η Πρόταση 4.5.17

από το

Marcel Berger, Geometry I, Springer 2004

που λέει ότι

΄Εστω g =
¯
f ∈ GP (E) και m ∈ P (E). Τότε m είναι σταθερό σηµείο της g

(δηλαδή m = g(m)) αν και µόνο αν p−1(m) είναι ιδιόχωρος του f .

(όπου P (E) είναι ο προβολικός χώρος που επάγεται από το E και είναι πεπε-

ϱασµένης διάστασης, GP (E) είναι η προβολική οµάδα του E.)

΄Αλλη αντιµετώπιση: µε κανονική µορφή Jordan και ιδιοτιµές, Παράγραφος

75.1 στο

Dan Pedoe, Geometry A Comprehensive Course, Dover 1988.
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