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�ñüëïãïò 2çò (åíéáßáò) Ýêäïóçò
Ôï âéâëßï áõ�ü ðáñïõóéÜæåé, óå åéóáãùãéêü åðßðåäï, Ýííïéåò êáé èåùñÞ-óåéò ðïõ áðï�åëïýí ìÝñïò �ùí Äéáêñé�þí Ìáèçìá�éêþí êáé éäéáß�åñá �çòÓõíäõáó�éêÞò. Ó�á Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ, ç Ýííïéá �çò ÓõíÝ÷åéáò (âáóéêÞãéá �ïí êëÜäï �çò Ìáèçìá�éêÞò ÁíÜëõóçò) äåí åßíáé áðáñáß�ç�ç.Ç ýëç �ïõ âéâëßïõ áõ�ïý åßíáé ìÝñïò �çò Èåìåëßùóçò �çò Åðéó�Þìçò �ùíÕðïëïãéó�þí. ÁöïñÜ �ï óõó�çìá�éêü ÷åéñéóìü ó÷Ýóåùí êáé �ýðùí ìå ó�ü÷ï�çí êá�áíüçóç �çò áðáñßèìçóçò êáé �çí åîïéêåßùóç ìå âáóéêÝò ëåé�ïõñãßåò�ùí Õðïëïãéó�éêþí Ìç÷áíþí, üðùò ð.÷. ç ÁíáäñïìÞ êáé ïé Óõììå�ñéêÝòÄïìÝò.Ïé Èåìåëéþóåéò �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí ðåñéëáìâÜíïõí ðïë-ëïýò êëÜäïõò �ùí Ìáèçìá�éêþí ðïõ äåí ðáñïõóéÜæïí�áé ó�ï âéâëßï áõ�ü.ÔÝ�ïéïé êëÜäïé åßíáé ç �ñáöïèåùñßá (Graph Theory), ç Ìáèçìá�éêÞ ËïãéêÞ,ç Èåùñßá �áéãíßùí, ç Èåùñßá �éèáíï�Þ�ùí êáé ç Èåùñßá Áõ�ïìÜ�ùí. ÅäþåðéëÝîáìå íá ðáñïõóéÜóïõìå ìüíïí ìåñéêÜ ðïëý áðëÜ êáé óáöÞ æç�Þìá�áðïõ áðáé�ïýí ìüíï ùñéìü�ç�á óêÝøçò. Ôï âéâëßï ìáò öéëïäïîåß íá êáëýøåéÝíá ïñá�ü êåíü ó�çí ÅëëçíéêÞ Âéâëéïãñáößá óå æç�Þìá�á âáóéêþí áñ÷þíêáé ìåèïäïëïãßáò ó�çí Åðéó�Þìç �ùí Õðïëïãéó�þí.Ç ðáñïýóá (äåý�åñç) Ýêäïóç �ïõ âéâëßïõ ìáò åíïðïéåß äýï ðáëáéü�åñåòåêäüóåéò üðïõ ç ìßá êÜëõð�å æç�Þìá�á èåùñßáò êáé ç Üëëç ðñïâëÞìá�á êáéëýóåéò. Ó�çí ðáñïýóá Ýêäïóç ï áíáãíþó�çò ìðïñåß �áõ�ü÷ñïíá íá äéá�ñÝîåé�éò èåùñç�éêÝò Ýííïéåò êáé ìåèüäïõò áëëÜ êáé íá äåé ðïëëÝò üìïñöåò óõãêå-êñéìÝíåò åöáñìïãÝò �ïõò. ÓõãêåêñéìÝíá, ðáñïõóéÜæïõìå ðëÞñåéò ëýóåéò óå127 ðñïâëÞìá�á ðïõ êáëýð�ïõí ìå éóïññïðçìÝíï �ñüðï �ç âáóéêÞ èåùñßá.Ôï âéâëßï áõ�ü õðïó�çñßæåé �ç äéäáóêáëßá �ùí Äéáêñé�þí Ìáèçìá�éêþíóå ðïëëÜ ÅëëçíéêÜ �áíåðéó�Þìéá êáé áðï�åëåß âáóéêü åöüäéï ãéá �ï ìÜèçìá
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�åñéå÷üìåíá Âéâëßïõ I
1 Ó�ïé÷åéþäçò Óõíäõáó�éêÞ 191.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191.2 Äéùíõìéêïß Óõí�åëåó�Ýò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.3 ÏìÜäåò Ìç ÄéáêåêñéìÝíùí Áí�éêåéìÝíùí . . . . . . . . . . . 251.4 Óõíäõáóìïß êáé Äéá�Üîåéò ìå ÅðáíÜëçøç . . . . . . . . . . . 271.5 Õðïóýíïëá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291.6 ÄéáíïìÝò Áí�éêåéìÝíùí óå Õðïäï÷Ýò . . . . . . . . . . . . . 301.7 ÁóêÞóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322 �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò 352.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352.2 Éäéü�ç�åò �ùí �åííç�ñéþí Óõíáñ�Þóåùí . . . . . . . . . . . . 372.3 Áðáñéèìç�Ýò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.4 Åêèå�éêÝò �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò . . . . . . . . . . . . . . 552.5 ÁóêÞóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603 Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞò 653.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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�ñüëïãïòÔï âéâëßï áõ�ü ðáñïõóéÜæåé óå åéóáãùãéêü åðßðåäï Ýíá ìÝñïò �ïõ ãíùó�éêïýáí�éêåéìÝíïõ �ùí Äéáêñé�þí Ìáèçìá�éêþí (Dis
rete Mathemati
s). Ó�ïåßäïò áõ�ü �ùí Ìáèçìá�éêþí ïé Ýííïéåò �çò óõíÝ÷åéáò êáé �çò åããý�ç�áò(ðïõ åßíáé Ýííïéåò-êëåéäéÜ �çò áíÜëõóçò) äåí åßíáé áðáñáß�ç�åò.Ôá Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ áðï�åëïýí ìÝñïò �çò Èåìåëßùóçò �çò Åðéó�Þ-ìçò �ùí Õðïëïãéó�þí. Ç ðñïóðÜèåéÜ ìáò íá ðáñïõóéÜóïõìå ìå óõãêñï�ç-ìÝíï �ñüðï ìåñéêÝò áðü �éò Ýííïéåò �ùí Äéáêñé�þí Ìáèçìá�éêþí, öéëïäïîåßíá êáëýøåé Ýíá ïñá�ü êåíü ó�çí ÅëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá ãýñù áðü �ï èÝìá.�áñÜ �çí ðëçèþñá �ùí Åëëçíéêþí âéâëßùí óå èÝìá�á ÷ñÞóçò Þ �å÷íïëïãßáò�ïõ Õðïëïãéó�Þ, åßíáé öáíåñÞ ç Ýëëåéøç Åëëçíéêþí óõããñáììÜ�ùí ó�á æç-�Þìá�á �ùí âáóéêþí áñ÷þí êáé �çò ìåèïäïëïãßáò �çò íÝáò áõ�Þò Åðéó�Þìçò.�áñ' üëï ðïõ ç äéá�ýðùóç ðñïâëçìÜ�ùí ó�á Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ ìðï-ñåß íá ãßíåé ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ áðëü�ç�á êáé óáöÞíåéá, åí �ïý�ïéò ç áí�éìå-�þðéóç �ùí ðñïâëçìÜ�ùí ìåñéêÝò öïñÝò ìðïñåß íá ðñïêáëÝóåé �ç óêÝøç êáé�çí éêáíü�ç�á �ùí ðéï êáëþí Ìáèçìá�éêþí.ÅðéëÝîáìå íá ìçí ðáñïõóéÜóïõìå ó�ï âéâëßï áõ�ü ýëç áðü �çí èåùñßá �ùí�ñÜöùí (Graph Theory) Þ áðü �ç ËïãéêÞ Þ �ç èåùñßá Áõ�ïìÜ�ùí. Ç ðáñïõ-óßáóç �ùí ðåñéï÷þí áõ�þí èá åßíáé ó�ü÷ïé ìåëëïí�éêþí ìáò ðñïóðáèåéþí.Ç ýëç �ïõ âéâëßïõ áõ�ïý âáóßóèçêå ó�éò ðáñáäüóåéò �ïõ ìáèÞìá�ïò \Äéá-êñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ" ðïõ äéäÜóêïí�áé áðü �ï 1985 ó�ï ÔìÞìá Ìç÷áíéêþí Çë.Õðïëïãéó�þí êáé �ëçñïöïñéêÞò �ïõ �áíåðéó�çìßïõ �á�ñþí.Ôï ãñÜøéìï áõ�ïý �ïõ âéâëßïõ ðÝñáóå áðü ðïëëÜ ó�Üäéá ðñéí �åëåéþóåé.�ïëëïß Üíèñùðïé âïÞèçóáí óå áõ�Þ �çí ðñïóðÜèåéá. �ñþ�ïé áðü üëïõò ïéöïé�ç�Ýò �ïõ ÔìÞìá�ïò Ìç÷áíéêþí Çëåê�ñïíéêþí Õðïëïãéó�þí êáé �ëç-ñïöïñéêÞò. Áõ�ïß Þ�áí ïé ðñþ�ïé äÝê�åò êáé áíáìößâïëá ðñüóöåñáí ðïëëÜìå �éò ðáñá�çñÞóåéò êáé äéïñèþóåéò �ïõò.
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ÊåöÜëáéï 1Ó�ïé÷åéþäçò Óõíäõáó�éêÞ1.1 ÅéóáãùãÞÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá ðåñéãñÜøïõìå ìåñéêïýò ó�ïé÷åéþäåéò �ñüðïõò íá ìå-�ñÜìå ðåðåñáóìÝíá áí�éêåßìåíá Þ ãåãïíü�á. ¼�áí ìå�ñÜìå ÷ñçóéìïðïéïýìåðïëý óõ÷íÜ, ó÷åäüí ðÜí�á üìùò ÷ùñßò íá �ï áíáöÝñïõìå ñç�Ü, �ïõò ðáñá-êÜ�ù äýï âáóéêïýò êáíüíåò:Êáíüíáò �ïõ áèñïßóìá�ïò: Áí Ýíá ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Üm �ñü-ðïõò êáé Ýíá Üëëï ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Ü n �ñüðïõò, �ü�å õðÜñ÷ïõím+n �ï ðëÞèïò �ñüðïé êá�Ü �ïõò ïðïßïõò Ýíá áðü �á äýï ãåãïíü�á ìðïñåßíá óõìâåß.Êáíüíáò �ïõ ãéíïìÝíïõ: Áí Ýíá ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Ü m �ñü-ðïõò êáé Ýíá Üëëï ãåãïíüò ìðïñåß íá óõìâåß êá�Ü n �ñüðïõò, �ü�å õðÜñ÷ïõím · n �ï ðëÞèïò �ñüðïé êá�Ü �ïõò ïðïßïõò êáé �á äýï ãåãïíü�á ìðïñïýí íáóõìâïýí.�áñÜäåéãìá 1.1: Áò õðïèÝóïõìå ü�é ó�ï �áíåðéó�Þìéï õðÜñ÷ïõí 7 ìá-èÞìá�á ðñùúíÜ êáé 5 ìáèÞìá�á áðïãåõìá�éíÜ. �üóåò åðéëïãÝò Ý÷åé Ýíáòóðïõäáó�Þò ãéá íá ðÜñåé 1 ðñùúíü êáé 1 áðïãåõìá�éíü ìÜèçìá; �üóåò Ý÷åéÝíáò Üëëïò óðïõäáó�Þò ðïõ åíäéáöÝñå�áé íá ðÜñåé Ýíá ìüíï ìÜèçìá (áäéá-öïñþí�áò ãéá áðüãåõìá Þ ðñùß);Ëýóç. ÕðÜñ÷ïõí 7× 5 = 35 åðéëïãÝò ãéá Ýíá óðïõäáó�Þ ðïõ èÝëåé íá ðÜñåé1 ðñùéíü êáé 1 áðïãåõìá�éíü ìÜèçìá. Åíþ ãéá Ýíá óðïõäáó�Þ ðïõ èÝëåé íá



20 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁðÜñåé ìüíï 1 ìÜèçìá (áäéáöïñþí�áò ãéá áðüãåõìá Þ ðñùß) õðÜñ÷ïõí 7 + 5åðéëïãÝò.Áí áðü ìßá óõëëïãÞ n áí�éêåéìÝíùí èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå r ÷ùñßò íáÝ÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ åðéëïãÞò, �ü�å ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ åßíáé äõíá�üíá ãßíåé áõ�ü êáëåß�áé áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝ-íùí áðü n áí�éêåßìåíá êáé óõìâïëßæå�áé ìå C (n; r). Åíáëëáê�éêÜ ÷ñçóéìï-ðïéïýìå êáé �ï óõìâïëéóìü (nr) (ðñïöÝñå�áé: n áíÜ r Þ r áðü n), áí�ß �ïõC (n; r) :Áí ðÜëé áðü ìßá óõëëïãÞ n áí�éêåéìÝíùí èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå r êáéíá �á ó�ïé÷ßóïõìå �ï Ýíá êá�üðéí �ïõ Üëëïõ, �ü�å ï áñéèìüò �ùí �ñüðùíðïõ ìðïñåß íá ãßíåé áõ�ü êáëåß�áé áñéèìüò �ùí äéá�Üîåùí r áí�éêåéìÝíùíåðéëåãìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá êáé óõìâïëßæå�áé ìå P (n; r).Åßíáé ó÷å�éêÜ áðëü íá õðïëïãßóïõìå �ï P (n; r). ÕðÜñ÷ïõí n äõíá�ïß�ñüðïé íá åðéëåãåß �ï ðñþ�ï áðü �á r áí�éêåßìåíá, n− 1 �ñüðïé íá åðéëåãåß�ï äåý�åñï, ê.ï.ê. Ýùò �ï �åëåõ�áßï, ãéá �ï ïðïßï õðÜñ÷ïõí n− r+1 �ñüðïéíá åðéëåãåß. ÅðïìÝíùò ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí äéá�Üîåùí åßíáé:P (n; r) = n (n− 1) : : : (n− r + 1) =
n!

(n− r)! : (1.1)¸íá Üìåóï óõìðÝñáóìá �ïõ �ýðïõ (1.1) åßíáé ü�é õðÜñ÷ïõí r! �ñüðïé íáäéá�Üîïõìå r áí�éêåßìåíá, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí r! áí�éìå�áèÝóåéò r áí�éêåéìÝ-íùí.Áò ðñï÷ùñÞóïõìå �þñá êáé ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ C (n; r). �áñá�çñïýìåü�é P (n; r) = P (r; r) · C (n; r). Ï �ýðïò áõ�üò éó÷ýåé äéü�é ïé äéá�Üîåéòðñïêýð�ïõí áðü �ïõò óõíäõáóìïýò èåùñþí�áò ãéá �ïí êÜèå óõíäõáóìü �ïõòäéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò êá�Ü �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýí íá áí�éìå�á�åèïýí �ááí�éêåßìåíÜ �ïõ. Ìå âÜóç �ïí �ýðï (1.1) �þñá ðñïêýð�åé:C (n; r) =
n!r! (n− r)! =

n (n− 1) : : : (n− r + 1)r! : (1.2)�áñÜäåéãìá 1.2: Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí 3 åîå�Üóåéò íá ðñïãñáì-ìá�éó�ïýí ìÝóá óå ìéá ðåñßïäï 5 çìåñþí, Ý�óé þó�å íá ìçí Ý÷ïõìå äõïåîå�Üóåéò �çí ßäéá çìÝñá;



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 21Ëýóç. ÅðåéäÞ ðñüêåé�áé ãéá óõãêåêñéìÝíåò åîå�Üóåéò, åßíáé öáíåñü ü�é Ý÷åéóçìáóßá êáé ç óåéñÜ ðïõ èá ãßíïõí áõ�Ýò. ¢ñá ç áðÜí�çóç åßíáé P (5; 3) =
60.�áñÜäåéãìá 1.3: Ìå ðüóïõò �ñüðïõò Ýíáò ìÜãåéñáò ìðïñåß íá ðñïãñáì-ìá�ßóåé êá�Ü �ç äéÜñêåéá ìéáò åâäïìÜäáò 3 ãåýìá�á ìå êñÝáò;Ëýóç. ÅðåéäÞ äåí êáèïñßæïí�áé �á ãåýìá�á êñÝá�ïò, ç áðÜí�çóç åßíáé ïáñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí 3 çìåñþí áðü �éò 7, äçëáäÞ C (7; 3) = 35.1.2 Äéùíõìéêïß Óõí�åëåó�ÝòÅßíáé öáíåñü ü�é �ï (1 + x)n åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n. �éá íá âñïýìå�ï óõí�åëåó�Þ �ïõ xr ó�ï ðïëõþíõìï áõ�ü áñêåß íá âñïýìå �ïí áñéèìü �ùí�ñüðùí íá åðéëÝîïõìå r áðü �ïõò n üñïõò x ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ï ãéíüìåíï
(1 + x) : : : (1 + x) (n öïñÝò).¼ðùò åßäáìå ï áñéèìüò áõ�üò åßíáé ï C (n; r). ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò�ïõ xr ó�ï ðïëõþíõìï (1 + x)n åßíáé ï C (n; r). �éá �ï ëüãï áõ�ü ïé áñéèìïßC (n; r) êáëïýí�áé äéùíõìéêïß óõí�åëåó�Ýò. Ï �ýðïò

(1 + x)n =
n∑r=0

C (n; r)xr (1.3)êáëåß�áé áíÜð�õãìá �ïõ äéùíýìïõ �ïõ Newton.ÈÝ�ïí�áò x = s=t ó�ïí �ýðï (1.3) ðñïêýð�åé, ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç �ùíðñÜîåùí, ï �ýðïò
(s + t)n =

n∑r=0

C (n; r) srtn−r: (1.4)�áñÜäåéãìá 1.4: Íá õðïëïãéóèåß ï ó�áèåñüò üñïò ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ
(x2 + 1x)12.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïí (1.4) Ý÷ïõìå:

(x2 +
1x)12

=
12∑r=0

C (12; r) (x2
)r (1x)12−r

=
12∑r=0

C (12; r)x3r−12:
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)Ó÷Þìá 1.1: Ôñßãùíï �ïõ Pas
alÏ ó�áèåñüò üñïò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x0. ¢ñá èÝ�ïõìå 3r− 12 = 0,äçëáäÞ r = 4 êáé åðïìÝíùò ï æç�ïýìåíïò óõí�åëåó�Þò åßíáé C (12; 4) =
495.Áðü �ïí (1.2) ðñïêýð�åé áìÝóùò ü�éC (n; r) = C (n; n− r) : (1.5)Åðßóçò ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß áëãåâñéêÜ ü�é:C (n; r) = C (n− 1; r) + C (n− 1; r − 1) : (1.6)�éá íá áðïäåßîïõìå �ïí (1.6) ü÷é áëãåâñéêÜ, áëëÜ ìå óõíäõáó�éêÜ åðé-÷åéñÞìá�á óêåö�üìáó�å ùò åîÞò: ãéá íá åðéëÝîïõìå r áí�éêåßìåíá áðü n,ó�áèåñïðïéïýìå Ýíá áí�éêåßìåíï êáé ó�ç óõíÝ÷åéá åß�å åðéëÝãïõìå r áí�é-êåßìåíá áðü �á õðüëïéðá n − 1, åß�å åðéëÝãïõìå r − 1 áí�éêåßìåíá áðü �áõðüëïéðá n− 1 êáé ðáßñíïõìå êáé áõ�ü ðïõ Ý÷ïõìå ó�áèåñïðïéÞóåé.Ï �ýðïò (1.6) ïäçãåß ó�çí êá�Üó�ñùóç �ùí ðñÜîåùí ãéá �ïí õðïëïãéóìü�ïõ C (n; r) ðïõ åßíáé ãíùó�Þ ùò �ñßãùíï �ïõ Pas
al. Ó�çí êá�Üó�ñùóçáõ�Þ õðïëïãßæïõìå �ïí áñéèìü ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíáí êüìâï �ïõ �ñéãþíïõðñïóèÝ�ïí�áò �ïõò áñéèìïýò �ùí äõï ðëçóéÝó�åñùí áðü �á ðÜíù êüìâùí �ïõ�ñéãþíïõ (Ó÷. 1.1). Ïé áêñáßïé êüìâïé ðáßñíïõí üëïé �çí �éìÞ 1:



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 23ÔÝëïò ìéá Üëëç ÷ñÞóéìç éäéü�ç�á �ùí äéùíõìéêþí óõí�åëåó�þí åßíáé çåîÞò: C (n; r) =
nr C (n− 1; r − 1) : (1.7)�éá íá áðïäåßîïõìå �çí (1.7) ìå óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á óêåö�üìáó�åùò åîÞò: ãéá íá åðéëÝîïõìå r áí�éêåßìåíá, áñêåß íá åðéëÝîïõìå Ýíá êáé ó�çóõíÝ÷åéá íá åðéëÝîïõìå r−1 áðü �á n−1. ÕðÜñ÷ïõí n �ñüðïé ãéá �çí åðéëïãÞ�ïõ åíüò êáé C (n− 1; r − 1) �ñüðïé ãéá �çí åðéëïãÞ �ùí r − 1. Êá�' áõ�üí�ïí �ñüðï üìùò åßíáé óá íá £ìå�ñÜìå¤ êáé ðïéï åßíáé �ï ðñþ�ï áðü �á råðéëåãÝí�á áí�éêåßìåíá. Ï áñéèìüò üìùò C (n; r) äå ìå�ñÜ äéá�Üîåéò. ¢ñáãéá íá Ý÷ïõìå �ï óùó�ü áðï�Ýëåóìá áñêåß íá äéáéñÝóïõìå ìå r. Áóöáëþò,ï �ýðïò (1.7) ìðïñåß åýêïëá íá áðïäåé÷èåß áëãåâñéêÜ ìå âÜóç �ïí (1.2).Åðßóçò, åðáíáëáìâÜíïí�áò �ïí (1.6), ðáßñíïõìå åýêïëá �ïí �ýðï:

(n+ r + 1r )

=
r∑k=0

(n+ kk ) (1.8)ÔÝëïò áðü �ïí (1.8) ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå:
(n+ 1r + 1

)

=

n∑k=r(kr): (1.9)�ñÜãìá�é, (n+1r+1

)
=
(n+1n−r) ìå âÜóç �ïí (1.5). ÁëëÜ:

(n+ 1n− r) =

(r + (n− r) + 1n− r )

=

n−r∑k=0

(r + kk )ìå âÜóç �ïí (1.8).Ôþñá �ï æç�ïýìåíï áðïäåéêíýå�áé ðáñá�çñþí�áò ü�é:n−r∑k=0

(r + kk )

=
n−r∑k=0

(r + kr )

=
n∑k=r(kr):Ï �ýðïò C (n; r) = n(n−1):::(n−r+1)r! áðïäåß÷èçêå ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é�á n êáé r åßíáé öõóéêïß áñéèìïß êáé n ≥ r (óå áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò Ý÷åéíüçìá íá ìéëÜìå ãéá åðéëïãÞ r áí�éêåéìÝíùí áðü n). Åßíáé äõíá�ü üìùò íá



24 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁïñßóïõìå �ïõò äéùíõìéêïýò óõí�åëåó�Ýò êáé ãéá �éò ðåñéð�þóåéò üðïõ �ï nåßíáé �õ÷üí ðñáãìá�éêüò. ÈÝ�ïõìå ëïéðüí:C (n; r) =
n (n− 1) : : : (n− r + 1)r! ; n ∈ R ∧ r ∈ N: (1.10)Ó�ï âéâëßï áõ�ü, äå èá äþóïõìå ïñéóìü ãéá �ï C (n; r) ü�áí r =∈ N.Åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�ùèåß ü�é C (−1; r) = (−1)r êáé C (−2; r) =

(−1)r (r + 1) (Üóêçóç!). Åðßóçò,
(−1

2r ) =

(
−1

2

) : : : (−1
2 − r + 1

)r! =
(−1)r · 2−r · 1 · 3 · : : : · (2r − 1)r!

=
(−1)r · 2−r · 2−r · (2r)!

(r!)2 =
(−1)r · 2−2r · (2r)!

(r!)2
= (−1)r · 2−2r ·(2rr ):Áêüìç, ü�áí n < 0 éó÷ýåé ü�é (áðïäåßî�å �ï!):

(nr) = (−1)r (r − n− 1r ); r ∈ N: (1.11)Ó�ç Ìáèçìá�éêÞ ÁíÜëõóç áðïäåéêíýå�áé ü�é áí n ∈ R êáé |x| < 1,ç óåéñÜ ∞∑r=0
C (n; r) xr óõãêëßíåé áðïëý�ùò ó�çí (1 + x)n. ¢ñá Ý÷ïõìå �ïãåíéêåõìÝíï äéùíõìéêü �ýðï:

(1 + x)n =

∞∑r=0

C (n; r) xr; n ∈ R & |x| < 1: (1.12)Åðßóçò ïé �ýðïé (1.5) { (1.8), êáèþò êáé Üëëïé áí�ßó�ïé÷ïé ìå áõ�ïýò,éó÷ýïõí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç n ∈ R. Áõ�ü áðïäåéêíýå�áé åýêïëá áí åñìçíåý-óïõìå �ïõò �ýðïõò áõ�ïýò óáí éóü�ç�åò ðïëõùíýìùí âáèìïý r �çò ìå�áâëç-�Þò n, ïé ïðïßåò éó÷ýïõí ãéá �éò Üðåéñåò �éìÝò n = r; r+1; : : : �ñÜãìá�é, ìßáéóü�ç�á ðïëõùíýìùí âáèìïý r ðïõ åðáëçèåýå�áé ãéá r + 1 Þ ðåñéóóü�åñåò(äéáöïñå�éêÝò) �éìÝò éó÷ýåé ãéá êÜèå ðñáãìá�éêÞ �éìÞ.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 25�ñï�ïý êëåßóïõìå �çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá áíáöÝñïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç�ïí �ýðï �ïõ Stirling
limn→+∞

n!√
2�n (ne )n = 1 (1.13)üðïõ e ç âÜóç �ùí öõóéêþí ëïãáñßèìùí. �ñÝðåé íá óçìåéþóïõìå ü�é ðáñÜ�ï ãåãïíüò ü�é ç äéáöïñÜ ∣∣n! −

√
2�n (ne )n∣∣ áðïêëßíåé ó�ï Üðåéñï, ç Ýêöñáóç√

2�n (ne )n åßíáé ìéá êáëÞ ðñïóÝããéóç ãéá �ï n!, áêüìç êáé ãéá ìéêñÝò �éìÝò�ïõ n.Ï �ßíáêáò 1.1 äåß÷íåé �éò 10 ðéï âáóéêÝò �áõ�ü�ç�åò ðïõ éó÷ýïõí ó�ïõòäéùíõìéêïýò óõí�åëåó�Ýò. Áðïäåßî�å ìå óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á üóåò äåíÝ÷ïõí Þäç áðïäåé÷èåß.1.3 ÏìÜäåò Ìç ÄéáêåêñéìÝíùí Áí�éêåéìÝíùí¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå n áí�éêåßìåíá ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü t ïìÜäåò ìå ðëçèõ-óìïýò q1; q2; : : : ; qr, áí�ßó�ïé÷á. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �á áí�éêåßìåíá êÜèåïìÜäáò äåí åßíáé äéáêåêñéìÝíá ìå�áîý �ïõò (óáí ìðßëéåò �ïõ ßäéïõ ÷ñþìá-�ïò). Ôü�å õðÜñ÷ïõí n!q1!q2! : : : qt! (1.14)�ñüðïé íá �á äéá�Üîïõìå. �ñÜãìá�é, n! åßíáé üëïé ïé �ñüðïé äéÜ�áîçò áí �ááí�éêåßìåíá èåùñçèïýí äéáêåêñéìÝíá. Ó�çí ðåñßð�ùóç �þñá �ùí ïìÜäùí ìåìç äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá ðñÝðåé íá äéáéñÝóïõìå �ï n! ìå �ïí áñéèìü �ùíäéáöïñå�éêþí äéá�Üîåùí ðïõ äçìéïõñãïýí�áé åî áé�ßáò �çò õðïèÝóåùò ü�é �ááí�éêåßìåíá äåí åßíáé äéáêåêñéìÝíá. Ï áñéèìüò áõ�üò åßíáé q1!; q2!; : : : ; qr!.�áñÜäåéãìá 1.5: �ïéï åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí äéá�Üîåùí ãñáì-ìÜ�ùí ðïõ ö�éÜ÷íïí�áé áðü �á ãñÜììá�á ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó�ç Ýêöñáóç £ìéáðÜðéá ìá ðïéá ðÜðéá¤;Ëýóç. �áñá�çñïýìå ü�é:õðÜñ÷ïõí q1 = 2 ãñÜììá�á åßäïõò \ì"," q2 = 4 " " \é" ," q3 = 7 " " \á"," q4 = 5 " " \ð" ," q5 = 1 " " \ï".



26 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ
(nr) =

n!r! (n− r)! áêÝñáéïé n ≥ r ≥ 0

(nr) =

( nn− r) áêÝñáéïé n ≥ r ≥ 0

(nr) =
nr(n− 1r − 1

) áêÝñáéïò r > 0, ðñáãìá�éêüò n
(nr) =

(n− 1r )

+

(n− 1r − 1

) áêÝñáéïò r > 0, ðñáãìá�éêüò n
(nr) = (−1)r (r − n− 1r ) áêÝñáéïò r ≥ 0, ðñáãìá�éêüò n
(nm)(mr) =

(nr)(n− rm− r) áêÝñáéïé m ≥ r ≥ 0, ðñáãìá�éêüò n
(x + y)n =

n∑r=0

(nr)xryn−r áêÝñáéïò n ≥ 0, ðñáãìá�éêïß x; y
(1 + x)n =

∞∑k=0

(nk)xk ðñáãìá�éêïß n; x, |x| < 1;
(n+ r + 1r )

=

n∑k=0

(n + kk ) áêÝñáéïé r; n ≥ 0,
(n+ 1r + 1

)

=

n∑k=0

(kr) áêÝñáéïé r; n ≥ 0,
(n+mr )

=

r∑k=0

(nk)( mr − k) áêÝñáéïò r ≥ 0, ðñáãìá�éêïß n;m�ßíáêáò 1.1: ÂáóéêÝò �áõ�ü�ç�åò �ùí äéùíõìéêþí óõí�åëåó�þí



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 27¢ñá óõíïëéêÜ õðÜñ÷ïõí
19!

2!4!7!5!1!
= 4:190:266:080äéá�Üîåéò ãñáììÜ�ùí.�áñÜäåéãìá 1.6: Íá áðïäåé÷èåß ü�é �ï (k!)! äéáéñåß�áé áêñéâþò áðü �ï

(k!)(k−1)!.Ëýóç. Èåùñïýìå k! áí�éêåßìåíá êáé �á ÷ùñßæïõìå óå (k − 1)! ïìÜäåò ìåk ìç äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá ç êÜèå ìßá. Ôï ðëÞèïò �ùí óõíäõáóìþí �ùíáí�éêåéìÝíùí áõ�þí åßíáé (k!)!
(k!)(k−1)! . Ï áñéèìüò üìùò áõ�üò ðñÝðåé íá åßíáéáêÝñáéïò.1.4 Óõíäõáóìïß êáé Äéá�Üîåéò ìå ÅðáíÜëçøçÕðÜñ÷ïõí nr äéá�Üîåéò r áí�éêåéìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá ü�áí åðé�ñÝðïí�áéåðáíáëçð�éêÝò åìöáíßóåéò �ùí áí�éêåéìÝíùí. �ñÜãìá�é, Ý÷ïõìå n åðéëïãÝòãéá �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï, ïìïßùò n ãéá �ï äåý�åñï, ê.ï.ê. ìÝ÷ñé �ï r-ïó�üáí�éêåßìåíï.�áñÜäåéãìá 1.7: Íá õðïëïãéó�åß ðüóïé áñéèìïß ìå�áîý 1 êáé 1010 ðåñéÝ-÷ïõí �ï øçößï 1.Ëýóç. ÅðåéäÞ �á äéÜöïñá �ïõ 1 øçößá åßíáé 9, ìå âÜóç �çí ðñïçãïýìåíçðáñÜãñáöï ïé áñéèìïß ìå�áîý 0 êáé 9.999.999.999 ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï1 åßíáé 910. ¢ñá ìå�áîý 1 êáé 1010 õðÜñ÷ïõí 910−1 áñéèìïß ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí�ï øçößï 1. ÅðïìÝíùò, ó�ï ßäéï äéÜó�çìá, õðÜñ÷ïõí 1010 − 910 + 1 áñéèìïßðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï 1.�åñéóóü�åñï åíäéáöÝñïõóá åßíáé ç ðåñßð�ùóç �ùí óõíäõáóìþí r áí�é-êåéìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç. �áñá�çñÞó�å ü�é äéáéñþí�áòáðëþò �ï nr (ðïõ åßíáé ï áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí) ìå r! äåí ðáßñíïõìå�ïí áñéèìü �ùí äéá�Üîåùí êáé áõ�ü äéü�é åðé�ñÝðå�áé Ýíáò áðñïóäéüñéó�ïòáñéèìüò åðáíáëÞøåùí �ïõ ßäéïõ áí�éêåéìÝíïõ.



28 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�éá íá õðïëïãßóïõìå �ïí áñéèìü �ùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç èåù-ñïýìå ü�é �ï óýíïëï �ùí áí�éêåéìÝíùí áðü üðïõ ãßíå�áé ç åðéëïãÞ �ïõ óõí-äõáóìïý åßíáé ïé áñéèìïß {1; : : : ; n} êáé óêåö�üìáó�å ùò åîÞò: Ýíáò óõí-äõáóìüò r áí�éêåéìÝíùí áðü n ìå åðáíÜëçøç åßíáé ìßá áêïëïõèßá x1; : : : ; xrüðïõ 1 ≤ xi ≤ n êáé xi ≤ xj ü�áí 1 ≤ i ≤ j ≤ r. Ç áðåéêüíéóç üìùò
(x1; x2; : : : ; xr) → (x1 + 0; x2 + 1; : : : ; xr + r − 1)åßíáé ìéá 1-1 êáé åðß áðåéêüíéóç áðü �ï óýíïëï �ùí ìç öèßíïõóùí áêïëïõèéþíìå r üñïõò áðü �ï {1; : : : ; n} ó�ï óýíïëï �ùí ãíçóßùò áõîïõóþí áêïëïõèéþíìå üñïõò áðü �ï {1; : : : ; n+ r − 1}. Ôï óýíïëï üìùò �ùí ãíçóßùò áõîïõóþíáêïëïõèéþí r üñùí áðü �ï {1; : : : ; n + r − 1} Ý÷åé ðëçèéêü áñéèìü ßóï ìå�ïí áñéèìü �ùí óõíäõáóìþí ÷ùñßò åðáíÜëçøç r áí�éêåéìÝíùí áðü n+ r− 1áí�éêåßìåíá. Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí �åëéêÜ ü�é ï áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí ráí�éêåéìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç åßíáé C (n+ r − 1; r).�áñÜäåéãìá 1.8: �üóåò æáñéÝò õðÜñ÷ïõí ó�ï �Üâëé;Ëýóç. Ï áñéèìüò �ùí æáñéþí ó�ï �Üâëé åßíáé ï óõíäõáóìüò (åðåéäÞ äåí åí-äéáöÝñåé ç óåéñÜ ðïõ ðÝö�ïõí �á æÜñéá) 2 áí�éêåéìÝíùí áðü 6, äçëáäÞC (6 + 2 − 1; 2) = C (7; 2) = 21�áñÜäåéãìá 1.9: �üóåò öïñÝò èá åê�åëåó�åß ç åí�ïëÞ writeln ó�ï ðéï êÜ�ù�ìÞìá åíüò ðñïãñÜììá�ïò Pas
al;For i := 1 to 20 doFor j := 1 to i doFor k := 1 to j dowriteln ( i ∗ j+k ) ;Ëýóç. Óõìðåñáßíïõìå áðü �ïõò óõí�áê�éêïýò êáíüíåò �çò åí�ïëÞò For ü�éêÜèå öïñÜ ðïõ èá åê�åëåß�áé ç åí�ïëÞ writeln éó÷ýåé ç óõíèÞêç 1 ≤ k ≤ j ≤i ≤ 20. Æç�Üìå ëïéðüí íá âñïýìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí íá óõíäõÜóïõìå�á i; j; k, åðé�ñÝðïí�áò åðáíáëÞøåéò, ìå �éìÝò áðü 1; 2; : : : ; 20.Áõ�üò åßíáé (20+3−1

3

)
= 1540. ÅðïìÝíùò ç åí�ïëÞ writeln èá åê�åëåó�åß1540 öïñÝò.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 291.5 ÕðïóýíïëáÕðÜñ÷ïõí 2n− 1 �ñüðïé íá åðéëÝîïõìå Ýíá Þ ðåñéóóü�åñá áí�éêåßìåíá áðü náí�éêåßìåíá, ÷ùñßò åðáíÜëçøç êáé ÷ùñßò íá £ìå�ñÜåé¤ ç äéÜ�áîç. �ñÜãìá�é,õðÜñ÷ïõí äýï åðéëïãÝò ãéá �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï: íá �ï äéáëÝîïõìå Þ ü÷é.Äýï åðßóçò åðéëïãÝò ãéá �ï äåý�åñï, ê.ï.ê. ìÝ÷ñé �ï �åëåõ�áßï. Ï üñïò −1åìöáíßæå�áé ãéá íá áðïêëåßóïõìå �çí ðåñßð�ùóç üðïõ êáíÝíá áí�éêåßìåíïäåí åðéëÝãå�áé.Åðßóçò, åðåéäÞ õðÜñ÷ïõí C (n; k) �ñüðïé ãéá íá åðéëÝîïõìå k áí�éêåßìåíááðü n, ìå âÜóç �á ðñïçãïýìåíá êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é:
2n − 1 =

n∑k=1

C (n; k);Þ áëëéþò
2n =

n∑k=0

C (n; k): (1.15)Ï ðáñáðÜíù �ýðïò áðïäåéêíýå�áé åýêïëá êáé áëëéþò: áí ó�ïí (1.3) èÝ-óïõìå x = 1.Áí �þñá �á áí�éêåßìåíá áðï�åëïýí�áé áðü t ïìÜäåò, ìå ìç äéáêåêñéìÝíáó�ïé÷åßá ç êÜèå ìßá, ïé ïðïßåò áðï�åëïýí�áé áðü q1; : : : ; qt ó�ïé÷åßá, áí�ß-ó�ïé÷á, �ü�å ï áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí åíüò Þ ðåñéóóü�åñùí áí�éêåéìÝíùíéóïý�áé ìå
(q1 + 1) (q2 + 1) : : : (qt + 1) − 1: (1.16)�ñÜãìá�é, õðÜñ÷ïõí q + 1 �ñüðïé íá äéáëÝîïõìå áí�éêåßìåíá áðü �çíðñþ�ç ïìÜäá: íá äéáëÝîïõìå 1 Þ 2 Þ ... Þ q1 Þ êáíÝíá. Ôï åðé÷åßñçìáóõíå÷ßæå�áé üðùò êáé ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ 2n.�áñÜäåéãìá 1.10: Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáéñå�þí �ïõ 180.Ëýóç. 180 = 22 · 32 · 5. �ñïöáíþò ïé äéáéñÝ�åò ó÷çìá�ßæïí�áé áðü óõíäõá-óìïýò áðü �éò åîÞò ïìÜäåò: 1ç ïìÜäá : {2,2}2ç ïìÜäá : {3,3}3ç ïìÜäá : {5}



30 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢ñá ï áñéèìüò �ùí äéáéñå�þí åßíáé (2 + 1) · (2 + 1) · (1 + 1) = 18 (ï üñïò
−1 äåí åìöáíßæå�áé äéü�é áí�éó�ïé÷åß ó�ï óõíäõáóìü 203050 = 1 êáé �ï 1åßíáé äéáéñÝ�çò �ïõ 180).1.6 ÄéáíïìÝò Áí�éêåéìÝíùí óå Õðïäï÷ÝòÁò õðïèÝóïõìå ü�é �ïðïèå�ïýìå r äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá êáé n äéáêåêñé-ìÝíåò õðïäï÷Ýò. Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá êá�áíåßìïõìå �á áí�éêåßìåíá ó�éòõðïäï÷Ýò åßíáé nr. �ñÜãìá�é, áí èåùñÞóïõìå ü�é ç �ïðïèÝ�çóç �ïõ ðñþ�ïõáí�éêåéìÝíïõ éóïäõíáìåß ìå åðéëïãÞ �çò áí�ßó�ïé÷çò õðïäï÷Þò, âëÝðïõìå ü�éï æç�ïýìåíïò áñéèìüò éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí äéá�Üîåùí ìå åðáíÜëçøç ráí�éêåéìÝíùí áðü n, ï ïðïßïò ãíùñßæïõìå ü�é éóïý�áé ìå nr. �áñá�çñÞó�åü�é ó�çí ðáñáðÜíù áñßèìçóç äå ìå�ñÜåé ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá �á áí�éêåßìåíáåìöáíßæïí�áé ó�çí êÜèå õðïäï÷Þ.�éá íá õðïëïãßóïõìå �þñá �ïí áñéèìü �ùí äéáíïìþí ü�áí ìå�ñÜåé ç óåéñÜ�ïðïèÝ�çóçò �ùí áí�éêåéìÝíùí óå êÜèå õðïäï÷Þ óêåö�üìáó�å �éò n õðïäï÷Ýòóáí n äéáó�Þìá�á áíÜìåóá óå n + 1 äéáäï÷éêÜ óçìåßá óå ìéá åõèåßá üðïõèá ðñÝðåé íá �ïðïèå�çèïýí �á r áí�éêåßìåíá. Ôï ðñþ�ï áðü áõ�Ü �á óçìåßáðñÝðåé ðÜí�á íá �ïðïèå�çèåß ó�çí áñ÷Þ êáé �ï �åëåõ�áßï ó�ï �Ýëïò. ¢ñá åßíáé�á õðüëïéðá n− 1 óçìåßá ðïõ èá ðñÝðåé íá äéá÷ùñßóïõí �á r áí�éêåßìåíá �áïðïßá åßíáé äéáêåêñéìÝíá. Ôá n−1 óçìåßá ðïõ ïñßæïõí �éò õðïäï÷Ýò åßíáé ìçäéáêåêñéìÝíá, ÓõíïëéêÜ ëïéðüí õðÜñ÷ïõí n − 1 + r áí�éêåßìåíá ðïõ ðñÝðåéíá ìå�ñÞóïõìå �éò äéá�Üîåéò �ïõò. Ìå âÜóç �ïí (1.14) ï æç�ïýìåíïò áñéèìüòåßíáé

(n+ r − 1)!

(n− 1)!
= (n+ r − 1) (n + r − 2) : : : n: (1.17)ÕðÜñ÷åé êáé Üëëïò �ñüðïò íá êá�áëÞîïõìå ó�ï ßäéï áðï�Ýëåóìá: ÕðÜñ-÷ïõí n õðïøÞöéåò õðïäï÷Ýò ãéá �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï. Áò öáí�áó�ïýìå �þñáü�é ç �ïðïèÝ�çóç �ïõ ðñþ�ïõ áí�éêåéìÝíïõ äéáéñåß �çí áí�ßó�ïé÷ç õðïäï÷Þóå äõï äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò ìÝñç. Ï áñéèìüò �ùí õðïøÞöéùí õðïäï÷þíãéá �ï äåý�åñï áí�éêåßìåíï áõîÜíå�áé Ý�óé óå n + 1. Óõíå÷ßæïõìå ìå áõ�ü�ïí �ñüðï ìÝ÷ñé �ï r-ïó�ü áí�éêåßìåíï ãéá �ï ïðïßï õðÜñ÷ïõí n + r − 1õðïøÞöéåò õðïäï÷Ýò.Áò åîå�Üóïõìå �þñá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ �á r áí�éêåßìåíá åßíáé ìç äéá-êåêñéìÝíá. ÕðÜñ÷ïõí áñêå�ïß �ñüðïé ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ïí áñéèìü �ùí



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 31�ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò �ùí áí�éêåéìÝíùí óå n õðïäï÷Ýò. Ï ðéï áðëüò åßíáé íáäéáéñÝóïõìå �ïí �ýðï ðïõ äßíåé �ïí áñéèìü �ùí äéáíïìþí ãéá r äéáêåêñéìÝíááí�éêåßìåíá ìå r!. ¸�óé ðáßñíïõìå �ïí áñéèìü
(n+ r − 1)!

(n− 1)!r! =

(n+ r − 1r ): (1.18)¸íáò Üëëïò �ñüðïò ãéá íá êá�áëÞîïõìå ó�ïí ßäéï �ýðï åßíáé íá ìéìç-èïýìå �çí ðñþ�ç áðüäåéîç ðïõ äþóáìå ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ùí r äéáêåêñé-ìÝíùí áí�éêåéìÝíùí, ìå �çí åðéðëÝïí ðáñá�Þñçóç ü�é �þñá ü÷é ìüíïí �án− 1 óçìåßá ðïõ ïñßæïõí �éò õðïäï÷Ýò åßíáé ìéá ïìÜäá áðü ìç äéáêåêñéìÝíááí�éêåßìåíá, áëëÜ åðßóçò êáé �á r áí�éêåßìåíá ðñïò �ïðïèÝ�çóç åßíáé ìç äéá-êåêñéìÝíá. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ïí (1.14) Ý÷ïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïò áñéèìüòåßíáé
(n + r − 1)!

(n− 1)!r! (1.19)ÔÝëïò, Ýíáò áêüìç �ñüðïò åßíáé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïòáñéèìüò éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí óõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç r áí�éêåéìÝíùíáðü n áí�éêåßìåíá (äçëáäÞ �éò õðïäï÷Ýò).�áñÜäåéãìá 1.11: Íá õðïëïãéó�åß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ r ìç äéá-êåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå n õðïäï÷Ýò, ìå �ïíðåñéïñéóìü ü�é üëåò ïé õðïäï÷Ýò èá äå÷èïýí �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áí�éêåßìåíï(r ≥ n ≥ 1). �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò áõ�üò áí áðáé�Þóïõìå áêñéâþò ìßáõðïäï÷Þ íá åßíáé êåíÞ (r ≥ n− 1 ≥ 1);Ëýóç. �ñþ�á �ïðïèå�ïýìå Ýíá áí�éêåßìåíï óå êÜèå õðïäï÷Þ êáé ìáò ìÝíïõír−n áí�éêåßìåíá. Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá äéáíåìçèïýí áõ�Ü ó�éò õðïäï÷Ýòåßíáé (n+ (r − n) − 1r − n )

=

(r − 1r − n) =

(r − 1n− 1

)¢ñá C (r − 1; n− 1) åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá äéáíåßìïõìå �á áí�é-êåßìåíá ÷ùñßò íá áöÞóïõìå êåíÞ õðïäï÷Þ.�éá �çí ðåñßð�ùóç �þñá �çò áêñéâþò ìßáò Üäåéáò õðïäï÷Þò, áñêåß íá åðé-ëÝîïõìå �çí Üäåéá õðïäï÷Þ êáé íá êá�áíåßìïõìå �á áí�éêåßìåíá ó�éò åíáðï-ìÝíïõóåò n− 1 õðïäï÷Ýò, öñïí�ßæïí�áò áõ�Ýò üëåò íá äå÷èïýí �ïõëÜ÷éó�ïíÝíá áí�éêåßìåíï. ¢ñá ç áðÜí�çóç ãéá �çí ðåñßð�ùóç �çò áêñéâþò ìßáò êåíÞòõðïäï÷Þò åßíáé nC(r − 1; n− 2).



32 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�áñáäï÷Ýò Áñéèìüò �ñüðùí(ìå äõíá�ü�ç�á êåíþí õðïäï÷þí)n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýòr äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáäå ìå�ñÜåé ç óåéñÜ ó�éò õðïäï÷Ýò nrn äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýòr äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáìå�ñÜåé ç óåéñÜ ó�éò õðïäï÷Ýò (n + r − 1)!

(n− 1)!n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýòìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá (n+ r − 1r )�ßíáêáò 1.2: Ôõðïëüãéï ãéá �ç äéáíïìÞ áí�éêåéìÝíùí óå õðïäï÷ÝòÏ �ßíáêáò 1.2 äåß÷íåé üëïõò �ïõò �ýðïõò ãéá �éò äéáíïìÝò áí�éêåéìÝíùíóå õðïäï÷Ýò êÜ�ù áðü äéáöïñå�éêÝò ðáñáäï÷Ýò.1.7 ÁóêÞóåéò1.1 Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò 3 áñéèìïß ìðïñïýí íá åðéëåãïýí áðü �ïõò áñéè-ìïýò 1{300 Ý�óé þó�å �ï Üèñïéóìá �ïõò íá åßíáé äéáéñå�ü ìå �ï 3 (äåíåíäéáöÝñåé ç óåéñÜ �ùí áñéèìþí);1.2 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �å�ñáøÞöéùí áñéèìþí �ïõ äåêáäéêïý óõó�Þ-ìá�ïò ðïõ äåí Ý÷ïõí äýï ßäéá øçößá.1.3 Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá âáöïýí 12 ãñáöåßá Ý�óé þó�å 3 áðüáõ�Ü íá åßíáé êüêêéíá, 2 ñïæ, 2 ëåõêÜ êáé �á õðüëïéðá ðñÜóéíá;1.4 �üóïõò äéáéñÝ�åò Ý÷åé ï áñéèìüò 1400;1.5 Áðü Ýíá ìåãÜëï áñéèìü áðü êÝñìá�á (áðü ìïíüëåð�á Ýùò íïìßóìá�á�ùí äýï åõñþ), ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá åðéëåãïýí 6 êÝñìá�á;1.6 Íá áðïäåé÷èåß ü�é ïé áñéèìïß (3n)!
(2n3n) êáé (n2)!

(n!)n+1 åßíáé áêÝñáéïé.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 331.7 Íá õðïëïãéóèåß ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x23 ó�ï (1 + x5 + x9
)100.1.8 Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí r üìïéåò ìðÜëåò íá �ïðïèå�çèïýí óå näéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ, Ý�óé þó�å êÜèå êïõ�ß íá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 9ìðÜëåò;1.9 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå 2t+1ìç äéáêåêñéìÝíåò ìðÜëåò óå 3 äéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ Ý�óé þó�å êÜèå 2êïõ�éÜ ìáæß íá ðåñéÝ÷ïõí ðåñéóóü�åñåò ìðÜëåò áðü ü�é �ï Üëëï Ýíá.1.10 Ìå�áîý 2n áí�éêåéìÝíùí �á n åßíáé ßäéá. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí åðéëï-ãþí n áí�éêåéìÝíùí áðü áõ�Ü �á 2n áí�éêåßìåíá.1.11 Ìå�áîý 3n + 1 áí�éêåéìÝíùí �á n åßíáé ßäéá. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùíåðéëïãþí n áí�éêåéìÝíùí áðü áõ�Ü �á 3n + 1 áí�éêåßìåíá.1.12 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ r äéáêåêñéìÝíåò óçìáßåò ìðïñïýííá �ïðïèå�çèïýí óå n äéáêåêñéìÝíïõò éó�ïýò, äåäïìÝíïõ ü�é Ý÷åé óç-ìáóßá ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá ïé óçìáßåò åìöáíßæïí�áé ó�ïõò éó�ïýò êáéäåäïìÝíïõ ü�é êáíÝíáò éó�üò äåí ðñÝðåé íá ìåßíåé êåíüò (r ≥ n).1.13 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ r äéáêåêñéìÝíá áõ�ïêßíç�á ìðï-ñïýí íá ðåñÜóïõí áðü n äéáêåêñéìÝíïõò ó�áèìïýò äéïäßùí, äåäïìÝíïõü�é ìßá �ï ðïëý äéáäñïìÞ åðé�ñÝðå�áé íá ìç äå÷èåß áõ�ïêßíç�ï (r ≥ n−1êáé n ≥ 2).1.14 Íá õðïëïãéóèåß �ï Üèñïéóìá 12 + 22 + : : : + n2.1.15 Íá áðïäåé÷èåß ü�é(á) n∑k=0

(−1)k C (r; k) = (−1)n C (r − 1; n)(â) C (r;m)C (m; k) = C (r; k)C (r − k;m− k)(ã) n∑k=0

C (r; k)C (s; n− k) = C (r + s; n)





ÊåöÜëáéï 2�åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò2.1 ÅéóáãùãÞ¸ó�ù a0; a1; : : : ìéá áêïëïõèßá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. Ó�ü÷ïò ìáò åßíáéíá £êùäéêïðïéÞóïõìå¤ �çí áêïëïõèßá ìå ìßá ìüíï óõíÜñ�çóç êá�Ü �Ý�ïéï�ñüðï þó�å íá ìðïñïýìå åýêïëá íá áíáðáñáãÜãïõìå �çí áêïëïõèßá áðü�ç óõíÜñ�çóç ðïõ �çí êùäéêïðïéåß. ¸íáò �ñüðïò ðïõ åðé�õã÷Üíå�áé áõ�üåßíáé ìÝóù åíüò ìå�áó÷çìá�éóìïý ï ïðïßïò áí�éó�ïé÷ßæåé ó�çí áêïëïõèßáìßá äõíáìïóåéñÜ (äçëáäÞ óåéñÜ äõíÜìåùí �çò ìå�áâëç�Þò x) óýìöùíá ìå�ïí �ýðï: A (x) =

∞∑r=0

arxr:Ç äõíáìïóåéñÜ, ç ïðïßá ïñßæåé ðñïöáíþò ìßá óõíÜñ�çóç ìßáò ìå�áâëç�Þòó�ï ðåäßï óýãêëéóÞò �çò, êáëåß�áé óõíÞèùò ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêï-ëïõèßáò. Èá áðïöýãïõìå íá õðåéóÝëèïõìå óå ëåð�ïìÝñåéåò ó÷å�éêÜ ìå �ç óý-ãêëéóç �ùí äõíáìïóåéñþí, åðåéäÞ åßíáé ãíùó�ü ü�é óõãêëßíïõí ìå £éó÷õñü¤�ñüðï óå êÜðïéï äéÜó�çìá ìå êÝí�ñï �ï 0. Ôï äéÜó�çìá áõ�ü åßíáé äõíá�üíá åßíáé êåíü (äçëáäÞ íá Ý÷åé ìÞêïò 0), áëëÜ ó�éò åöáñìïãÝò ðïõ èá åîå-�Üóïõìå áõ�ü äå óõìâáßíåé. �áñáèÝ�ïõìå ðáñáêÜ�ù ðïëý óõíïð�éêÜ �éòâáóéêÝò éäéü�ç�åò óýãêëéóçò �ùí äõíáìïóåéñþí, ïé ïðïßåò ìáò åðé�ñÝðïõííá �éò ÷åéñéæüìáó�å óáí íá åðñüêåé�ï ãéá ðåðåñáóìÝíá áèñïßóìá�á (õðÜñ÷åéðëçèþñá ó÷å�éêþí âéâëßùí ãéá �ïí áíáãíþó�ç ðïõ åíäéáöÝñå�áé íá ìÜèåéðåñéóóü�åñá ãéá �ç èåìåëßùóç �ùí äõíáìïóåéñþí). ÓõãêåêñéìÝíá:



36 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁá. Áí ìéá äõíáìïóåéñÜ A (x) =
∞∑r=0

arxróõãêëßíåé ãéá ìéá �éìÞ �ïõ x = x0, �ü�å óõãêëßíåé ãéá êÜèå x ìå
|x| < |x0|. Káëïýìå áê�ßíá óýãêëéóçò R �çò äõíáìïóåéñÜò �ïí áñéèìü

sup

{

|x| :

∞∑r=0

arxr óõãêëßíåé} :Ôü�å ç äõíáìïóåéñÜ óõãêëßíåé ãéá êÜèå x ìå |x| < R (ç �éìÞ �ïõ Rìðïñåß íá åßíáé +∞ Þ 0).Ç áê�ßíá óýãêëéóçò õðïëïãßæå�áé ìå Ýíáí áðü �ïõò �ýðïõò:
1R = lim sup r√|ar|Þ

1R = lim sup

∣
∣
∣
∣

ar+1ar ∣∣∣∣ :Ç óýãêëéóç �çò óåéñÜò åßíáé ïìïéüìïñöç óå êÜèå äéÜó�çìá �çò ìïñöÞò
{x : |x| ≤ r}, üðïõ r < R.â. Ó�ï åóù�åñéêü �ïõ äéáó�Þìá�ïò óýãêëéóçò �çò äõíáìïóåéñÜò (äçëáäÞ,�ïõ äéáó�Þìá�ïò ìå êÝí�ñï �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí êáé áê�ßíá �çí áê�ßíáóýãêëéóçò), ç óõíÜñ�çóç A (x) =

∞∑r=0

arxråßíáé Üðåéñá ðáñáãùãßóéìç êáé ïé ðáñÜãùãïß �çò õðïëïãßæïí�áé ðáñá-ãùãßæïí�áò �õðéêÜ �ç óåéñÜ ùò ðåðåñáóìÝíï Üèñïéóìá, äçëáäÞ:A′ (x) =

∞∑r=1

rarxr−1: (2.1)Ïé áê�ßíåò óýãêëéóçò �ùí äõíáìïóåéñþí ðïõ ëáìâÜíïí�áé ìå �çí ðá-ñáãþãéóç ðáñáìÝíïõí üëåò ßóåò ìå �çí áê�ßíá óýãêëéóçò �çò áñ÷éêÞòäõíáìïóåéñÜò.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 37ã. �éá êÜèå äéÜó�çìá [0; x] ðïõ ðåñéÝ÷å�áé ó�ï äéÜó�çìá óýãêëéóçò �çòäõíáìïóåéñÜò, ç óõíÜñ�çóç A åßíáé ïëïêëçñþóéìç êáé ç �éìÞ �ïõ ïëï-êëçñþìá�üò �çò õðïëïãßæå�áé ïëïêëçñþíïí�áò �õðéêÜ �ç óåéñÜ ùò ðå-ðåñáóìÝíï Üèñïéóìá, äçëáäÞ:
∫ x

0

( ∞∑r=0

artr) dt =
∞∑r=1

ar−1r xr: (2.2)Ç áê�ßíá óýãêëéóçò �çò íÝáò äõíáìïóåéñÜò ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ç.Óõìðåñáóìá�éêÜ, åßíáé áóöáëÝò íá ÷åéñéæüìáó�å �éò äõíáìïóåéñÝò ùòðåðåñáóìÝíá áèñïßóìá�á.H óçìáí�éêü�åñç üìùò éäéü�ç�á �ùí äõíáìïóåéñþí åßíáé ü�é ïé óõí�åëå-ó�Ýò ar �çò A ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýí áðü �ïí �ýðïar =
1r!A(r) (0) : (2.3)üðïõ A(r) åßíáé ç r-ïó�Þ ðáñÜãùãïò �çò A.Ï ðáñáðÜíù �ýðïò äéêáéïëïãåß �ç èåþñçóç ìéáò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçòùò êùäéêïðïßçóç �çò áí�ßó�ïé÷çò áêïëïõèßáò.2.2 Éäéü�ç�åò �ùí �åííç�ñéþí Óõíáñ�ÞóåùíÓ�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ ðáñáèÝ�ïõìå éäéü�ç�åò ïé ïðïßåò ìáò åðé�ñÝðïõí íáõðïëïãßæïõìå �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ìßáò äåäïìÝíçò áêïëïõèßáò êáé áí�ß-ó�ñïöá, äåäïìÝíçò ìéáò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò íá âñßóêïõìå �çí áí�ßó�ïé÷çáêïëïõèßá. 1. �ñáììéêÞ éäéü�ç�áÁí k, l åßíáé ó�áèåñÝò êáéA (x) =

∞∑r=0

arxr;B (x) =

∞∑r=0

brxr;



38 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�ü�å ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòdr = kar + lbråßíáé ç D (x) = kA (x) + lB (x) :Ç áðüäåéîç �çò éäéü�ç�áò åßíáé åýêïëç.2. Éäéü�ç�á �çò êëßìáêáòÁí A(x) åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1; a2; : : : �ü�åç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòbr = �raråßíáé ç A (�x) :Ç áðüäåéîç êáé áõ�Þò �çò éäéü�ç�áò åßíáé åýêïëç.3. Éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçòÁí A(x) åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1; a2; : : : �ü�åç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòbr = 0;ãéá r = 0; 1; : : : ; n− 1 êáébr = ar−n;ãéá r = n; n + 1; : : :åßíáé ç xnA (x) :¼ìïéá, ç áêïëïõèßá ðïõ ïñßæå�áé ùòdr = ar+n; r = 0; 1; 2; : : :Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çíA (x) − n−1∑r=0
arxrxn :



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 39Ó�ç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå �ï ðñþ�ï ìÝñïò �çò éäéü�ç�áò (�ï äåý�åñïìÝñïò åðáößå�áé ùò Üóêçóç). ÅßíáéB (x) =
∞∑r=0

brxr ⇒B (x) =

n−1∑r=0

brxr +

∞∑r=n brxr ⇒B (x) = 0 +

∞∑r=n ar−nxr:ÈÝ�ù r − n = k, ïðü�å:B (x) =

∞∑k=0

akxn+k ⇒B (x) = xn ∞∑k=0

akxk ⇒B (x) = xnA (x) :4. Éäéü�ç�á ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùíÅÜí bk =

k∑r=0

ar; k = 0; 1; 2; : : : ;�ü�å ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò bk, áí ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç�çò áêïëïõèßáò ar åßíáé A(x), åßíáéB (x) =
A (x)
1 − x:Èá áðïäåßîïõìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á. �áñá�çñïýìå ü�é:ak = bk − bk−1 ⇒

∞∑k=0

akxk =
∞∑k=0

bkxk − ∞∑k=0

bk−1xk:



40 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò Ý÷ïõìå:A (x) = B (x) − xB (x) :¢ñá B (x) =
A (x)
1 − x5. Éäéü�ç�á óõìðëçñùìá�éêþí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùíÁí ç áê�ßíá óýãêëéóçò �çò ãåííÞ�ñéáò óõíÜñ�çóçò A(x) åßíáé ìåãáëý�åñç�çò ìïíÜäáò êáé ïñßóïõìåbk =

∞∑r=k ar; k = 0; 1; 2; : : : ;�ü�å ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò bk åßíáéB (x) =
A (1) − xA (x)

1 − x :�éá íá áðïäåßîïõìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á ðáñá�çñïýìå ü�ébk =

∞∑r=0

ar − k−1∑r=0

ar ⇒bk = A (1) −
k−1∑r=0

ar ⇒
∞∑k=0

bkxk =

∞∑k=0

A (1) xk − ∞∑k=0

(k−1∑r=0

ar)xk ⇒(óýìöùíá ìå �éò éäéü�ç�åò �çò ïëßóèçóçò êáé �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí)B (x) =
A (1) − xA (x)

1 − x :6. Éäéü�ç�åò �çò ðáñáãþãïõ êáé �ïõ ïëïêëçñþìá�ïò



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 41Ç áêïëïõèßá br = rar; r = 0; 1; 2; : : : Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç:B (x) = xA′ (x) ;åíþ ç áêïëïõèßá dr = arr+1 Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç:D (x) =
1x ∫ x

0
A (t) dt:Ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò áðïäåéêíýïí�áé åýêïëá áðü �ïõò �ýðïõò (2.1,2.2).7. Éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçòÇ áêïëïõèßá dk =

k∑r=0

arbk−r; k = 0; 1; 2; : : :ðïõ êáëåß�áé óõíÝëéîç �ùí áêïëïõèéþí ar; br (óõìâïëéóìüò dr = ar ∗ br )Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç D (x) = A (x)B (x)üðïõ A(x) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar êáé B(x) ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò br.Èá áðïäåßîïõìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á ùò åîÞò:A (x)B (x) =
(a0 + a1x+ a2x2 + : : :) (b0 + b1x + b2x2 + : : :) =

= (a0b0) + (a0b1 + a1b0) x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + : : : =
=

∞∑k=0

dkxk:¢ñá A (x)B (x) = D (x).Ïé ðáñáðÜíù éäéü�ç�åò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü áèñïéóìÜ-�ùí �á ïðïßá åßíáé äýóêïëï íá õðïëïãéóèïýí ìå Üëëåò ìåèüäïõò.�áñÜäåéãìá 2.1: Íá õðïëïãéó�åß �ït∑i=1

(n− ij ):



42 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁËýóç. ÈÝ�ïõìå aij =

(n− ij ):�éá êÜèå ó�áèåñÜ �éìÞ �ïõ i, èåùñïýìå �ï aij ùò áêïëïõèßá ìå äåßê�ç �ïj. Ç áí�ßó�ïé÷ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé:Ai (x) = (1 + x)n−i :ÅìÜò üìùò ìáò åíäéáöÝñåé ç áêïëïõèßá bj ç ïðïßá ïñßæå�áé ùò åîÞò:bj =
t∑i=1

aij:Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò bj åßíáéB (x) =

t∑i=1

Ai (x) =

t∑i=1

(1 + x)n−i = (1 + x)n t∑i=1

1

(1 + x)i :Ï üñïò t∑i=1

(
1

1+x)i åßíáé �ï Üèñïéóìá ãåùìå�ñéêÞò ðñïüäïõ. ¢ñá åßíáéßóïò ìå
1 − (1 + x)−tx :ÔåëéêÜ: B (x) =
(1 + x)nx − (1 + x)n−tx�áñá�çñïýìå áðü �ïí �ßíáêá 2.1 ü�é ç áêïëïõèßá ar =

(nr) Ý÷åé ãåííÞ-�ñéá óõíÜñ�çóç (1 + x)n. ¢ñá ç áêïëïõèßá ( nr+1

) Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç
(1+x)n−1x (éäéü�ç�á ïëßóèçóçò). ¼ìïéá ç óõíÜñ�çóç (1+x)n−t−1x åßíáé ãåííÞ-�ñéá �çò áêïëïõèßáò (n−tr+1

). Åäþ åßíáé r = j. ¢ñá:bj =

t∑i=1

(n− ij )

=

( nj + 1

)

−
(n− tj + 1

):



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 43Áêïëïõèßáar; r = 0; 1; 2; : : : �åííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçA (x)ar = 1
1

1 − xar = r + 1
1

(1 − x)2a0 = 0ar = 1r ; r > 0
ln

(
1

1 − x)a0 = 0ar = −1r ; r > 0 êáé æõãüòar = 1r ; r ìïíüò ln (1 + x)ar =

(nr); n ∈ R (1 + x)nar =
1r! exar =
nrr! ; n ∈ R enxar − ar−1 (1 − x)A (x)�ßíáêáò 2.1: �åííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò êáé áêïëïõèßåòÓ�ï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéþí�áò ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�ÞóåéòìðïñÝóáìå êáé õðïëïãßóáìå Ýíá Üèñïéóìá, �ï ïðïßï åßíáé áñêå�Ü äýóêïëï íáõðïëïãéó�åß äéáöïñå�éêÜ. Ó�çí ðáñÜãñáöï 2.3 èá äïýìå ðþò ÷ñçóéìïðïéïý-í�áé ïé ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò óå óõíäõáó�éêÜ ðñïâëÞìá�á. Ó�ï ÊåöÜëáéï3 èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ãéá íá ëýóïõìå ó÷Ýóåéò áíá-äñïìÞò.Ç ãåíéêÞ éäÝá ðÜí�ùò ðïõ áêïëïõèåß�áé óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò üðïõ èÝ-ëïõìå íá áðïäåßîïõìå éäéü�ç�åò £äéáêñé�ïý¤ ÷áñáê�Þñá ðïõ áíáöÝñïí�áé óåìßá áêïëïõèßá åßíáé íá èåùñÞóïõìå �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõ-èßáò êáé íá âñïýìå êÜðïéá £áíáëõ�éêÞ¤ Þ £óõíå÷Þ¤ éäéü�ç�á �çò �åëåõ�áßáòðïõ áðï�åëåß £ìå�Üöñáóç¤ �çò áñ÷éêÞò £äéáêñé�Þò¤ éäéü�ç�áò. Ç áíáëõ�éêÞ



44 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁéäéü�ç�á óõíÞèùò áðïäåéêíýå�áé åõêïëü�åñá áðü �ç äéáêñé�Þ. Áöïý �çí áðï-äåßîïõìå, åðéó�ñÝöïõìå ó�çí áñ÷éêÞ áêïëïõèßá. Ç ìå�Üâáóç áðü �ï ÷þñï�ùí áêïëïõèéþí ó�ï ÷þñï �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí êáé ç åðéó�ñïöÞãßíå�áé ìå ÷ñÞóç �ïõ �ßíáêá 2.1. �ïëëÝò öïñÝò üìùò, üðùò äåß÷íïõí êáé �áðáñáêÜ�ù ðáñáäåßãìá�á, ç £áí�áëëáãÞ¤ áêïëïõèéþí ìå ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þ-óåéò äåí åßíáé åí�åëþò Üìåóç.�áñÜäåéãìá 2.2: Íá äåé÷�åß ü�é ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar =
(
2rr ); r = 0; 1; 2; : : : åßíáé ç A (x) = (1 − 4x)1=2.Ëýóç. Áðü �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá Ý÷ïõìå ü�é

(1 + x)n = 1 +

∞∑r=1

n (n− 1) (n− 2) : : : (n− r + 1)r! xr ⇒
(1 − 4x)−1=2 = 1 +

∞∑r=1

(
−1

2

) (
−1

2 − 1
) (

−1
2 − 2

) : : : (−1
2 − r + 1

)r! (−4x)r
= 1 +

∞∑r=1

4r (1
2

) (
3
2

) (
5
2

) : : : (2r−1
2

)r! xr
= 1 +

∞∑r=1

2r (1 · 3 · 5 · : : : · (2r − 1))r! xr
= 1 +

∞∑r=1

2rr! (1 · 3 · 5 · : : : · (2r − 1))r!r! xr
= 1 +

∞∑r=1

(2 · 4 · 6 · : : : · 2r) (1 · 3 · 5 · : : : · (2r − 1))r!r! xr
= 1 +

∞∑r=1

(2r)!r!r! xr
= 1 +

∞∑r=1

(
2rr )xr

=

∞∑r=0

(
2rr )xr:
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(1 − 4x)−1=2 =

∞∑r=0

(
2rr )xr:¢ñá ç áêïëïõèßá ar =

(2rr ); r = 0; 1; 2; : : : ; r Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç�çí A (x) = (1 − 4x)1=2�ñéí �ï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá êñßíïõìå óêüðéìï íá õðåíèõìßóïõìå óõíï-ð�éêÜ �çí �å÷íéêÞ �çò ìåñéêÞò êëáóìá�éêÞò áíÜëõóçò. Ó�ü÷ïò �çò �å÷íéêÞòáõ�Þò åßíáé íá ãñáöåß ìßá ñç�Þ óõíÜñ�çóç F (x), äçëáäÞ ìßá óõíÜñ�çóç ðïõãñÜöå�áé ùò ðçëßêïí P (x)=Q(x) äýï ðïëõùíýìùí P (x) êáé Q(x), ùò Üèñïé-óìá êëáóìÜ�ùí áðëïýó�åñçò ìïñöÞò.Äå÷üìáó�å ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò ü�é ï âáèìüò �ïõ ðïëõùíýìïõP (x) åßíáé ãíçóßùò ìéêñü�åñïò �ïõ âáèìïý �ïõ ðïëõùíýìïõ Q(x) (áëëéþòäéáéñïýìå �á ðïëõþíõìá). Áêüìç, ãéá íá áðïöýãïõìå �ï äýó÷ñçó�ï óõì-âïëéóìü �çò ãåíéêÞò ðåñßð�ùóçò, èá èåùñÞóïõìå ìßá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ãéá�ï ðïëõþíõìï Q(x). Ìåëå�þí�áò �çí åéäéêÞ áõ�Þ ðåñßð�ùóç ï áíáãíþó�çòèá ìðïñåß åýêïëá íá áí�éìå�ùðßóåé ïðïéáäÞðï�å ðåñßð�ùóç (ðåñéóóü�åñåòëåð�ïìÝñåéåò ìðïñåß íá âñåé ï áíáãíþó�çò óå ïðïéïäÞðï�å âéâëßï Áðåéñï-ó�éêïý Ëïãéóìïý Þ åéóáãùãéêÞò ÁíÜëõóçò).¸ó�ù ëïéðüí ü�é �ï Q(x) Ý÷åé ìßá ðñáãìá�éêÞ ñßæá x1 ðïëëáðëü�ç�áò 1,ìßá ðñáãìá�éêÞ ñßæá x2 ðïëëáðëü�ç�áò 3 êáé �éò äýï óõæõãåßò öáí�áó�éêÝòñßæåò ±i �çí êÜèå ìßá ìå ðïëëáðëü�ç�á 2. ÅðïìÝíùò ï âáèìüò �ïõ Q(x)åßíáé 8 êáé ï âáèìüò �ïõ P (x) |óýìöùíá ìå �çí õðüèåóç ìáò| åßíáé �ïðïëý 7. Åðßóçò éó÷ýåé ü�é:Q(x) = (x− x1)(x− x2)
3(x2 + 1)2:Íá óçìåéþóïõìå åäþ ü�é ãåíéêÜ äåí åßíáé åýêïëï, êáé ðïëëÝò öïñÝò åßíáéáäýíá�ï, íá âñïýìå �éò ñßæåò åíüò ðïëõùíýìïõ ü�áí äåí �éò ãíùñßæïõìå. ÇóõíçèÝó�åñç �áê�éêÞ ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõò åßíáé íá ðñïóðáèÞóïõìå íááíáëýóïõìå �ï ðïëõþíõìï óå ãéíüìåíï ðáñáãüí�ùí (ü�áí ï âáèìüò �ïõåßíáé ìåãáëý�åñïò �ïõ 2).



46 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÈá ãñÜøïõìå �ç óõíÜñ�çóç F (x) = P (x)=Q(x) ùò:F (x) =
A

(x− x1)

+
B

(x− x2)3
+

C
(x− x2)2

+
D

(x− x2)

+
Ex + F
(x2 + 1)2

+
Gx+H
(x2 + 1)

(2.4)êáé èá õðïëïãßóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò A;B;C;D;E; F;G;H.�éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõí�åëåó�Þ A, ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé �á äýïìÝëç �çò åîßóùóçò (2.4) ìå (x − x1), äéáãñÜöïõìå �ïí ðáñÜãïí�á (x − x1)áð' üðïõ åßíáé äõíá�ü íá äéáãñáöåß êáé èÝ�ïõìå x = x1. ÔåëéêÜ ðñïêýð�åéü�é: A = F (x)(x − x1)|x=x1
=

P (x1)

(x1 − x2)3(x2
1 + 1)2

:�éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõí�åëåó�Þ B, åðéó�ñÝöïõìå ó�çí åîßóùóç (2.4),ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé �á äýï ìÝëç �çò ìå (x − x2)
3, äéáãñÜöïõìå �ïí ðá-ñÜãïí�á (x − x2) áð' üðïõ åßíáé äõíá�ü íá äéáãñáöåß êáé èÝ�ïõìå x = x2.ÔåëéêÜ ðñïêýð�åé ü�é:B = F (x)(x − x2)

3
∣
∣x=x2

=
P (x2)

(x2 − x1)(x2
2 + 1)2

:�éá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ óõí�åëåó�Þ C, ðñéí èÝóïõìå x = x2, ðáñáãùãß-æïõìå ðñþ�á êáé �á äýï ìÝëç �çò åîßóùóçò êáé èÝ�ïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá x = x2.ÔåëéêÜ ðñïêýð�åé ü�é:C =
d (F (x)(x − x2)

3
)dx ∣
∣
∣
∣
∣x=x2

=

( P (x)
(x− x1)(x2 + 1)2

)′
∣
∣
∣
∣
∣x=x2

:Ï õðïëïãéóìüò �ïõ óõí�åëåó�Þ D ãßíå�áé ðáñáãùãßæïí�áò äýï öïñÝòðñßí èÝóïõìå x = x2.�éá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óõí�åëåó�þí F;G, åðéó�ñÝöïõìå ó�ç åîßóùóç(2.4), ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé �á äýï ìÝëç �çò ìå (x2 + 1), äéáãñÜöïõìå�ïí ðáñÜãïí�á (x2 + 1)2 áð' üðïõ åßíáé äõíá�ü íá äéáãñáöåß êáé èÝ�ïõìåx = i. Åîéóþíïí�áò �á ðñáãìá�éêÜ êáé öáí�áó�éêÜ ìÝñç �çò åîßóùóçò ðïõ



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 47ðñïêýð�åé, ðáßñíïõìå Ýíá ãñáììéêü óýó�çìá äýï åîéóþóåùí ìå áãíþó�ïõò�ïõò óõí�åëåó�Ýò F;G, �ï ïðïßï åðéëýïõìå.ÔÝëïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óõí�åëåó�þí H;D, ðñéí èÝóïõìå x = i,ðáñáãùãßæïõìå äýï öïñÝò.�áñÜäåéãìá 2.3: �ïéá áêïëïõèßá Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çíF (x) =
4x2 (1 − 8x)

(1 − 4x) (1 − 2x)2
;Ëýóç. Åßíáé F (x) = 4x2

(
(1 − 8x)

(1 − 4x) (1 − 2x)2) :�áñá�çñÞó�å ü�é áñêåß âñïýìå ðñþ�á �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �ïõ ðá-ñÜãïí�á G(x) = (1 − 8x) =((1 − 4x) (1 − 2x)2). Ï ðáñïíïìáó�Þò Ý÷åé äýïñßæåò, �ç x1 = 1=4 ðïëëáðëü�ç�áò 1 êáé �çí x2 = 1=2, ðïëëáðëü�ç�áò 2.ÅðïìÝíùò èÝ�ïõìå:G (x) =
A

(1 − 4x)
+

B
(1 − 2x)2

+
C

(1 − 2x) :�áñá�çñÞó�å ü�é ãéá íá áðïöýãïõìå ðïëýðëïêåò êëáóìá�éêÝò åêöñÜ-óåéò, ãñÜøáìå �ïõò ðáñïíïìáó�Ýò �ùí áðëþí êëáóìÜ�ùí ëßãï äéáöïñå�éêÜóå óýãêñéóç ìå �çí ðåñßð�ùóç ðïõ áíáëýóáìå ðñïçãïýìåíá. ¸÷ïõìå �þñá:A = (1 − 4x)
(1 − 8x)

(1 − 4x) (1 − 2x)2

∣
∣
∣
∣x=1=4 = : : : = −4;B = (1 − 2x)2

(1 − 8x)

(1 − 4x) (1 − 2x)2

∣
∣
∣
∣x=1=2 = : : : = 3;C = −1

2

ddx [(1 − 2x)2
(

(1 − 8x)

(1 − 4x) (1 − 2x)2)]∣∣∣∣x=12

= : : : = 2:ÅðïìÝíùò G (x) =
−4

(1 − 4x)
+

3

(1 − 2x)2
+

2

(1 − 2x) :



48 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�ñïêýð�åé �þñá ü�é ç áêïëïõèßá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ-�çóç G(x) åßíáé ç:ar = −4 · 4r + 3 (r + 1) 2r + 2 · 2r; r = 0; 1; 2; : : :¢ñá ç F (x) = 4x2G(x) åßíáé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò 4ar−2.ÅðïìÝíùò ç æç�ïýìåíç áêïëïõèßá åßíáé çar =

{
0; r < 2

(3r − 1) 2r − 4r; r = 2; 3; 4; : : :�áñÜäåéãìá 2.4: Íá âñåèåß êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç�çò áêïëïõèßáò ar = r2; r = 0; 1; 2; : : : êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ïÜèñïéóìá 12 + 22 + 32 + : : : + r2.Ëýóç. Åßíáé ãíùó�ü ü�é
1

1 − x = 1 + x + x2 + x3 + : : : + xr + : : :�áñáãùãßæïí�áò êáé �á äýï ìÝñç �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò ðñïêýð�åé:
1

(1 − x)2 = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + : : : + rxr−1 + : : :�ïëëáðëáóéÜæïí�áò åðß x ðñïêýð�åé:x
(1 − x)2 = 1x + 2x2 + 3x3 + 4x4 + : : :+ rxr + : : : ;�áñáãùãßæïí�áò îáíÜ:ddx x

(1 − x)2 = 12 + 22x + 33x2 + 42x3 + : : : + r2xr−1 + : : : ;êáé �Ýëïò ðïëëáðëáóéÜæïí�áò ðÜëé åðß x:x ddx x
(1 − x)2 = 02 + 12x + 22x2 + 33x3 + : : : + r2xr + : : :



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 49ÄçëáäÞ ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar = r2; r = 0; 1; 2; : : :åßíáé ç: f (x) =
x (1 + x)

(1 − x)3
:Áðü �çí éäéü�ç�á �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí Ý÷ïõìå ü�é çg (x) =

x (1 + x)
(1 − x)3 (1 − x)

=
f (x)

(1 − x)åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò
02; 02 + 12; 02 + 12 + 22; 02 + 12 + 22 + 32; : : : ; 02 + 12 +22 +32 + : : :+ r2; : : :Óýìöùíá ìå �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá Ý÷ïõìå ü�é ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xró�ï 1

(1−x)4
åßíáé

(−4) (−4 − 1) (−4 − 2) : : : (−4 − r + 1)r! (−1)r =
4 · 5 · 6 · : : : · (r + 3)r!

=
(r + 1) (r + 2) (r + 3)

1 · 2 · 3 :ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�çí Ýêöñáóç x(1+x)

(1−x)4
åßíáér (r + 1) (r + 2)

1 · 2 · 3 +
(r − 1) r (r + 1)

1 · 2 · 3 =
r (r + 1) (2r + 1)

6
:ÅðïìÝíùò

12 + 22 + 32 + : : : + r2 =
r (r + 1) (2r + 1)

6
:2.3 Áðáñéèìç�ÝòÁí ïé üñïé ìéáò áêïëïõèßáò ar; r = 0; 1; 2; : : : äßíïõí �ï ðëÞèïò åíüò óõíü-ëïõ óõíäõáó�éêþí áí�éêåéìÝíùí ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �çí ðáñÜìå�ñï r, �ü�å çãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç A (x) =

∞∑r=0

arxr



50 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁêáëåß�áé áðáñéèìç�Þò �ïõ óõíüëïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóçn∑r=0

(nr)xråßíáé ï áðáñéèìç�Þò �ùí óõíäõáóìþí (÷ùñßò åðáíÜëçøç) r áí�éêåéìÝíùí åðé-ëåãìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá (ó�ï ðáñÜäåéãìá áõ�ü �ï óýíïëï �ùí óõíäõá-ó�éêþí áí�éêåéìÝíùí ðáñáìå�ñïðïéåß�áé áðü �ï r, åíþ �ï n èåùñåß�áé ùòó�áèåñÜ).Ïé áðáñéèìç�Ýò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ï ðëÞèïò óõ-íüëùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ äßíïí�áé ìå óõíäõáó�éêÞ ðåñéãñáöÞ êáé åîáñ�þí�áéáðü ìßá ðáñÜìå�ñï. Êá�Ü �çí åöáñìïãÞ �çò ìåèüäïõ áõ�Þò, âñßóêïõìå ðñþ�áÝíáí êëåéó�ü (äçë. óõìð�çãìÝíï) �ýðï ãéá �ïí áðáñéèìç�Þ £ìå�áöñÜæïí�áò¤�ç óõíäõáó�éêÞ ðåñéãñáöÞ �ïõ óõíüëïõ óå áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò. Ó�ç óõíÝ-÷åéá ãñÜöïõìå �ïí áðáñéèìç�Þ óå ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò. Ïé óõí�åëåó�Ýò �çòäõíáìïóåéñÜò ìáò äßíïõí �ï ðëÞèïò �ùí áí�éêåéìÝíùí �ïõ óõíüëïõ, ãéá êÜèå�éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ.�áñÜäåéãìá 2.5: ¸ó�ù ü�é èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ïí áñéèìü �ùí åðé-ëïãþí r áí�éêåéìÝíùí (÷ùñßò åðáíÜëçøç) áðü n áí�éêåßìåíá.Ëýóç. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�þóïõìå áí óêåö�ïýìå �ïí �ñüðï ðïõ ðïëëá-ðëáóéÜæïõìå ðïëõþíõìá ü�é ï áñéèìüò áõ�üò ðñÝðåé íá åßíáé ï óõí�åëåó�Þò�ïõ xr ó�ç óõíÜñ�çóç (1 + x)n. Áíáð�ýóóïí�áò �þñá �ï (1 + x)n óå äõíá-ìïóåéñÜ (÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï äéùíõìéêü �ýðï) êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñá-óìá ü�é ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáén (n− 1) : : : (n− r + 1)r! :Áò åîå�Üóïõìå �þñá �é èá ãßíåé áí åðé�ñÝøïõìå åðáíÜëçøç �ùí áí�éêåéìÝ-íùí. ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå ìüíï �ñßá áí�éêåßìåíá êáé èÝëïõìå íá âñïýìå �ïõòäõíá�ïýò �ñüðïõò íá êá�áóêåõÜóïõìå óõíäõáóìïýò áðü áõ�Ü ìå �ïí ðå-ñéïñéóìü ü�é i-ïó�ü áí�éêåßìåíï ìðïñåß íá åðáíáëçöèåß ó�ï óõíäõáóìü Ýùòmi öïñÝò, üðïõ mi; i = 1; 2; 3 äåäïìÝíïé öõóéêïß áñéèìïß. �áñá�çñþí�áòðÜëé ðþò ðïëëáðëáóéÜæïõìå ðïëõþíõìá, êá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�éï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ ðï-ëõùíýìïõ
(
1 + x + x2 + : : : + xm1

) (
1 + x + x2 + : : : + xm2

) (
1 + x + x2 + : : :+ xm3

) :



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 51Áí �þñá åðé�ñÝðïõìå áðåñéüñéó�ç åðáíÜëçøç �ùí áí�éêåéìÝíùí, ï æç�ïýìå-íïò áñéèìüò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï:
(
1 + x + x2 + : : :)3 :ÅðåéäÞ üìùò

1 + x + x2 + : : : = 1

1 − x (ãéá |x| < 1) ;ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï:
(1 − x)−3 =

∞∑r=0

(−1)r (−3r )xr:¢ñá ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé
(−1)r (−3r ) =

(r + 2r )Åßíáé ðëÝïí �å�ñéììÝíï íá áðïäåßîïõìå ü�é áí Ý÷ïõìå n áí�éêåßìåíá êáéèÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå r áðü áõ�Ü ìå åðáíÜëçøç, õðÜñ÷ïõí
(n+ r − 1r )�ñüðïé íá �ï êÜíïõìå. Ìå Üëëá ëüãéá, õðÜñ÷ïõí
(n+ r − 1r )�ïðïèå�Þóåéò r ìç äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò.Ó�á ßäéá óõìðåñÜóìá�á åß÷áìå êá�áëÞîåé ìå äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò êáéó�ï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. Ôþñá üìùò Ý÷ïõìå ó�á ÷Ýñéá ìáò Ýíá éó÷õñüåñãáëåßï ðïõ ìáò åðé�ñÝðåé íá ëýóïõìå äõóêïëü�åñá ðñïâëÞìá�á.�áñÜäåéãìá 2.6: ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é üëåò ïé õðïäï÷ÝòðñÝðåé íá Ý÷ïõí Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áí�éêåßìåíï.



52 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁËýóç. Åßíáé �þñá åýêïëï íá äéáðéó�þóåé êáíåßò ü�é ï áðáñéèìç�Þò åßíáé
(x + x2 + : : :)n =

xn
(1 − x)n = xn ∞∑r=0

(−1)r (−nr )xr:¢ñá ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé
(−1)r ( −nr − n) =

(r − 1r − n):�áñÜäåéãìá 2.7: �ïéï åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí óõíäõáóìþí r áí�éêåéìÝíùíáðü n áí�éêåßìåíá, ìå åðáíÜëçøç áëëÜ ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é êÜèå áí�é-êåßìåíï ðñÝðåé íá åìöáíéó�åß Üñ�éï áñéèìü öïñþí; Óçìåéþó�å ü�é �ï ðéïðÜíù ðñüâëçìá åßíáé �ï ßäéï ìå �ï åîÞò: £Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùíðïõ r ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå n õðïäï÷ÝòäéáêåêñéìÝíåò, ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é êÜèå õðïäï÷Þ èá äå÷�åß Üñ�éï áñéèìüáí�éêåéìÝíùí¤.Ëýóç. Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç/áðáñéèìç�Þò åßíáé
(
1 + x2 + x4 + : : :)n :Åßíáé ãíùó�ü ü�é

1

1 − x2
= 1 + x2 + x4 + : : :ÅðïìÝíùò:

(
1 + x2 + x4 + : : :)n =

(
1 − x2

)−n
=

∞∑r=0

(n+ r − 1r )x2r:¢ñá, üðùò áíáìÝíå�áé, ç áðÜí�çóç åßíáé (n+r=2−1r=2 ).Óçìåéþó�å ü�é
(
1 − x2

)−n
= (1 − x)−n (1 + x)−n :



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 53×ñçóéìïðïéþí�áò �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò êáé �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçòêá�áëÞãïõìå ó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ç Ýêöñáóç:
(n+ r − 1r )

−
(n+ r − 2r − 1

)n +

(n+ r − 3r − 2

)(n + 1

2

)

− : : :
+ (−1)k (n+ (r − k) − 1r − k )(n+ k − 1k )

+ : : : + (−1)r (n + r − 1r )åßíáé ßóç ìå 0 ãéá r ðåñé��ü, êáé åßíáé ßóç ìå
(n+ s− 1s ) ãéá Üñ�éï r = 2s:¢ñá êá�áëÞãïõìå ó�ïí �ýðï

(n+ s− 1s )

=
2s∑k=0

(n + 2s− k − 1

2s− k )(n+ k − 1k )

(−1)k:�áñÜäåéãìá 2.8 (äéáìåñßóåéò áêåñáßùí): Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùíðïõ Ýíáò áêÝñáéïò èå�éêüò áñéèìüò n ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Üèñïéóìá èå�éêþíáêåñáßùí áñéèìþí, ÷ùñßò íá ìáò åíäéáöÝñåé ç óåéñÜ �ùí üñùí ó�á áèñïß-óìá�á. Ï áñéèìüò áõ�üò óõìâïëßæå�áé ìå d(n). �éá ðáñÜäåéãìá:d (1) = 1 : 1d (2) = 2 : 2 = 1 + 1d (3) = 3 : 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1d (4) = 5 : 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1:Ëýóç. Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é ïé åêèÝ�åò �ïõ x ó�ç äõíáìïóåéñÜ
1 + x + x1+1 + x1+1+1 + x1+1+1+1 + · · · = 1 + x + x2 + x3 + x4 + · · ·áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò öïñÝò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï 1 óå ìßá äéáìÝñéóç�ïõ n. ¼ìïéá ïé åêèÝ�åò �ïõ x ó�ç äõíáìïóåéñÜ

1 + x2 + x2+2 + x2+2+2 + · · · = 1 + x2 + x4 + x6 + · · ·



54 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁáí�éó�ïé÷ïýí ó�éò öïñÝò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï 2 óå ìßá äéáìÝñéóç�ïõ n.ÅÜí èÝëïõìå ëïéðüí íá õðïëïãßóïõìå, ãéá ðáñÜäåéãìá, �ï d(10) áñêåßíá âñïýìå �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x10 ó�ï ãéíüìåíï:f (x) =
(
1 + x + x2 + x3 + · · ·

)

(
1 + x2 + x4 + x6 + · · ·

)
· · ·
(
1 + x10 + x20 + x30 + · · ·

) :�áñá�çñÞó�å �þñá ü�é:f (x) =
1

(1 − x) 1

(1 − x2)
· · · 1

(1 − x10)
=

10∏i=1

1

(1 − xi) :�åíéêåýïí�áò �á ðáñáðÜíù, êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�é óõíÜñ�çóç:D (x) =

∞∏i=1

1

(1 − xi)åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç (áðáñéèìç�Þò) ãéá �çí áêïëïõèßá d(n); n =
0; 1; : : :, üðïõ ïñßæïõìå d(0) = 1. Áí êáé �ï D(x) åßíáé èåùñç�éêÜ ðëÞñùòïñéóìÝíï, åßíáé áñêå�Ü äýóêïëï íá äïõëåýïõìå ìå ãéíüìåíá Üðåéñùí üñùí.ÅÜí üìùò èåùñÞóïõìå ìüíï �ïr∏i=1

1

(1 − xi) ; ãéá êÜðïéï ó�áèåñü r;�ü�å ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xn åßíáé ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí �ïõ n óå áèñïß-óìá�á �ùí ïðïßùí ïé üñïé äåí õðåñâáßíïõí �ï r.�áñÜäåéãìá 2.9: Íá âñåèåß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ï dÆ(n), üðïõdÆ(n) åßíáé ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí åíüò èå�éêïý áêÝñáéïõ n óå áèñïß-óìá�á ðïõ ðåñéÝ÷ïõí äéáöïñå�éêïýò èå�éêïýò áêÝñáéïõò.Ëýóç. �éá ðáñÜäåéãìá, åíþ üëåò ïé äõíá�Ýò äéáìåñßóåéò �ïõ áêÝñáéïõ 6 (ü÷éêá�' áíÜãêç óå äéáöïñå�éêïýò áêÝñáéïõò åßíáé ïé:



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 55(1) 1+1+1+1+1+1 (2) 1+1+1+1+2(3) 1+1+1+3 (4) 1+1+4(5) 1+1+2+2 (6) 1+5(7) 1+2+3 (8) 2+2+2(9) 2+4 (10) 3+3(11) 6ðáñá�çñïýìå ü�é ìüíï ïé äéáìåñßóåéò (6), (7), (9) êáé (11) ðåñéÝ÷ïõí äéáöï-ñå�éêïýò áêÝñáéïõò. ÅðïìÝíùò dÆ(6) = 4. �áñá�çñïýìå �þñá ü�é ãéá �ïíõðïëïãéóìü �ïõ dÆ(n) Ý÷ïõìå äýï åðéëïãÝò ãéá êÜèå áêÝñáéï k: (á) ï k íáìç ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�ç äéáìÝñéóç Þ (â) ï k íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìüíï ìéá öïñÜ.ÅðïìÝíùò ðñïêýð�åé ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ï dÆ(n) åßíáé çDÆ (x) = (1 + x)
(
1 + x2

) (
1 + x3

) : : : = ∞∏i=1

(
1 − xi)¢ñá �ï dÆ(n) åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xn ó�ï

(1 + x)
(
1 + x2

) : : : (1 + xn) :Ïñßæïõìå ü�é dÆ(0) = 1.�éá n = 6, ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x6 ó�ï
(1 + x) (1 + x2

) : : : (1 + x6
)åßíáé 4.2.4 Åêèå�éêÝò �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòÄõó�õ÷þò ïé ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ðïõ ìÜèáìå ìÝ÷ñé �þñá äåí ìðïñïýííá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá �ç ìÝ�ñçóç äéá�Üîåùí, Þ ãéá �çí åýñåóç �ïõ ðëÞèïõòóõíüëùí áðü óõíäõáó�éêÜ áí�éêåßìåíá �á ïðïßá åîáñ�þí�áé áðü ðáñÜìå�ñïðïõ áíáöÝñå�áé óå äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá. Ôïý�ï äéü�é ï ðïëëáðëáóéá-óìüò åßíáé áí�éìå�áèå�éêÞ ðñÜîç, Üñá ðïëëáðëáóéÜæïí�áò ðïëõþíõìá Þ óåé-ñÝò äåí ìðïñïýìå íá £áðåéêïíßóïõìå¤ áëãåâñéêÜ �çí Ýííïéá �ùí äéá�ÜîåùíÞ �ùí ðáñáìå�ñïðïéÞóåùí ðïõ áíáöÝñïí�áé óå äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá.



56 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÌðïñïýìå üìùò íá îåöýãïõìå áðü áõ�ü �ï áäéÝîïäï. Áò ðáñá�çñÞóïõìåðñþ�á ü�é
(1 + x)n =

∞∑r=0

P (n; r) xrr! ;äçëáäÞ ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ (1 + x)n åßíáé ï áñéè-ìüò �ùí äéá�Üîåùí r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá. Áõ�üìáò ïäçãåß íá ïñßóïõìå ùò åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ìéáò áêïëïõèßáòa0; a1; : : : �ç óåéñÜ ∞∑r=0
ar xkrr! (ç ïñïëïãßá ïöåßëå�áé ó�ï ü�é ex =

∞∑r=0

xrr! ).Áò êïé�Üîïõìå �þñá ðñïóåê�éêÜ Ýíá ãéíüìåíï �çò ìïñöÞò:
(

1 +
x
1!

+
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)n :Áí áíáð�ýîïõìå �ï ãéíüìåíï áõ�ü óå óåéñÜ �ùí xrr! ; ï óõí�åëåó�Þò �ïõxrr! åßíáé

∑q1+q2+:::+qn=r r!q1!q2! : : : qn! ;üðïõ �ï Üèñïéóìá êõìáßíå�áé ðÜíù áðü üëåò �éò äõíá�Ýò áíáëýóåéò �ïõ r óåÜèñïéóìá n ìç áñíç�éêþí üñùí (äéáöïñå�éêÝò èåùñïýí�áé äýï áíáëýóåéò åÜíÝ÷ïõí äéáöïñå�éêÜ óýíïëá üñùí, Þ åÜí Ý÷ïõí �ï ßäéï óýíïëï üñùí áëëÜ ìåäéáöïñå�éêÞ óåéñÜ). ÁëëÜ üìùò ç Ýêöñáóçr!q1!q2! : : : qn!äßíåé �ïí áñéèìü �ùí ìå�áèÝóåùí r áí�éêåéìÝíùí ðïõ åßíáé ÷ùñéóìÝíá óå nïìÜäåò ìå qi (1 ≤ i ≤ n) ìç äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá ç êÜèå ìßá. ÅðïìÝíùòç Ýêöñáóç
∑q1+:::+qn=r r!q1! : : : qn!

(2.5)äßíåé �ïí áñéèìü �ùí ìå�áèÝóåùí ìå åðáíÜëçøç r áí�éêåéìÝíùí åðéëåãìÝíùíáðü n áí�éêåßìåíá (ç Ýêöñáóç áõ�Þ åðïìÝíùò éóïý�áé ìå nr). Äåí åßíáé�þñá äýóêïëï íá ãåíéêåýóïõìå �éò ðáñáðÜíù éäÝåò:



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 57�áñÜäåéãìá 2.10: Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá êá�áíåìç-èïýí r äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá óå n äéáêåêñéìÝíåò (Þ ìç äéáêåêñéìÝíåò)õðïäï÷Ýò, ü�áí êÜèå õðïäï÷Þ ðñÝðåé íá äå÷èåß Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áí�éêåßìåíï.Ëýóç. Èåùñïýìå ùò ðáñÜìå�ñï �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �ïí áñéèìü r �ùí áí�éêåé-ìÝíùí êáé ùò ó�áèåñÜ �ïí áñéèìü n �ùí õðïäï÷þí. ¢ñá áêüìç êáé åÜí ïéõðïäï÷Ýò åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêÝò ãåííÞ�ñéåòóõíáñ�Þóåéò. Áò åîå�Üóïõìå ðñþ�á �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ïé õðïäï÷Ýò åßíáéäéáêåêñéìÝíåò. Ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò åßíáé
(x +

x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)n

= (ex − 1)n :Óçìåßùóç: Ôï ðñüâëçìá �ùí �ïðïèå�Þóåùí óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç åßíáééóïäýíáìï ìå �çí åýñåóç �ïõ áñéèìïý �ùí äéá�Üîåùí r áí�éêåéìÝíùí åðéëåã-ìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá, ìå åðáíÜëçøç, áëëÜ êáé ìå �ïí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìüü�é üëá �á n áí�éêåßìåíá ðñÝðåé íá åìöáíéóèïýí ó�ç äéÜ�áîç �ïõëÜ÷éó�ïíìßá öïñÜ.�áñá�çñïýìå �þñá ü�é:
(ex − 1)n =

n∑i=0

(ni) (−1)i e(n−i)x
=

n∑i=0

(ni) (−1)i ∞∑r=0

1r! (n− i)r xr
=

∞∑r=0

xrr! n∑i=0

(−1)i(ni) (n− i)r:ÅðïìÝíùò, ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå r äéáêåêñéìÝíá áí�é-êåßìåíá óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò, ÷ùñßò íá áöÞóïõìå Üäåéåò õðïäï÷Ýò,åßíáé n∑i=0

(−1)i(ni) (n− i)r = n!S (r; n) ;üðïõ S (r; n) =
1n!

n∑i=0

(−1)i(ni) (n− i)r: (2.6)



58 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÏé S(r; n) êáëïýí�áé áñéèìïß Stirling 2ïõ åßäïõò. Óõìâïëßæïí�áé åðßóçò êáéìå {rn}.�éá �çí ðåñßð�ùóç �þñá ðïõ ïé õðïäï÷Ýò åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, áñêåß íáäéáéñÝóïõìå �ïí �ýðï ãéá äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò ìå n! ãéá íá êá�áëÞîïõìåó�ï óõìðÝñáóìá ü�é ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå r äéáêåêñéìÝíááí�éêåßìåíá óå n ìç äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò, ÷ùñßò íá áöÞóïõìå Üäåéåòõðïäï÷Ýò, åßíáé S(r; n).�áñá�çñÞó�å ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ �ï ðñüâëçìá åßíáé éóïäýíáìï ìå�ïí õðïëïãéóìü �ïõ áñéèìïý �ùí �ñüðùí ðïõ Ýíá óýíïëï ìå r ó�ïé÷åßáìðïñåß íá äéáìåñéóèåß óå n ìç êåíÜ õðïóýíïëá, îÝíá áíÜ äýï ìå�áîý �ïõò.Ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ùí áñéèìþí áõ�þí (èåùñþí�áò ùò ðáñÜìå�ñï �ïr êáé �ï n ùò ó�áèåñÜ) åßíáé (ex − 1)n=n!.×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðáñáðÜíù åñìçíåßá �ïõ áñéèìïý �ùí äéáìåñßóåùíãéá �ïõò áñéèìïýò Stirling 2ïõ åßäïõò åßíáé åýêïëï íá êá�áëÞîåé êáíåßò ó�ïíáêüëïõèï áíáãùãéêü �ýðï:S(r + 1; n + 1) = (n+ 1)S(r; n + 1) + S(r; n): (2.7)�ñÜãìá�é, äåäïìÝíùí r + 1 äéáêåêñéìÝíùí áí�éêåéìÝíùí, {1; : : : ; r; r + 1},îå÷ùñßæïõìå Ýíá áðü áõ�Ü, Ýó�ù �ï �åëåõ�áßï, �ï r+ 1. �éá íá êá�áóêåõÜ-óïõìå �þñá ìßá ïðïéáäÞðï�å äéáìÝñéóç �ùí áí�éêåéìÝíùí {1; : : : ; r; r + 1}õðÜñ÷ïõí äýï åðéëïãÝò: (á) íá êá�áóêåõÜóïõìå ìßá äéáìÝñéóç �ùí r áí�é-êåéìÝíùí {1; : : : ; r} ðïõ Ý÷åé n+ 1 õðïóýíïëá êáé íá ðñïóèÝóïõìå �ï áí�é-êåßìåíï r + 1 óå êÜðïéï áðü �á n+ 1 õðïóýíïëá Þ (â) íá êá�áóêåõÜóïõìåìßá äéáìÝñéóç �ùí r áí�éêåéìÝíùí {1; : : : ; r} ðïõ Ý÷åé n õðïóýíïëá êáé íáèåùñÞóïõìå ü�é �ï ìïíïóýíïëï {r+1} áðï�åëåß �ï (n+1)-ïó�ü õðïóýíïëï�çò äéáìÝñéóçò. Áñêåß �þñá íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ç åðéëïãÞ (á) ìðïñåß íáõëïðïéçèåß êá�Ü n+ 1 �ñüðïõò, åíþ ç åðéëïãÞ (â) êá�Ü Ýíá �ñüðï.Ó�ïí �ßíáêá 2.2 õðÜñ÷ïõí ìåñéêïß áñéèìïß Stirling 2ïõ åßäïõò, õðïëïãé-óìÝíïé ìå ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ 2.7.Óå áõ�ü �ï óçìåßo íá áíáöÝñïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí êáé áñéèìïß Stirling1ïõ åßäïõò, ðïõ óõìâïëßæïí�áé s(r; n) (Þ åðßóçò êáé ìå [rn]) êáé äßíïõí �ïíáñéèìü �ùí �ñüðùí íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï áðü n ðåñéäÝñáéá ÷ñç-óéìïðïéþí�áò r äéáêåêñéìÝíåò ÷Üí�ñåò (êÜèå ðåñéäÝñáéï ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí ìßá ÷Üí�ñá).



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 59r=n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 12 1 13 1 3 14 1 7 6 15 1 15 25 10 16 1 31 90 65 15 17 1 63 301 350 140 21 18 1 127 966 1701 1050 266 28 19 1 255 3025 1770 6951 2646 462 36 110 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1�ßíáêáò 2.2: Áñéèìïß Stirling 2ïõ åßäïõò, S(r; n)r=n 1 2 3 4 5 6 7 81 12 1 13 2 3 14 6 11 6 15 24 50 35 10 16 120 274 255 85 15 17 720 1764 1624 735 175 21 18 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1�ßíáêáò 2.3: Áñéèìïß Stirling 1ïõ åßäïõò s(r; n)Ï áíáãùãéêüò �ýðïò ãéá �ïõò áñéèìïýò Stirling 1ïõ åßäïõò åßíáé (Üóêçóç):s(r + 1; n+ 1) = rs(r; n + 1) + s(r; n): (2.8)Ó�ïí �ßíáêá 2.3 õðÜñ÷ïõí ìåñéêïß áñéèìïß Stirling 1ïõ åßäïõò, õðïëïãé-óìÝíïé ìå ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ 2.8.�áñÜäåéãìá 2.11: Íá âñåèåß ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ïõ áñéèìïý �ùí�ñüðùí íá äéáìåñßóïõìå Ýíá óýíïëï áðü r ó�ïé÷åßá óå ìç êåíÜ, îÝíá áíÜäýï õðïóýíïëá ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ó�ïí áñéèìü �ùí õðïóõíüëùí. Ïé áñéèìïßáõ�ïß êáëïýí�áé áñéèìïß Bell êáé óõìâïëßæïí�áé ìå Br.



60 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁËýóç. ÅðåéäÞ ìßá äéáìÝñéóç èá áðï�åëåß�áé áðü Ýíá Þ äýï Þ �ñßá ê�ë õðï-óýíïëá, åßíáé åýêïëï íá äéáðéó�þóåé êÜðïéïò ü�é:Br =

∞∑i=1

S(r; i):ÎÝñïõìå ü�é ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ùí S(r; n) åßíáé (ex − 1)n=n!.ÅðïìÝíùò, ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ùí áñéèìþí Bell Br åßíáé
∞∑i=1

(
(ex − 1)ii! )

= eex−1 − 1:�áñÜäåéãìá 2.12: Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá åê�õðùèïýí 25äéáöïñå�éêÜ ðñïãñÜììá�á áðü �ïõò 3 äéáöïñå�éêïýò åê�õðù�Ýò ðïõ äéáèÝ�åéÝíá õðïëïãéó�éêü êÝí�ñï, ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é êÜèå åê�õðù�Þò ðñÝðåé íáåê�õðþóåé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí ðñüãñáììá.Ëýóç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç. Áõ�Þ åßíáé çåîÞò:
(x +

x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)3

= (ex − 1)3Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýí íá ãßíïõí ïé åê�õðþóåéò åßíáé ïóõí�åëåó�Þò �ïõ x25=25! ó�ï (ex − 1)3. ¸÷ïõìå ü�é
(ex − 1)3 = e3x − 3e2x + 3ex − 1

=

∞∑r=0

3r xrr! − 3

∞∑r=0

2r xrr! + 3

∞∑r=0

xrr! − 1

=

∞∑r=0

(3r − 3 · 2r + 3)
xrr! − 1:ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x25=25! åßíáé 325 − 3 · 225 + 3.2.5 ÁóêÞóåéò2.1 �ïéá áêïëïõèßá Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çí:



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 61(á) A (x) =
1 + 2x− x2 − x3

1 + x− x2 − x3
,(â) A (x) =

2 + 3x− 6x2

1 + 2x ,(ã) A (x) =
2

1 − 4x2
.2.2 �ïéá åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò:(á) 2; 5; 13; 35; : : : = 2n + 3n,(â) 1; 2; 3; : : : ; r; : : :2.3 Íá áðïäåé÷èïýí ïé éäéü�ç�åò �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí ÷ñçóéìïðïéþ-í�áò �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò.2.4 Íá õðïëïãéó�åß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòar = (r + 1) r (r − 1) :Ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá

3 · 2 · 1 + 4 · 3 · 2 + : : : + (n+ 1)n (n− 1) :2.5 �éá äïóìÝíï t, íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìát∑i=0

(
2ii )(2t− 2it− i ):2.6 Íá õðïëïãéó�ïýí �á áèñïßóìá�á:(á) n−1∑k=1

(n− k)2(n− 1n− k),(â) r∑i=0

r!
(r − i+ 1)! (i+ 1)!

.



62 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ2.7 ¸ó�ù x ìéá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ ðïõ ðáßñíåé �éò �éìÝò 0; 1; 2; : : : ìå ðéèá-íü�ç�á áí�ßó�ïé÷á x0; x1; : : : (xi ≥ 0 êáé ∑xi = 1). ¸ó�ùx (s) =

∞∑k=0

xkskç ëåãüìåíç £ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðéèáíï�Þ�ùí¤. ¸ó�ù y ç �õ÷áßáìå�áâëç�Þ ðïõ ðáßñíïõìå áí ðñïóèÝóïõìå n áíåîÜñ�ç�á äåßãìá�á �çòx. ¸ó�ù y0; y1; : : : ïé ðéèáíü�ç�åò ç y íá ðáßñíåé �éò �éìÝò 0; 1; 2; : : :,áí�ßó�ïé÷á. Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðéèáíï�Þ�ùíy (s) =

∞∑k=0

ykskéóïý�áé ìå (X (s))n.2.8 Âñåß�å �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1; a2; : : : üðïõ aråßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá ó÷çìá�ßóïõìå óõíäõáóìü (ìå åðáíáëÞ-øåéò) åðéëÝãïí�áò r ãñÜììá�á áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2} ìå �ïí ðåñéï-ñéóìü �ï ãñÜììá 0 íá åìöáíéó�åß Üñ�éåò öïñÝò. Ìå âÜóç �ç ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç, õðïëïãßó�å �ï ar.2.9 Äßíå�áé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áêïëïõèßá a0; a1; a2; : : :. Íáâñåèïýí:(á) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí õðáêïëïõèßá �ùí üñùí ìå Üñ�éïäåßê�ç, äçë. a0; a2; a4; : : :,(â) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò õðáêïëïõèßáò a1; a4; a7; : : : (Õðüäåéîç:Áí w = e2�i=3 , �ü�å w0 + w1 + w2 = 0).2.10 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí �ïõ 2n ìå üñïõò �ùí áèñïéóìÜ�ùí�ïõò áñéèìïýò 1,2 êáé 4.2.11 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ 2t+1 ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíáìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå 3 äéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ, Ý�óé þó�å êÜèåêïõ�ß íá ìçí ðåñéÝ÷åé ðåñéóóü�åñá áðü t áí�éêåßìåíá.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 632.12 ¸÷ïõìå 2 åßäç áí�éêåéìÝíùí. Ôï åßäïò 1 Ý÷åé p ìç äéáêåêñéìÝíá áí�é-êåßìåíá êáé �ï åßäïò 2 Ý÷åé q ìç äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá. Êá�Ü ðü-óïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ó÷çìá�ßóïõìå óõíäõáóìü åðéëÝãïí�áò ráí�éêåßìåíá;2.13 Íá âñåèåß ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí ðïõìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå r Þ ëéãü�åñá áí�éêåßìåíá áðü r äéáêåêñéìÝíááí�éêåßìåíá êáé íá �á êá�áíåßìïõìå óå n äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò, ìå�á áí�éêåßìåíá ìÝóá óå êÜèå õðïäï÷Þ �áîéíïìçìÝíá.2.14 Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá ìå�á�ñÝøïõìåóå øéëÜ íüìéóìá �ïõ åíüò åõñþ.





ÊåöÜëáéï 3Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞò3.1 ÅéóáãùãÞ�ýñù ó�á 1200 ì.×. ï Leonardo da Pisa, ðéï ãíùó�üò óáí Fibona

i, áíá-êÜëõøå êáé ìåëÝ�çóå �çí áêïëïõèßá áñéèìþí Fibona

i. Ï Fibona

i ðáñïõ-óßáæå áõ�Þí �çí áêïëïõèßá áñéèìþí ëÝãïí�áò �çí ðéï êÜ�ù éó�ïñßá: £Óå Ýíáíçóß õðÜñ÷åé áñ÷éêÜ Ýíá æåõãÜñé áðü êïõíÝëéá. ÊÜèå æåýãïò êïõíåëéþí Ý÷åé�ç äõíá�ü�ç�á ìå�Ü áðü Ýíá ìÞíá æùÞò íá áíáðáñÜãåé Ýíá Üëëï æåýãïò áðüêïõíÝëéá ìÝóá óå Ýíá ìÞíá. Áõ�ü ìáò ëÝåé ü�é �ï êïõíÝëé ãéá íá ãåííÞóåéðñÝðåé íá åíçëéêéùèåß, äçëáäÞ íá ãßíåé åíüò ìçíüò. �åííÞóåéò óõìâáßíïõíêÜèå ìÞíá. Ôá êïõíÝëéá ðï�Ý äåí ðåèáßíïõí êáé ðï�Ý äåí ó�áìá�Üíå íááíáðáñÜãïõí¤. Áò ðñïóðáèÞóïõìå íá äþóïõìå ìéá ëýóç ó�ï ðñüâëçìá �ïõõðïëïãéóìïý �ïõ áñéèìïý �ùí êïõíåëéþí ìå�Ü áðü Ýíá äåäïìÝíï äéÜó�çìá.Áò åßíáé an ï áñéèìüò �ùí æåõãáñéþí �ùí êïõíåëéþí ìå�Ü áðü n ìÞíåò.Áò åßíáé Nn �á íåïãåííçèÝí�á æåõãÜñéá (äçëáäÞ áõ�Ü ðïõ ãåííÞèçêáí ó�ïìÞíá n) êáé On �á ðáëéÜ æåõãÜñéá (äçëáäÞ áõ�Ü ðïõ ãåííÞèçêáí ó�ïõò ìÞíåò
1; : : : ; n− 1). ÅðïìÝíùò åßíáé an = Nn +OnÏé êáíüíåò �çò éó�ïñßáò ìáò ëÝíå ü�é �ïí åðüìåíï ìÞíá èá óõìâïýí �áåîÞò ãåãïíü�á:On+1 = On + Nn = an - �á ðáëéÜ æåõãÜñéá �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ (n + 1)Ý÷ïõí áõîçèåß ìå áõ�Ü ðïõ ãåííÞèçêáí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n.



66 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁNn+1 = On - êÜèå ðáëéü æåõãÜñé ó�ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n ðáñÜãåé ÝíáíåïãÝííç�ï æåõãÜñé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n + 1.Êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ åðüìåíïõ ìÞíá Ý÷ïõìå:On+2 = On+1 +Nn+1 = an+1Nn+2 = On+1ÓõíäõÜæïí�áò �éò ðéï ðÜíù åîéóþóåéò Ý÷ïõìåan+2 = On+2 +Nn+2 = (On+1 +Nn+1) + (On +Nn) = an+1 + anÇ ðéï ðÜíù ó÷Ýóç åßíáé ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò÷ñåéÜæïí�áé, áëëÜ äåí Ý÷ïõí êáé ìåãÜëç óçìáóßá. �éá �ïõò áñéèìïýò Fi-bona

i óõíÞèùò åßíáé a0 = 0; a1 = 1; Þ a0 = a1 = 1.Ó�éò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò èá äþóïõìå êÜðïéïõò ïñéóìïýò êáé èá ðåñé-ãñÜøïõìå �ñüðïõò ãéá �ç ëýóç ó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò, äçëáäÞ ãéá �çí åýñåóçêëåéó�ïý �ýðïõ ãéá �ï ãåíéêü üñï �çò áêïëïõèßáò ðïõ ïñßæå�áé ìå �ç ó÷ÝóçáíáäñïìÞò.3.2 �ñáììéêÝò Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞò ìå ó�áèåñïýòóõí�åëåó�ÝòÌéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ðïõ Ý÷åé �çí åîÞò ìïñöÞ
0an + 
1an−1 + 
2an−2 + : : : + 
ran−r = f (n) (3.1)ìå 
0; 
1; : : : ; 
r ó�áèåñïýò áñéèìïýò ïíïìÜæå�áé ãñáììéêÞ ó÷Ýóç áíáäñïìÞòìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò, r-�Üîçò Þ r-âáèìïý. Ïé �éìÝò �çò áêïëïõèßáòa0; a1; : : : ; ar−1 ïíïìÜæïí�áé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò.Ç an+2−an+1−an = 0 åßíáé ìéá �Ý�ïéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò. Ç óõíÜñ�çóçf(n) ïíïìÜæå�áé ïäçãüò óõíÜñ�çóç.Áí ç f(n) = 0, �ü�å ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ëÝãå�áé ïìïãåíÞò. Ó�çí ðåñß-ð�ùóç ðïõ f(n) 6= 0 ëÝãå�áé ìç ïìïãåíÞò. Ó�ç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå äõï�ñüðïõò åðßëõóçò ãñáììéêþí ó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 673.2.1 Ëýóç ìå �ç ìÝèïäï �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçòÅßíáé åýêïëï íá äéáðéó�þóåé êáíåßò ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç ìéáò ãñáììéêÞò ó÷Ý-óçò áíáäñïìÞò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò ìðïñåß íá ãñáöåß óáí Üèñïéóìáäýï ìåñþí: �çò ãåíéêÞò ëýóçò �çò áí�ßó�ïé÷çò ïìïãåíïýò ó÷Ýóçò êáé ìéáòìåñéêÞò ëýóçò �çò äåäïìÝíçò ìç ïìïãåíïýò ó÷Ýóçò. ¢ñá �ï ðñüâëçìá �çòåýñåóçò �çò ãåíéêÞò ëýóçò �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò áíÜãå�áé ó�ï ðñüâëçìá�çò åýñåóçò �çò ãåíéêÞò ëýóçò �çò ïìïãåíïýò êáé ìéáò ìåñéêÞò ëýóçò �çòäåäïìÝíçò ìç ïìïãåíïýò. Áò åßíáé a(h)n ç ëýóç �çò ãåíéêÞò ïìïãåíïýò êáéa(p)n ìéá ìåñéêÞ ëýóç �çò ìç ïìïãåíïýò. Åßíáé
0a(h)n + 
1a(h)n−1 + : : : + 
ra(h)n−r = 0
0a(p)n + 
1a(p)n−1 + : : : + 
ra(p)n−r = f (n)ÅðïìÝíùò
0 (a(h)n + a(p)n )+ 
1 (a(h)n−1 + a(p)n−1

)

+ : : :+ 
r (a(h)n−r + a(p)n−r) = f (n) (3.2)�ñïöáíþò ç ðëÞñçò ëýóç, an = a(h)n + a(p)n , éêáíïðïéåß �ç ó÷Ýóç áíá-äñïìÞò. £Ï óêïðüò èá åßíáé íá îåöýãïõìå áðü �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò êáé íáêá�áëÞîïõìå óå Ýíá êëåéó�ü �ýðï ðïõ ìáò äßíåé �ï an óõíáñ�Þóåé �ïõ n¤.(Á) Åýñåóç ïìïãåíïýò ëýóçòÄïêéìÜæïõìå ìéá ëýóç �çò ìïñöÞò a(h)n = Axn, üðïõ x ïíïìÜæå�áé ÷áñá-ê�çñéó�éêÞ ñßæá êáé Á åßíáé ìéá ó�áèåñÜ ðïõ èá õðïëïãéó�åß áðü �éò áñ÷éêÝòóõíèÞêåò. Áí�éêáèéó�þí�áò áõ�Þ �ç ëýóç ó�ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ðáßñíïõìå
0Axn + 
1Axn−1 + 
2Axn−2 + : : :+ 
rAxn−r = 0 ⇔
0xn + 
1xn−1 + 
2xn−2 + : : : + 
rxn−r = 0 (3.3)Ç (3.3) ïíïìÜæå�áé ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò êáéÝó�ù ü�é Ý÷åé äéáöïñå�éêÝò ðñáãìá�éêÝò ñßæåò �éò x1; x2; : : : ; xr. Ôü�å áðï-äåéêíýå�áé ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò åßíáéa(h)n = A1xn1 +A2xn2 + : : : +ArxnrÔá A1; A2; : : : ; Ar èá õðïëïãéó�ïýí áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.



68 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�áñÜäåéãìá 3.1: Ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ãéá �ïõò áñéèìïýò Fibona

i åßíáéan+2 = an+1 + anÞ an = an−1 + an−2Ëýóç. ¸ó�ù ü�é ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé a0 = a1 = 1. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞåîßóùóç åßíáé x2 − x− 1 = 0Ïé ñßæåò åßíáé x1 =
1 +

√
5

2
; x2 =

1 −
√

5

2Ï áñéèìüò
Φ =

1 +
√

5

2
≈ 1; 16803åßíáé ï ëåãüìåíïò £÷ñõóüò ëüãïò¤. (Áíáëïãßá ìåãåèþí ðïõ Ý÷åé ÷ñçóéìï-ðïéçèåß áðü �çí åðï÷Þ �ïõ Öåéäßá ó�çí êëáóéêÞ �Ý÷íç. ËÝãå�áé ü�é åõ÷á-ñéó�åß �éò áéóèÞóåéò). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé êáé çðëÞñçò ëýóç êáé äßíå�áé áðü �ïí �ýðï:an = a(h)n = A1

(

1 +
√

5

2

)n
+A2

(

1 −
√

5

2

)nÏé äõï ó�áèåñÝò A1; A2 õðïëïãßæïí�áé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò a0 =a1 = 1 �éò äõï åîéóþóåéòa0 = A1 +A2 = 1; a1 = A1
1 +

√
5

2
+A2

1 −
√

5

2êáé A1 =
1√
5

1 +
√

5

2
; A2 = − 1√

5

1 −
√

5

2ÅðïìÝíùò, an =
1√
5

(

1 +
√

5

2

)n+1

− 1√
5

(

1 −
√

5

2

)n+1



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 69Èá áíáöåñèïýìå �þñá ó�çí ðåñßð�ùóç êá�Ü �çí ïðïßá ìåñéêÝò ñßæåò �çò÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò åßíáé ìéãáäéêïß áñéèìïß. ÅðåéäÞ ïé óõí�åëåó�Ýò�çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò åßíáé ðñáãìá�éêïß, áí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîß-óùóç Ý÷åé ñßæá Ýíá ìéãáäéêü, �ü�å Ý÷åé êáé �ï óõæõãÞ �ïõ.Áò åßíáé x1 = a+ ib êáé x2 = a− ib �ï æåõãÜñé �ùí ìéãáäéêþí ñéæþí.Ç áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáéA1 (X1)
n +A2 (X2)

n = A1 (a+ ib)n +A2 (a− ib)n
= B1pn cos (n#) +B2pn sin (n#)üðïõ p =
√a2 + b2êáé # = tan−1 (b=a) ; B1 = (A1 +A2) ; B2 = i (A1 −A2)Ìáò ìÝíåé ç ðåñßð�ùóç íá Ý÷ïõìå ðïëëáðëÝò ñßæåò ãéá �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞåîßóùóç.Áò åßíáé X1 k-ðïëëáðëü�ç�áò ñßæá �çò ÷áñáê�çñéó�éêÞò åîßóùóçò. Ôü�åáðïäåéêíýå�áé ü�é ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé

(A1nk−1 +A2nk−2 + : : :+Ak−2n2 +Ak−1n+Ak)Xn
1�áñÜäåéãìá 3.2: Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò

4an − 20an−1 + 17an−2 − 4an−3 = 0Ëýóç. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç, åßíáé
4x3 − 20x2 + 17x− 4 = 0êáé ïé ñßæåò x1 = x2 = 1=2; x3 = 4¢ñá ç ïìïãåíÞò ëýóç, ðïõ óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç åßíáé êáé ðëÞñçò ëýóç,åßíáé a(h)n = (A1n +A2) (1=2)n +A34

nÔá A1; A2; êáé A3 õðïëïãßæïí�áé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.



70 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ(Â) Åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóçòÄåí õðÜñ÷åé ãåíéêüò êáíüíáò. Ìðïñïýìå üìùò íá ðïýìå ðùò ç ìåñéêÞëýóç £ìïéÜæåé¤ ìå �çí ïäçãü óõíÜñ�çóç. ÄçëáäÞ, áíÜëïãá ìå �ï �é åßíáé çïäçãüò óõíÜñ�çóç äïêéìÜæïõìå êáé ìéá ìåñéêÞ ëýóç. Ï ðéï êÜ�ù ðßíáêáòäßíåé ìåñéêÜ ðáñáäåßãìá�áÌïñöÞ f(n) ÌïñöÞ ìåñéêÞò ëýóçòk, ó�áèåñÜ C, ó�áèåñÜðïëõþíõìï ðïëõþíõìï ßäéïõ âáèìïý áëëÜ ðëÞñåòk�n; k; � ó�áèåñÝò 
�n; 
; � ó�áèåñÝòÏé ó�áèåñÝò �çò ìåñéêÞò ëýóçò õðïëïãßæïí�áé áí�éêáèéó�þí�áò �çí õðï-øÞöéá ëýóç ó�çí ìç ïìïãåíÞ ó÷Ýóç áíáäñïìÞò.�áñÜäåéãìá 3.3: Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò
6an − 5an−1 + an−2 = 6 (1=5)n n = 2; 3; 4; : : :a0 = 0; a1 = 6=5Ëýóç.(á) ÏìïãåíÞò ëýóç×áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç, 6x2 − 5x + 1 = 0ïé ñßæåò åßíáé, x1 = 1=2; x2 = 1=3¢ñá ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáéa(h)n = A1 (1=2)n +A2 (1=3)n(â) ÌåñéêÞ ëýóçÇ ìïñöÞ �çò ïäçãïý óõíÜñ�çóçò f(n), ìáò åðéâÜëëåé íá äïêéìÜóïõìåìéá ìåñéêÞ ëýóç �çò ìïñöÞò a(p)n = Â (1=5)n. ÄçëáäÞ
6B (1=5)n − 5B (1=5)n−1 +B (1=5)n−2 = 6 (1=5)n ⇒

(6=25)B −B +B = 6=25 ⇒ B = 1



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 71¢ñá ç ðëÞñçò ëýóç åßíáéan = a(p)n + a(h)n = A1 (1=2)n +A2 (1=3)n + (1=5)nÁðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõìåa0 = A1

(
1

2

)0

+A2

(
1

3

)0

+

(
1

5

)0

= 0 A1 +A2 = −1a1 = A1

(
1

2

)1

+A2

(
1

3

)1

+

(
1

5

)1

=
6

5

A1

2
+
A2

3
= 1A1 = 8 êáé A2 = −9¢ñá ç ðëÞñçò ëýóç åßíáéan = (1=2)n−2 − (1=3)n−2 + (1=5)n ; n = 0; 1; 2; 3; : : :3.2.2 Ëýóç ìå �ç ìÝèïäï �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�ÞóåùíÁò åßíáé A(x) ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò

(a0; a1; a2; : : : ; an; : : :)äçëáäÞ A (x) =
∞∑n=0

anxn¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �çí åîÞò ó÷Ýóç áíáäñïìÞò
0an + 
1an−1 + : : :+ 
ran−r = f (n) (3.4)ç ïðïßá Ý÷åé öõóéêÞ óçìáóßá êáé éó÷ýåé ìüíï ãéá åêåßíá �á n �á ïðïßá åßíáéìåãáëý�åñá Þ ßóá áðü êÜðïéïí áêÝñáéï k ≥ r. Åíäéáöåñüìáó�å íá ðñïóäéï-ñßóïõìå �éò �éìÝò åêåßíùí �ùí an ãéá �á ïðïßá n ≥ k− r äéü�é ìüíï áõ�Ü �áan ó÷å�ßæïí�áé ìå �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò. Áðü áõ�Ü, �á ak−r; ak−r+1; : : : ; ak−1èåùñïýí�áé äåäïìÝíá ùò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.Áðü �çí (3.4), ðïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå xn êáé áèñïßæïí�áò Ý÷ïõìå
∞∑n=k (
0an + 
1an−1 + : : : + 
ran−r)xn =

∞∑n=k f (n) xn (3.5)



72 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÁðü �çí éäéü�ç�á �çò ïëßóèçóçò �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí Ý÷ïõìå
∞∑n=k 
0anxn = 
0 [A (x) − a0 − a1x− a2x2 − : : :− ak−1xk−1

]

∞∑n=k 
1an−1xn = 
1x [A (x) − a0 − a1x− a2x2 − : : :− ak−2xk−2
]: : :

∞∑n=k 
ran−rxn = 
rxr [A (x) − a0 − a1x− a2x2 − : : :− ak−r−1xk−r−1
]Ëýíïí�áò �çí (3.5) ùò ðñïò A(x) êáé êÜíïí�áò áí�éêá�áó�Üóåéò Ý÷ïõìåü�é A (x) = a0 + a1x + : : :+ ak−r−1xk−r−1 +

1
0 + 
1x + : : : + 
rxrB(x)üðïõ: B(x) =

∞∑n=k f (n) xn + 
0 (ak−rxk−r + : : : + ak−1xk−1
)

+ 
1 (ak−rxk−r+1 + : : : + ak−2xk−1
): : :

+ 
r−1ak−rxk−1�áñÜäåéãìá 3.4: Íá ëõèåß �ï �áñÜäåéãìá 3.3 ìå �ç ìÝèïäï �ùí ãåííç�ñéþíóõíáñ�Þóåùí.Ëýóç. ¸÷ïõìå
6an − 5an−1 + an−2 = 6 (1=5)n ; a0 = 0; a1 = 6=5



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 73ÅðïìÝíùò
∞∑n=2

6anxn −
∞∑n=2

5an−1xn +
∞∑n=2

an−2xn =
∞∑n=2

6 (1=5)n xn
6 [A (x) − a0 − a1x] − 5x [A (x) − a0] + x2A (x) =

6 (1=5)2 x2

1 − (1=5)x ⇒A (x) = (1=5)
x (6 − x)

[1 − (1=3) x] [1 − (1=2)x] [1 − (1=5) x] ⇒A (x) =
−9

1 − (1=3)x +
8

1 − (1=2)x +
1

1 − (1=5)x ⇒an = (1=2)n−2 − (1=3)n−2 + (1=5)n ; n = 0; 1; 2; : : :�áñÜäåéãìá 3.5: Äßíïí�áé ïé 2 ðáñáêÜ�ù ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò ðïõ ó÷å�ß-æïí�áé ìå�áîý �ïõò ar = 3ar−1 + 2br−1br = ar−1 + br−1ìå a0 = 1; b0 = 0:Íá âñåèïýí êëåéó�ïß �ýðïé ãéá �éò áêïëïõèßåò ar êáé br.Ëýóç. Èá âñïýìå êëåéó�ü �ýðï ãéá �á ar; br ìå �ç âïÞèåéá �ùí ãåííç�ñéþíóõíáñ�Þóåùí.Áðü �éò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò Ý÷ïõìå
∞∑r=1

arxr =
∞∑r=1

3ar−1xr +
∞∑r=1

2br−1xr
∞∑r=1

brxr =

∞∑r=1

ar−1xr +

∞∑r=1

br−1xrìå A (x) =
∞∑r=0

arxr, B (x) =
∞∑r=0

brxr



74 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÁðü �éò éäéü�ç�åò �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí Ý÷ïõìåA (x) − 1 = 3xA (x) + 2xB (x)B (x) = xA (x) + xB (x)Ëýíïí�áò ùò ðñïò A(x); B(x) âñßóêïõìå ü�éA (x) =
1 − x

1 − 4x + x2
=

(
3 +

√
3
) =6

1 −
(
2 +

√
3
)x +

(
3 −

√
3
) =6

1 −
(
2 −

√
3
) xêáé ó�ç óõíÝ÷åéá ìå ìåñéêÞ êëáóìá�éêÞ áíÜëõóçan =

3 +
√

3

6

(

2 +
√

3
)n

+
3 −

√
3

6

(

2 −
√

3
)nbn =

√
3

6

(

2 +
√

3
)n

−
√

3

6

(

2 −
√

3
)n�ïëëÝò öïñÝò åßíáé ÷ñÞóéìï íá åöáñìüóïõìå êÜðïéáò ìïñöÞò ìå�áó÷ç-ìá�éóìü ó�çí áêïëïõèßá, ãéá íá �çí åìöáíßóïõìå óå ìéá ðéï êá�ÜëëçëçìïñöÞ.Áò äïýìå Ýíá �Ý�ïéï ðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 3.6: Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞòan = 3a2n−1; n ≥ 1; a0 = 1Ëýóç. Áõ�Þ ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò äåí ìðïñåß íá ëõèåß ìå êáìéÜ áðü �éò ìå-èüäïõò ðïõ Ý÷ïõìå óõæç�Þóåé ìÝ÷ñé �þñá. Áí üìùò èåùñÞóïõìå ìéá íÝááêïëïõèßá bn �çò ìïñöÞò bn = log an (üðïõ log äçëþíåé ëïãÜñéèìï ìå âÜóç�ï 2). Ôü�å ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ìðïñåß íá îáíáãñáö�åß ùò åîÞòbn = 2bn−1 + log 3; b0 = 0Áõ�Þ ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ìðïñåß íá ëõèåß åýêïëá ìå �éò ìåèüäïõò ðïõÝ÷ïõìå óõæç�Þóåé. Áí �ç ëýóïõìå âñßóêïõìå ü�ébn = (2n − 1) log 3 Þ an = 2(2n−1) log 3 = 32n−1



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 753.3 Ìç ãñáììéêÝò Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞòÏé ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò ïé ïðïßåò äåí åßíáé ãñáììéêÝò êáé Ý÷ïõí ó�áèåñïýòóõí�åëåó�Ýò, äåí Ý÷ïõí ãåíéêÝò �å÷íéêÝò ëýóçò ðáñüìïéåò ìå áõ�Ýò �çò �á-ñáãñÜöïõ 3.2. ÓõíÞèùò êá�áöåýãïõìå óå åéäéêÝò ìåèüäïõò. ¢ëëï�å ðÜëéãéá åéäéêÝò êá�çãïñßåò ìðïñïýìå íá äþóïõìå ãåíéêÞ ëýóç Þ íá ìåëå�Þóïõìå�çí áóõìð�ù�éêÞ óõìðåñéöïñÜ �çò ëýóçò �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò. �ïëëÝòöïñÝò £ìáí�åýïõìå¤ ìéá ëýóç êáé �ç äïêéìÜæïõìå áí äïõëåýåé. ¢ëëåò öïñÝòðÜëé êÜíïõìå äéÜöïñïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò.3.3.1 Ëýóç �çò �çëåóêïðéêÞò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞòÇ ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò �çëåóêïðéêÞò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò åßíáé ç åîÞòT (1) = 1T (n) = aT (n=b) + d (n) (3.6)Ç óõíÜñ�çóç d(n) ëÝãå�áé ïäçãüò óõíÜñ�çóç. Óçìåéþíå�áé ü�é ç (3.6) Ý÷åéíüçìá ü�áí �ï n åßíáé áêÝñáéá äýíáìç �ïõ b. ÁëëÜ åÜí õðïèÝóïõìå ü�é çÔ(n) åßíáé ëåßá (äçëáäÞ Ý÷åé ðáñáãþãïõò êÜèå �Üîçò) êáé ðÜñïõìå Ýíá êáëüÜíù üñéï ãéá �çí Ô(n), áõ�Ýò ïé �éìÝò �ïõ n ìáò äßíïõí ðëçñïöïñßá ãéá �ïñõèìü áýîçóçò �çò óõíÜñ�çóçò Ô(n).�éá íá ìéëÞóïõìå ãéá �ïõò ñõèìïýò ðïõ áõîÜíïõí ïé óõíáñ�Þóåéò èá ÷ñç-óéìïðïéÞóïõìå �ï óõìâïëéóìü £êåöáëáßï üìéêñïí¤ (big-oh). �éá ðáñÜäåéãìáü�áí èá ëÝìå ü�é ç Ô(n) åßíáé Ï(n2), èá åííïïýìå ü�é õðÜñ÷ïõí èå�éêÝò ó�á-èåñÝò 
 êáé n0 �Ý�ïéåò þó�å ãéá n ßóï Þ ìåãáëý�åñï áðü �ï n0, Ý÷ïõìå ü�éT (n) ≤ 
n2.Áò åßíáé T (n) = (n+ 1)2. �áñá�çñïýìå ü�é ç Ô(n) åßíáé Ï(n2). �ñÜã-ìá�é áñêåß íá ðÜñïõìå n0 = 1 êáé 
 = 4. Áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß ãéá n ≥ 1éó÷ýåé ü�é (n+ 1)2 ≤ 4n2.Ìå Üëëá ëüãéá, ü�áí ëÝìå ü�é ç Ô(n) åßíáé O (f (n)), áõ�ü óçìáßíåé ü�éç f(n) åßíáé Ýíá ðÜíù üñéï ó�ï ñõèìü áýîçóçò �çò Ô(n).�éá íá ëýóïõìå �çí (3.6) êÜíïõìå äéáäï÷éêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò ó�ï äåîéü



76 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁìÝñïò ãéá i = 1; 2 êáé Ý÷ïõìåT (n) = aT (n=b) + d (n)

= a [aT ( nb2)+ d(nb )]+ d (n)

= a2T ( nb2)+ ad(nb )+ d (n)

= a2
[aT ( nb3)+ d( nb2)]+ ad(nb )+ d (n)

= a3T ( nb3)+ a2d( nb2)+ ad(nb )+ d (n): : :
= aiT (nbi)+

i−1∑j=0

ajd( nbj )ÅÜí �þñá õðïèÝóïõìå ü�é n = bk ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï ãåãïíüòü�é T ( nbk ) = T (1) = 1 êáé íá ðÜñïõìå, ìå i = k �ç ó÷ÝóçT (n) = ak +
k−1∑j=0

ajd(bk−j)Åßíáé k = logb n, ÜñáT (n) = alogb n +

k−1∑j=0

ajd(bk−j) (3.7)Åßíáé áñêå�Ü åíäéáöÝñïí íá äïýìå �ïõò äéáöïñå�éêïýò ñüëïõò ðïõ ðáß-æïõí ïé äýï üñïé ó�çí (3.7).Ï ðñþ�ïò üñïò, ï alogb n, ïíïìÜæå�áé ïìïãåíÞò ëýóç óå áíáëïãßá ìå�çí ïñïëïãßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ó�éò ãñáììéêÝò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò ìåó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò. �ñïöáíþò áí ç ïäçãüò óõíÜñ�çóç d(n) åßíáé 0,�ü�å ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé ç áêñéâÞò ëýóç ãéá �çí �çëåóêïðéêÞ ó÷ÝóçáíáäñïìÞò.Ï äåý�åñïò üñïò ïíïìÜæå�áé ìåñéêÞ ëýóç êáé åßíáé äýóêïëï íá õðïëïãé-ó�åß áêüìá êáé áí îÝñïõìå áêñéâþò �çí ïäçãü óõíÜñ�çóç d(n).



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 77ÕðÜñ÷ïõí ëïéðüí ïäçãïß óõíáñ�Þóåéò d(n) ãéá �éò ïðïßåò ìðïñïýìå íáëýóïõìå �çí (3.7) áêñéâþò êáé õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ãéá �éò ïðïßåò ìðïñïýìåíá ðÜñïõìå Ýíá êáëü Üíù üñéï.ËÝìå ü�é ìéá óõíÜñ�çóç f �ùí áêÝñáéùí åßíáé ðïëëáðëáóéáó�éêÞ åÜíf(xy) = f(x)f(y) ãéá üëïõò �ïõò èå�éêïýò áêÝñáéïõò x êáé y.Áí ç d(n) åßíáé ðïëëáðëáóéáó�éêÞ �ü�åd(bk−j) = (d (b))k−j¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç åßíáéX =

k−1∑j=0

aj (d (b))k−j
= (d (b))k k−1∑j=0

( ad (b))j
= (d (b))k ( ad(b))k − 1ad(b) − 1X =
ak − (d (b))kad(b) − 1

(3.8)ÕðÜñ÷ïõí 3 ðåñéð�þóåéò ðïõ ðñÝðåé íá ìåëå�çèïýí(á) ÅÜí a > d(b), �ü�å ç ó÷Ýóç (3.8) åßíáé O(ak) Þ O(nlogb a) áöïý k =
logb n. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç ìåñéêÞ êáé ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáéßóåò óå �Üîç ìåãÝèïõò êáé åîáñ�þí�áé ìüíï áðü �á a; b êáé ü÷é áðü�çí ïäçãü óõíÜñ�çóç d(n).T (n) = O (ak) = O (nlogb a) (3.9)(â) ÅÜí a < d(b), �ü�å ç ó÷Ýóç (3.8) åßíáé O (d (b)k) Þ O (nlogb d(b)).Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ç ìåñéêÞ ëýóç õðåñâáßíåé óå �Üîç ìåãÝèïõò�çí ïìïãåíÞ ëýóç. ¢ñá áí èÝëïõìå íá êÜíïõìå âåë�éþóåéò ðñÝðåé íá



78 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁêïé�Üîïõìå åê�üò áðü �á a; b êáé �çí ïäçãü óõíÜñ�çóç d(n). (Ó�çíåéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ d(n) = na, Ý÷ïõìå d(b) = ba êáé logb(ba) = a.¢ñá ç T (n) = O(na) = O (d (n)). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç éó÷ýåé ü�éT (n) = O ((d (b))k) = O (na) (3.10)(ã) ÅÜí a = d(b) �ü�å X =

k−1∑j=0

aj (d (b))k−j
= (d (b))k k−1∑j=0

( ad (b))j
= (d (b))k k
= nlogb d(b) logb nÁöïý a = d(b), ðáñá�çñïýìå ü�é ç ìåñéêÞ ëýóç åßíáé êá�Ü logbn �ÜîçìåãÝèïõò öïñÝò ç ïìïãåíÞò ëýóç. ¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç õðåñâáßíåé êáéðÜëé �çí ïìïãåíÞ ëýóç. ËÝìå ëïéðüí ü�éT (n) = O (nlogb d(b) logb n) (3.11)�áñÜäåéãìá 3.7: Íá ìåëå�çèïýí ïé ðéï êÜ�ù ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò1. T (n) = 4T (n=2) + n2. T (n) = 4T (n=2) + n23. T (n) = 4T (n=2) + n3Óå üëåò �éò ðéï ðÜíù åßíáé Ô(1) = 1.Ëýóç. Óå êÜèå ìéá áðü �éò ðéï ðÜíù Ý÷ïõìå ãéá �çí ïìïãåíÞ ëýóç a =

4; b = 2 Üñá ç ïìïãåíÞò ëýóç åßíáé n2.(1) Åßíáé d(n) = n ⇒ d(b) = d(2) = 2 êáé a = 4 ⇒ d(b) = 2. ¢ñá êáé çìåñéêÞ ëýóç åßíáé n2. ÅðïìÝíùò Ô(n) = Ï(n2).



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 79(2) Åßíáé d(b) = 4 = a Üñá ç ìåñéêÞ ëýóç êáé åðïìÝíùò êáé ç Ô(n) åßíáéO(n2 log n).(3) Åßíáé d(n) = n3 ⇒ d(b) = d(2) = 8 êáé a < d(b). ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞëýóç êáé åðïìÝíùò êáé ç Ô(n) åßíáé O (nlogb d(b)) = O (n3
).3.3.2 Ëýóç �çò ó÷Ýóçò áíáäñïìÞò ðïõ ïñßæå�áé ìå óõíÝëéîç¸ó�ù ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞòan = an−ra0 + an−r−1a1 + : : : + a0arÞ an =

n−r∑l=0

an−r−lal (3.12)ç ïðïßá éó÷ýåé ãéá n ≥ k, üðïõ k êÜðïéïò áêÝñáéïò. ¼ðùò êáé ó�çí ðáñÜ-ãñáöï (3.2.2) èá äå÷èïýìå ü�é k ≥ r.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç �éìÞ �ïõ an ãéá n ≥ k ìðïñåß íá õðïëïãéó�åßáíáäñïìéêÜ ü�áí ïé �éìÝò �ùí a0; a1; : : : ; ak−1 åßíáé ãíùó�Ýò. Áõ�Ýò ïé �éìÝò�ùí a0; a1; : : : ; ak−1 åßíáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.�ïëëáðëáóéÜæïí�áò êáé �á äýï ìÝñç �çò (3.12) ìå xn êáé ðáßñíïí�áò �ïÜèñïéóìá áðü n = k ìÝ÷ñé n = ∞ Ý÷ïõìå
∞∑n=k anxn =

∞∑n=k (an−ra0 + an−r−1a1 + : : : + a0an−r) xnÌå �ç âïÞèåéá �ùí éäéï�Þ�ùí �çò óõíÝëéîçò êáé �çò ïëßóèçóçò Ý÷ïõìåA (x)−a0−a1x−: : :−ak−1xk−1 = xr [A (x)A (x) − a2
0 − (a1a0 + a0a1)x−: : :− (ak−r−1a0 + ak−r−2a1 + : : : + a0ak−r−1)xk−r−1

] (3.13)Ç (3.13) åßíáé ìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç 2ïõ âáèìïý ùò ðñïò A(x), ç ïðïßáìðïñåß íá ëõèåß. Ç A(x) åßíáé ç óõíÞèçò ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç êáé Üñáìðïñïýìå íá âñïýìå ðïéá áêïëïõèßá Ý÷åé �çí A(x) ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç.



80 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�áñÜäåéãìá 3.8: Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá âÜ-ëïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�çí Ýêöñáóç�1 + �2 + : : :+ �n−1 + �nÝ�óé þó�å ìüíï 2 üñïé íá ðñïó�ßèåí�áé êÜèå öïñÜ.Ëýóç. Áò åßíáé ai ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá âÜëïõìå ðáñåí-èÝóåéò óå ìéá Ýêöñáóç ìå i üñïõò.Èåùñïýìå �éò 2 õðïåêöñÜóåéò�1 + �2 + : : : + �n−r; �n−r+1 + �n−r+2 + : : : + �n¢ñá õðÜñ÷ïõí an−r �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�çí ðñþ�ç Ýêöñáóçêáé ar �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�çí äåý�åñç Ýêöñáóç. Áõ�ü óçìáßíåéü�é õðÜñ÷ïõí an−rar �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò óå üëç �çí Ýêöñáóç.ÄçëáäÞ an = an−1a1 + an−2a2 + : : : + a2an−2 + a1an−1 ⇒an =

n−1∑k=1

an−kak ãéá n ≥ 2�ñïöáíþò a1 = 1.ÈÝ�ïõìå a0 = 0 êáé ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç ìðïñåß íá îáíáãñáö�åß ùò åîÞòan = ana0 + an−1a1 + : : :+ a1an−1 + a0an; n ≥ 2an =

n∑k=0

an−kak�ïëëáðëáóéÜæïí�áò ìå xn êáé áèñïßæïí�áò áðü n = 2 Ýùò n = ∞ Ý÷ïõìå
∞∑n=2

anxn =
∞∑n=2

(ana0 + an−1a1 + : : : + a1an−1 + a0an)xnA (x) − a1x− a0 = [A (x)]2 − a2
0 − (a1a0 + a0a1)x ⇒

[A (x)]2 −A (x) + x = 0 ⇒A (x) =
1 ±

√
1 − 4x
2



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 81Áí êáé õðÜñ÷ïõí äõï ëýóåéò ãéá �çí A(x), èá ðÜñïõìå áõ�Þ �ç ëýóç ðïõìáò åîáóöáëßæåé ìéá áêïëïõèßá èå�éêþí áñéèìþí.Åßíáé ãíùó�ü (áí ü÷é áðïäåßî�å �ï) ü�é ç óõíÜñ�çóç (1 − 4x)1=2 åßíáé çãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòan = − 2n(2n− 2n− 1

) n = 1; 2; 3; : : :¢ñá èá åðéëÝîïõìå �ç ëýóçA (x) = 1=2 − 1=2√1 − 4xãéá íá åîáóöáëßóïõìå áêïëïõèßá èå�éêþí áñéèìþí. Ç áêïëïõèßáan =

{
0 n = 0
1n(2n−2n−1

) n = 1; 2; 3; : : :Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çí A (x) = 1=2− 1=2√1 − 4x (áò �ï áðïäåßîåé ïáíáãíþó�çò).Åðåê�åßíïí�áò �çí ðéï ðÜíù ðåñßð�ùóç ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ìéá ìåãá-ëý�åñç êëÜóç ðñïâëçìÜ�ùí.Áò èåùñÞóïõìå �þñá �çí åîÞò ó÷Ýóç áíáäñïìÞòbn = an−rb0 + an−r−1b1 + : : : + a0bn−rÞ bn =
n−r∑k=0

an−r−kbkç ïðïßá éó÷ýåé ãéá n ≥ k, üðïõ k êÜðïéïò áêÝñáéïò êáé k ≥ r.�ïëëáðëáóéÜæïí�áò êáé �á äýï ìÝñç ìå xn êáé áèñïßæïí�áò áðü n = kìÝ÷ñé n = ∞, Ý÷ïõìå
∞∑n=k bnxn =

∞∑n=k (an−rb0 + an−r−1b1 + : : : + a0bn−r) xn ⇒



82 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁB (x) − b0 − b1x− : : :− bk−1xk−1 =

= xr [A (x)B (x) − a0b0 − (a1b0 + a0b1)x− : : :
− (ak−r−1b0 + ak−r−2b1 + : : :+ a0bk−r−1) xk−r−1

]ÅÜí �þñá ç A(x) Þ ç B(x) åßíáé ãíùó�Þ ìáæß ìå �éò êá�Üëëçëåò áñ÷éêÝòóõíèÞêåò (êáé áõ�Ýò ãíùó�Ýò), �ü�å ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå åß�å �çíÁ(x) åß�å �çí Â(x).3.4 ÁóêÞóåéò3.1 Íá ëõèïýí ïé ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò êáé ìå �ïõò äýï �ñüðïõò(á) an + an−1 + 1=4an−2 = 0; a0 = 0; a1 = 1(â) an − 4an−1 + 4an−2 = n+ 2; a0 = 6; a1 = 7(ã) an = 2an−1 + 1; a0 = 1(ä) an = 2an−1 + n; a1 = 1(å) an + 6an−1 + 12an−2 + 8an−3 = 0; a0 = 0; a1 = −2; a2 = 8(ó�) an + 2an−1 + an−2 = 2n; a0 = 1; a1 = 13.2 Íá õðïëïãéó�ïýí ïé ðéï êÜ�ù (n × n) ïñßæïõóåò, ìå �ç âïÞèåéá �ùíó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò(á)
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 : : : 0 0 0 0 0...
0 0 0 0 0 0 : : : 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 : : : 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 0 : : : 0 0 0 0 0...
0 0 0 0 0 0 : : : 0 1 2 1 0
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 1 2 1
0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 0 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣(ã)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + �2 � 0 0 : : : 0 0� 1 + �2 � 0 : : : 0 0
0 � 1 + �2 � : : : 0 0...
0 0 0 0 : : : 1 + �2 �
0 0 0 0 : : : � 1 + �2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣3.3 Ó�ï ðéï êÜ�ù êýêëùìá íá õðïëïãéó�åß ç �Üóç V (n). Äßíå�áé V (0) = 1.

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

V(n) V(n-1) V(n-2) V(i) V(2) V(1) V(0)

V

3.4 ¸ó�ù ü�é ó�ñßâïõìå Ýíá íüìéóìá n öïñÝò. ÕðÜñ÷ïõí ðñïöáíþò 2náêïëïõèßåò ðéèáíþí áðï�åëåóìÜ�ùí. �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêï-ëïõèéþí �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí ó�éò ïðïßåò ðï�Ý äåí åìöáíßæå�áé £êåöáëÞ¤óå äéáäï÷éêÜ ó�ñéøßìá�á;3.5 Íá ëõèïýí ïé ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò(á) T (n) = 8T (n=2) + n3; T (1) = 1(â) T (n) = T (n=2) + 1; T (1) = 1



84 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ(ã) T (n) = 2T (n=2) + n; T (1) = 1(ä) T (n) = 3T (n=2) + 2n1:5; T (1) = 1(å) T (n) = 2T (n=2) + n log n; T (1) = 1(ó�) T (n) = 2T (n=2) + log n; T (1) = 13.6 ¸ó�ù ar íá åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá åðéëÝîïõìå (ìå åðáíáëÞøåéò)r ãñÜììá�á áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2}, ìå ðåñéïñéóìü ü�é �ï ãñÜììá 0èá åðéëåãåß æõãÝò öïñÝò. Âñåß�å ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ãéá �ï ðñüâëçìáêáé ëýó�å �ç (Ýíáò Üëëïò �ñüðïò åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å ãåííÞ�ñéåòóõíáñ�Þóåéò).3.7 ¸íáò ðá�Ýñáò äßíåé ó�ï ãéï �ïõ n ÷éëéÜñéêá. Ï ãéïò ìðïñåß íá îïäÝøåé�á ëåö�Ü ìå �ïí åîÞò �ñüðï:ÊÜèå ìÝñá ìðïñåß íá êÜíåé ìéá áðü �éò áêüëïõèåò áãïñÝò(á) Ýíá âéâëßï (�éìÞ: 1000 äñ÷.)(â) 10 äéóêÝ�åò 51/4 (�éìÞ: 2000 äñ÷.)(ã) 1 èÞêç (�éìÞ: 1000 äñ÷.)�ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí �ñüðùí íá îïäÝøåé �á ÷ñÞìá�á; Åß-íáé åýêïëï íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá ìå ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 2ïõ âáèìïý.�ñïóðáèÞó�å üìùò íá âñåß�å êáé ìéá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 1ïõ âáèìïý, çïðïßá íá ëýíåé �ï ðñüâëçìá.3.8 �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá áíÝâïõìå n óêáëéÜ, åÜí åìåßòêÜèå ó�éãìÞ áíåâáßíïõìå Ýíá Þ äýï óêáëéÜ;3.9 ¸íá äõáäéêü äÝí�ñï n êïñõöþí åßíáé åß�å Üäåéï áí n = 0 åß�å ìéá �ñéÜäá(Ti; r; Tn−i−1) üðïõ r åßíáé Ýíáò äéáêåêñéìÝíïò êüìâïò (n ñßæá), Tiåßíáé Ýíá äõáäéêü äÝí�ñï i êïñõöþí êáé Tn−i−1 åßíáé Ýíá äõáäéêü äÝí�ñïn−i−1 êïñõöþí (áñéó�åñü êáé äåîéü õðïäÝí�ñï). �üóá äõáäéêÜ äÝí�ñán êïñõöþí õðÜñ÷ïõí;3.10 �üóåò áêïëïõèßåò ìÞêïõò n ìðïñïýí íá ó÷çìá�éó�ïýí áðü �á a; b; 
; dìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�å �á a êáé b íá ìçí åßíáé ðï�Ý ãåé�ïíéêÜ;



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 853.11 Ìå ðüóïõò �ñüðïõò an, ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�ïãéíüìåíï x1; x2; x3; : : : ; xn âÜæïí�áò ðáñÝíèåóç óå êÜèå 2 üñïõò �ïõãéíïìÝíïõ, Ý�óé þó�å íá ðïëëáðëáóéÜæïí�áé 2 üñïé êÜèå öïñÜ;3.12 Íá âñåèåß ï áñéèìüò dn �ùí �ñéãùíéóìþí åíüò êõñ�ïý n-ãþíïõ. Ôñé-ãùíéóìüò åßíáé Ýíá óýíïëï áðü n− 3 äéáãþíéåò ìå êÜèå äõï áðü áõ�Ýòíá ìçí �Ýìíïí�áé ó�ï åóù�åñéêü �ïõ n-ãþíïõ.3.13 (á) �üóåò áêïëïõèßåò n øçößùí áðü �á øçößá 0,1,2,3 Ý÷ïõí ìïíüáñéèìü áðü 0;(â) Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí n øçößùí áðü �á 0,1, ó�éòïðïßåò �ï äåßãìá 010 åìöáíßæå�áé ó�ï n øçößï.3.14 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí n øçößùí áðü �á 0,1, ó�éò ïðïßåòìéá åìöÜíéóç �ïõ äåßãìá�ïò 010 áêïëïõèåß�áé áðü �çí åìöÜíéóç �ïõäåßãìá�ïò 110.3.15 Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò an = 10a2n−1; n ≥ 1; a0 = 1





ÊåöÜëáéï 4Èåùñßá ÌÝ�ñçóçò P�olya4.1 ÅéóáãùãÞÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìéá åéäéêÞ êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùíìÝ�ñçóçò. Ó�á ðñïâëÞìá�á áõ�Ü, Þ �ïõëÜ÷éó�ïí ó�éò áðëïýó�åñÝò �ïõò ìïñ-öÝò, ó�ü÷ïò åßíáé íá ìå�ñÞóïõìå �á äéáöïñå�éêÜ åßäç ìéáò ïñéóìÝíçò êá�çãï-ñßáò äïìþí, ü�áí üìùò èåùñïýìå ùò éóïäýíáìåò äïìÝò ðïõ åßíáé ãåùìå�ñéêÜóõììå�ñéêÝò. ÔÝ�ïéá ðñïâëÞìá�á ðñïóðÜèçóå íá ëýóåé, ìå åðé�õ÷ßá, ï G.P�olya1 ü�áí èÝëçóå íá ìå�ñÞóåé �á éóïìåñÞ óå äéÜöïñåò ÷çìéêÝò áí�éäñÜóåéò.Èá îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá. Áò õðïèÝóïõìå ü�é ìáò äßíå�áéÝíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï âÜèïõò 2, üðùò ó�ï Ó÷Þìá 4.1, êáé ìáò æç�åß�áéíá âñïýìå ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå �éòêïñõöÝò �ïõ ìå äýï ÷ñþìá�á: Üóðñï êáé ìáýñï. Ç áðÜí�çóç åßíáé �å�ñéì-ìÝíç: 27, äéü�é �ï äÝíäñï Ý÷åé 7 êïñõöÝò. Áí üìùò èåëÞóïõìå íá ìå�ñÞóïõìå�ïõò ÷ñùìá�éóìïýò, ü�áí èåùñÞóïõìå ü�é ç áñéó�åñÞ êáé ç äåîéÜ êá�åýèõíóç(�ïõ åðéðÝäïõ ó�ï ïðïßï êåß�áé �ï äÝíäñï) åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, �ü�å �áðñÜãìá�á äõóêïëåýïõí áñêå�Ü. Êá�' áñ÷Þí üìùò áò êÜíïõìå êá�áíïç�ü ìåðáñáäåßãìá�á, ÷ùñßò �õðéêü ïñéóìü, �é åííïïýìå ü�áí ëÝìå ü�é ç áñéó�åñÞêáé ç äåîéÜ êá�åýèõíóç åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò. Ó�ï Ó÷Þìá 4.2 äßíïí�áéìåñéêïß ÷ñùìá�éóìïß ðïõ üëïé åßíáé éóïäýíáìïé ü�áí ïé äýï êá�åõèýíóåéò�ïõ åðéðÝäïõ åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, åðïìÝíùò ïé ÷ñùìá�éóìïß áõ�ïß èåù-ñïýí�áé �áõ�üóçìïé. Áí�ßèå�á, ó�ï Ó÷Þìá 4.3 äßíïí�áé ìåñéêïß ÷ñùìá�éóìïß1G. P�olya - Ïýããñïò Ìáèçìá�éêüò �ïõ 20ïõ áéþíá.
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•

• •

• • • •Ó÷Þìá 4.1: �ëÞñåò äõáäéêü äÝíäñïA A AM A A M M AM M M A M A M M M M A MÓ÷Þìá 4.2: Éóïäýíáìïé ÷ñùìá�éóìïßM M MM A A M M AM M M A M M M A M M A AÓ÷Þìá 4.3: ÁíÜ äýï ìç éóïäýíáìïé ÷ñùìá�éóìïßðïõ áíÜ äýï åßíáé ìç éóïäýíáìïé, Ýó�ù êáé åÜí ïé äýï êá�åõèýíóåéò �ïõ åðé-ðÝäïõ åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò, åðïìÝíùò ïé ÷ñùìá�éóìïß áõ�ïß èåùñïýí�áéáíÜ äýï äéáöïñå�éêïß. Ìå Üëëá ëüãéá, áõ�ü ðïõ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìåó�ï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá åßíáé ï áñéèìüò �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò �ùí÷ñùìá�éóìþí �ùí êïñõöþí �ïõ äÝíäñïõ ùò ðñïò ìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõðñïêýð�åé ü�áí �áõ�ßæïõìå �ç äåîéÜ ìå �çí áñéó�åñÞ êá�åýèõíóç ó�ï åðß-ðåäï.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 89Áò �ïðïèå�Þóïõìå üìùò �ï ðñüâëçìá óå Ýíá ðéï ãåíéêü ðëáßóéï. ¸ó�ùV Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï (ð.÷. �ï óýíïëï �ùí êïñõöþí �ïõðëÞñïõò äõáäéêïý äÝíäñïõ âÜèïõò 2) êáé C Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï÷ñùìÜ�ùí (ó�ï ðáñÜäåéãìá ìáò C = {M;A}). Ôï óýíïëï C ìðïñåß íáèåùñçèåß êáé ùò áëöÜâç�ï, ïðü�å �á ó�ïé÷åßá �ïõ ïíïìÜæïí�áé ãñÜììá�á.Êáëïýìå ÷ñùìá�éóìü ìßá ïðïéáäÞðï�å óõíÜñ�çóç f : V → C.¸ó�ù áêüìç Ýíá óýíïëï G áí�éìå�áèÝóåùí �ïõ V . Áí �1 êáé �2 åß-íáé äýï ó�ïé÷åßá �ïõ G, �ü�å ìå �1�2 óõìâïëßæïõìå �ç óýíèåóç �ùí äýïáí�éìå�áèÝóåùí, äçëáäÞ �çí áí�éìå�Üèåóç ðïõ ïñßæå�áé ùò åîÞò:�1�2(v) = �1(�2(v));∀v ∈ V:Åðßóçò, ìå �−1
1 óõìâïëßæïõìå �çí áí�ßó�ñïöç �çò �1, äçëáäÞ �çí áí�é-ìå�Üèåóç ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé:�−1

1 (v) = v′ ⇔ �1(v′) = v;∀v ∈ V:ÔÝëïò ìå e óõìâïëßæïõìå �çí �áõ�ï�éêÞ áí�éìå�Üèåóç, äçëáäÞ �çí áí�é-ìå�Üèåóç ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé:e(v) = v;∀v ∈ V:ÕðïèÝ�ïõìå óå üëá �á åðüìåíá ü�é �ï óýíïëï G �ùí áí�éìå�áèÝóåùí�ïõ V áðï�åëåß ïìÜäá ùò ðñïò �ç óýíèåóç, äçëáäÞ, ðåñéÝ÷åé �çí �áõ�ï�éêÞáí�éìå�Üèåóç e êáé áí �1; �2 ∈ G, �ü�å �1�2 ∈ G êáé åðßóçò �−1
1 ∈ G.Äéáéóèç�éêÜ, �ï G ÷áñáê�çñßæåé �éò �áõ�ïðïéÞóåéò ðïõ èÝëïõìå íá åéóáãÜ-ãïõìå. Ôá ó�ïé÷åßá �ïõ G êáëïýí�áé óõììå�ñßåò. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é �ïóýíïëï üëùí �ùí áí�éìå�áèÝóåùí �ïõ V áðï�åëåß ïìÜäá. ÓõíÞèùò ó�á óõ-ãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìá�á ðïõ áí�éìå�ùðßæïõìå �ï óýíïëï G åßíáé ìßá ðïëýìéêñü�åñç óå ðëÞèïò õðïïìÜäá �çò ïìÜäáò üëùí �ùí áí�éìå�áèÝóåùí. Ó�ïðáñÜäåéãìá ìå �ï ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï âÜèïõò 2, áí V = {v1; v2; : : : ; v7}åßíáé ïé êïñõöÝò áñéèìçìÝíåò üðùò ó�ï Ó÷Þìá 4.4, �ü�å ç G åßíáé ç åëÜ÷éó�ç(ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç �ïõ ðåñéÝ÷åóèáé óå óýíïëá) ïìÜäá áí�éìå�áèÝóåùí ðïõðåñéÝ÷åé �éò áêüëïõèåò áí�éìå�áèÝóåéò (âë. �áñÜäåéãìá 4.1):�1 =

( v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7v1 v3 v2 v6 v7 v4 v5

) ;�2 =

( v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7v1 v2 v3 v5 v4 v6 v7

) :



90 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁv1v2 v3v4 v5 v6 v7Ó÷Þìá 4.4: Áñßèìçóç �ùí êïñõöþí êá�Ü âÜèïòÓ�éò ðáñáðÜíù éóü�ç�åò, êÜ�ù áðü êÜèå êïñõöÞ ãñÜöå�áé ç åéêüíá �çòùò ðñïò �çí áí�éìå�Üèåóç. Ç åëÜ÷éó�ç (ùò ðñïò �ç ó÷Ýóç �ïõ ðåñéÝ÷åóèáé)ïìÜäá áí�éìå�áèÝóåùí ðïõ ðåñéÝ÷åé êÜðïéåò äåäïìÝíåò áí�éìå�áèÝóåéò ïíï-ìÜæå�áé ïìÜäá ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �éò äåäïìÝíåò áí�éìå�áèÝóåéò. �ñïêýð�åéáí óõíäõÜóïõìå åðáíáëçð�éêÜ ìÝóù �çò äéìåñïýò ðñÜîçò �çò óýíèåóçò �éòäåäïìÝíåò áí�éìå�áèÝóåéò êáé �éò áí�ßó�ñïöÝò �ïõò êá�Ü üëïõò �ïõò äõíá-�ïýò �ñüðïõò.Áí �þñá f åßíáé Ýíáò ÷ñùìá�éóìüò êáé � ∈ G, �ü�å �(f) åßíáé Ýíáò íÝïò÷ñùìá�éóìüò ðïõ ïñßæå�áé áðü �ïí �ýðï:� (f) (v) = f (� (v)) ;∀v ∈ V: (4.1)Äéáéóèç�éêÜ, �(v) åßíáé ç êïñõöÞ ðïõ áí�éêáèéó�Ü �çí v ü�áí ç óõì-ìå�ñßá � äñÜóåé ó�ï V . ËÝìå ü�é ç êïñõöÞ �(v) åßíáé ç óõììå�ñéêÞ �çòv. Åðßóçò �(f) åßíáé ï ÷ñùìá�éóìüò ðïõ ðñïêýð�åé ü�áí üëåò ïé êïñõöÝòáí�éêá�áó�áèïýí áðü �éò óõììå�ñéêÝò �ïõò. ¸ó�ù �þñá × Ýíá óýíïëï ÷ñù-ìá�éóìþí ðïõ åßíáé êëåéó�ü ùò ðñïò �éò äñÜóåéò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ G, äçëáäÞáí f ∈ × êáé � ∈ G, �ü�å �(f) ∈ × . ÅéóÜãïõìå ó�ï × �çí áêüëïõèç ó÷Ýóçéóïäõíáìßáò: f ≡G g ⇔ (∃� ∈ G) (� (f) = g) (4.2)Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß ü�é ðñüêåé�áé ðñÜãìá�é ãéá ó÷Ýóç éóïäõíá-ìßáò. ¸ó�ù �þñá X=G �ï óýíïëï �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò �ïõ × ùò ðñïò



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 91�çí ≡G. To ãåíéêü ðñüâëçìá ðïõ èá åðéëýóïõìå åßíáé íá âñåèåß ï ðëçèÜñéè-ìïò �ïõ X=G, äçëáäÞ ï áñéèìüò �ùí ìç éóïäýíáìùí ÷ñùìá�éóìþí ùò ðñïò�çí éóïäõíáìßá ðïõ êáèïñßæå�áé áðü �ç äñÜóç �çò ïìÜäáò G ðÜíù ó�ï × .4.2 Éäéü�ç�åò Áí�éìå�áèÝóåùíÇ ðáñÜãñáöïò áõ�Þ áðï�åëåß ìßá ðáñÝíèåóç ãéá íá áíáð�ýîïõìå ïñéóìÝ-íåò ÷ñÞóéìåò éäéü�ç�åò �ùí áí�éìå�áèÝóåùí. Èá åñãáóèïýìå ìå Ýíá óõ-ãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá: ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå �ï óýíïëï V ìå ïê�þ ó�ïé÷åßá
{v1; v2; : : : ; v7; v8} êáé �çí áí�éìå�Üèåóç �ïõ �:�1 =

( v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8v4 v3 v2 v6 v5 v7 v1 v8

) :Áò ó÷çìá�ßóïõìå ìßá áêïëïõèßá îåêéíþí�áò áðü �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï v1�ïõ V êáé ãñÜöïí�áò ó�ç óõíÝ÷åéá äéáäï÷éêÜ �éò åéêüíåò �(v); �(�(v)); : : :Ýùò ü�ïõ îáíáðÜñïõìå �ï ó�ïé÷åßï áðü üðïõ îåêéíÞóáìå, ó�ï óõãêåêñéìÝíïðáñÜäåéãìá �ï v1. Ç áêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé, ÷ùñßò íá îáíáãñÜøïõìå�ï v1, åßíáé ç (v1; v4; v6; v7). Ç áêïëïõèßá áõ�Þ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò çáí�éìå�Üèåóç: �′ =

( v1 v4 v6 v7v4 v6 v7 v1

)ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï óýíïëï {v1; v4; v6; v7}. Áí�éìå�áèÝóåéò üðùò ç �′, ãéá �éòïðïßåò ç áêïëïõèßá (v; �′(v); �′(�′(v)); : : :) êáëýð�åé üëï �ï ðåäßï ïñéóìïý�ïõò ãéá ïðïéïäÞðï�å ó�ïé÷åßï v êáëïýí�áé êõêëéêÝò áí�éìå�áèÝóåéò Þ áðëþòêýêëïé.Åðéó�ñÝöïõìå �þñá ó�çí áñ÷éêÞ áí�éìå�Üèåóç � êáé áò èåùñÞóïõìå �ïðñþ�ï ó�ïé÷åßï �ïõ V ðïõ äåí êáëýöèçêå áðü �ïõò üñïõò �çò áêïëïõèßáò
(v1; v4; v6; v7), äçëáäÞ �ï v2. Áò ó÷çìá�ßóïõìå ìå �ïí ßäéï üðùò ðñïçãïõ-ìÝíùò �ñüðï �çí áêïëïõèßá (v2; v3). ÅðáíáëáìâÜíïí�áò �á ßäéá ãéá Üëëåòäýï öïñÝò ðáßñíïõìå �éò äýï áêïëïõèßåò (v5) êáé (v8), ðïõ Ý÷ïõí áðü Ýíáüñï ç êÜèå ìßá. Ïé áêïëïõèßåò áõ�Ýò áí�éó�ïé÷ïýí åðßóçò óå êõêëéêÝò áí�é-ìå�áèÝóåéò. Ìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ëÝìå ü�é áíáëýóáìå �çí áñ÷éêÞáí�éìå�Üèåóç � óå ãéíüìåíï êõêëéêþí áí�éìå�áèÝóåùí îÝíùí ìå�áîý �ïõòêáé ãñÜöïõìå: � = (v1; v4; v6; v7)(v2; v3)(v5)(v8):



92 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÏé êõêëéêÝò áí�éìå�áèÝóåéò ó�ï äåîß ìÝëïò �ïõ ðáñáðÜíù �ýðïõ ÷áñá-ê�çñßæïí�áé ùò îÝíåò ìå�áîý �ïõò äéü�é �á ðåäßá ïñéóìïý �ïõò åßíáé îÝíáóýíïëá áíÜ äýï.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ïðïéáäÞðï�å áí�éìå�Ü-èåóç ìðïñåß íá áíáëõèåß óå ãéíüìåíï îÝíùí ìå�áîý �ïõò êýêëùí. Ìðïñåßíá áðïäåé÷èåß ü�é ìéá �Ý�ïéá áíÜëõóç ìðïñåß íá ãßíåé êá�Ü ìïíáäéêü �ñüðï.4.3 Ôýðïò �ïõ BurnsideÓ�çí ðáñÜãñáöï áõ�Þ èá äþóïõìå êáé èá áðïäåßîïõìå Ýíáí �ýðï ãéá �ïíðëçèÜñéèìï �ïõ óõíüëïõ X=G. Ï �ýðïò üìùò áõ�üò, ãíùó�üò óáí �ýðïò�ïõ Burnside, äåí åßíáé ðÜí�ï�å åýêïëï íá åöáñìïóèåß ó�çí ðñÜîç. �é' áõ�üó�çí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá ðáñïõóéÜóïõìå ìßá óõíÝðåéá �ïõ �ýðïõ �ïõBurnside, ãíùó�Þ ùò Èåþñçìá �ïõ P�olya, ðïõ èá åðé�ñÝøåé íá õðïëïãßæïõìå�ï |X=G| ðéï åýêïëá.Êá�' áñ÷Þí ìåñéêïß ïñéóìïß êáé óõìâïëéóìïß. ¸ó�ù f ∈ X Ýíáò ÷ñùìá-�éóìüò êáé � ∈ G ìßá óõììå�ñßá. Ï ÷ñùìá�éóìüò f êáëåß�áé áíáëëïßù�ïòùò ðñïò �çí � áí �(f) = f . Ìå É(�) óõìâïëßæïõìå �ï áêüëïõèï óýíïëï:I (�) = {f ∈ X|� (f) = f} (4.3)êáé ìå J(f) �ï óýíïëï J (f) = {� ∈ G|� (f) = f} : (4.4)Åðßóçò �ï [f ] óõìâïëßæåé �çí êëÜóç éóïäõíáìßáò �çò f ùò ðñïò ≡G. Ï�ýðïò �ïõ Burnside åßíáé ï áêüëïõèïò:
|X=G| =

1

|G|
∑�∈G |I (�)|: (4.5)Èá äþóïõìå �þñá ó�çí áðüäåéîç �ïõ ðáñáðÜíù �ýðïõ. Ó�çí áñ÷Þ èááðïäåßîïõìå ü�é:

∑�∈G |I (�)| =
∑f∈X |J (f)|: (4.6)�éá �çí áðüäåéîç �çò (4.6) êá�áóêåõÜæïõìå Ýíáí ðßíáêá Á = (af�); f ∈X;� ∈ G ðïõ ïé ãñáììÝò �ïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ÷ñùìá�éóìïýò �ïõ × êáé ïé



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 93ó�Þëåò �ïõ óå óõììå�ñßåò �ïõ G êáé üðïõaf� =

{
1 áí � (f) = f;
0 áí � (f) 6= f:�áñá�çñïýìå �þñá ü�é êáé �á äýï ìÝëç �çò (4.6) ìáò äßíïõí �ï Üèñïéóìáüëùí �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ Á. �ñÜãìá�é, �ï áñéó�åñü ìÝëïò �çò (4.6) ðñïêýð�åéáí áèñïßóïõìå �á ó�ïé÷åßá êÜèå ó�Þëçò �ïõ A êáé ó�ç óõíÝ÷åéá áèñïßóïõìå�á ìåñéêÜ áèñïßóìá�á �ùí ó�çëþí (Üèñïéóç êá�Ü ó�Þëåò), åíþ �ï äåîéüìÝëïò �çò (4.6) ðñïêýð�åé áí áèñïßóïõìå �á ó�ïé÷åßá êÜèå ãñáììÞò �ïõ Aêáé ó�ç óõíÝ÷åéá áèñïßóïõìå �á ìåñéêÜ áèñïßóìá�á �ùí ãñáììþí (Üèñïéóçêá�Ü ãñáììÝò). Áõ�ü áðïäåéêíýåé �çí (4.6).Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñá�çñïýìå ü�é

∑f∈X |J (f)| =
∑

[f ]∈X=G ∑g∈[f ]

|J (g)|: (4.7)Ç ó÷Ýóç (4.7) ðñïêýð�åé áðëþò ïìáäïðïéþí�áò �ï Üèñïéóìá �ïõ áñéó�å-ñïý �çò ìÝëïõò. Áí �þñá f; g ∈ × , ïñßæïõìåE (f; g) = {� ∈ G|� (f) = g} :Éó÷õñéæüìáó�å ü�é áí f ≡G g �ü�å |J(g)| = |E(f; g)|. �ñÜãìá�é Ýó�ù�0 ∈ E(f; g). (ÕðÜñ÷åé �Ý�ïéá �0, äéü�é f ≡G g). Ç áðåéêüíéóç � → ��0,üðùò ìðïñåß åýêïëá íá åëåã÷èåß, áðï�åëåß ìßá 1-1 êáé åðß áðåéêüíéóç áðüJ(g) ó�ï E(f; g). ¢ñá |J(g)| = |E(f; g)|. Áðü �çí (4.7) ëïéðüí ðñïêýð�åé
∑f∈X |J (f)| =

∑

[f ]∈X=G ∑g∈[f ]

|E (f; g) |: (4.8)ÁëëÜ üìùò G =
⋃g∈[f ]

E (f; g) (4.9)êáé åðéðëÝïí áí g1 6= g2 �ü�åE(f; g1)
⋂E(f; g2) = ∅: (4.10)



94 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÁðü �éò (4.9) êáé (4.10) Ý÷ïõìå:
|G| =

∑g∈[f ]

|E (f; g) |: (4.11)ÔÝëïò áðü �éò (4.8) êáé (4.11) ðñïêýð�åé ü�é:
∑f∈X |J (f)| =

∑

[f ]∈X=G |G| = |X=G| |G| : (4.12)Áðü �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç êáé �ç ó÷Ýóç (4.7) áðïäåéêíýå�áé ï �ýðïò Burn-side.�áñÜäåéãìá 4.1: Ìå ÷ñÞóç �ïõ �ýðïõ �ïõ Burnside íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá�ïõ ÷ñùìá�éóìïý �ùí êüìâùí åíüò ðëÞñïõò äõáäéêïý äÝíäñïõ âÜèïõò 2(ü�áí ç äåîéÜ êáé áñéó�åñÞ êá�åýèõíóç åßíáé ìç äéáêåêñéìÝíåò).Ëýóç. Ç ïìÜäá �ùí áí�éìå�áèÝóåùí G ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ç äéáéóèç�éêÞ Ýí-íïéá �çò ìç äéÜêñéóçò �çò äåîéÜò êá�åýèõíóçò áðü �çí áñéó�åñÞ ðáñÜãå�áéáðü �éò ðáñáêÜ�ù áí�éìå�áèÝóåéò:Áí�éìå�áèÝóåéò ÁíÜëõóç óå êýêëïõò
1 1�1:

2 3 → 3 2 (1)(23)(46)(57)
4 5 6 7 6 7 4 5

1 1�2:
2 3 → 2 2 (1)(2)(3)(45)(6)(7)

4 5 6 7 5 4 6 7ÄçëáäÞ, ü�áí ïé áí�éìå�áèÝóåéò �1; �2 êáé ïé áí�ßó�ñïöÝò �ïõò óõíäõá-óèïýí åðáíáëçð�éêÜ ìå üëïõò �ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò, ðáñÜãå�áé ç ïìÜäáG.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 95Áí�éìå�Üèåóç ÁíÜëõóç óå êýêëïõò É(ð) = áñéèìüò �ùí÷ñùìá�éóìÝíùí äÝíäñùí ðïõðáñáìÝíïõí áíáëëïßù�áe �áõ�ï�éêÞ (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) 27 = 128�1 (1)(23)(46)(57) 24 = 16�2 (1)(2)(3)(45)(6)(7) 26 = 64�1�2�1 (1)(2)(3)(4)(5)(67) 26 = 64�1�2�1�2 (1)(2)(3)(45)(67) 25 = 32�1�2 (1)(23)(4657) 23 = 8�2�1 (1)(23)(4756) 23 = 8�2�1�2 (1)(23)(47)(56) 24 = 16
∑�∈G |I (�)| = 336�ßíáêáò 4.1: ÏìÜäá G �ùí áí�éìå�áèÝóåùí ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �éò �1; �2.Ï �ßíáêáò 4.3 äßíåé ó�çí �åëåõ�áßá ó�Þëç �ïõ ãéá êÜèå áí�éìå�Üèåóç �ïðëÞèïò �ùí ÷ñùìá�éóìþí ðïõ ðáñáìÝíïõí áíáëëïßù�ïé ùò ðñïò áõ�Þí. ÔïðëÞèïò áõ�ü �ï õðïëïãßæïõìå ùò åîÞò: Ýó�ù ü�é ìßá áí�éìå�Üèåóç, üðùòç �1�2, ç ïðïßá áíáëýå�áé óå ãéíüìåíï �ñéþí îÝíùí ìå�áîý �ïõò êýêëùí.Åßíáé öáíåñü ü�é Ýíáò ÷ñùìá�éóìüò f ðáñáìÝíåé áíáëëïßù�ïò áðü �çí áí�é-ìå�Üèåóç �1�2 áí êáé ìüíïí áí ïé êïñõöÝò �ïõ êÜèå êýêëïõ ó�çí áíÜëõóç�çò �1�2 ðáßñíïõí �ï ßäéï ÷ñþìá. Áöïý ç �1�2 Ý÷åé �ñåéò êýêëïõò êáé ãéá �éòêïñõöÝò �ïõ êÜèå åíüò êýêëïõ Ý÷ïõìå äýï åðéëïãÝò åíüò êïéíïý ÷ñþìá�ïòãéá íá �éò ÷ñùìá�ßóïõìå Ý�óé þó�å íá ðñïêýøåé ÷ñùìá�éóìüò ðïõ ðáñáìÝíåéáíáëëïßù�ïò ùò ðñïò �çí �1�2, óõìðåñáßíïõìå ü�é |I(�1�2)| = 23. Ìå �ïíßäéï �ñüðï õðïëïãßæïõìå �ï |I(�)| ãéá üëá �á � ∈ G. Åöáñìüæïí�áò �þñá�ïí �ýðï �ïõ Burnside ðáßñíïõìå:

|X=G| =
1

8

∑�∈G |I (�)| = 42:4.4 Èåþñçìá P�olyaÓ�ï êåöÜëáéï 2 åßäáìå ðþò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãåííÞ�ñéåò óõ-íáñ�Þóåéò ìéáò ìå�áâëç�Þò ãéá íá õðïëïãßóïõìå �ïõò üñïõò ìßáò áêïëïõ-



96 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁèßáò ak; k = 1; 2; : : : �çò ïðïßáò ïé üñïé äßíïõí �ïí ðëçèÜñéèìï ìéáò êëÜóçòóõíäõáó�éêþí áí�éêåéìÝíùí ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü ìßá ðáñÜìå�ñï, �çí k. �éáíá âñïýìå �ï ðëÞèïò êëÜóåùí ðïõ áíáöÝñïí�áé ó�ï óýíïëï ÷ñùìá�éóìþíìå r ÷ñþìá�á èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò ìå r ìå�áâëç-�Ýò, äçëáäÞ èá åéóáãÜãïõìå �üóåò äéáöïñå�éêÝò ìå�áâëç�Ýò üóá åßíáé êáé�á ÷ñþìá�á. Åßíáé âïëéêü íá èåùñÞóïõìå ü�é �ï óýíïëï C �ùí ÷ñùìÜ�ùí�áõ�ßæå�áé ìå óýíïëï {x1; : : : ; xr} �ùí ìå�áâëç�þí. ¸íáò öõóéêüò �ñüðïòíá ðáñáó�Þóïõìå Ýíáí ÷ñùìá�éóìü f : V = {v1; :::vn} → C åßíáé �ï ìïíþ-íõìï xf(v1)xf(v2) : : : xf(vr). Ôï ìïíþíõìï áõ�ü óõìâïëßæå�áé ìå mf . Åßíáéåýêïëï íá äéáðéó�ùèåß ü�é Ý÷åé âáèìü n = |V |. ¸ó�ù áêüìç Ì �ï óýíïëïüëùí �ùí ìïíùíýìùí âáèìïý |V | ó�éò ìå�áâëç�Ýò {x1; : : : ; xr}.Åßíáé åðßóçò åýêïëï íá äéáðéó�ùèåß ü�é äýï ÷ñùìá�éóìïß ðïõ åßíáé éóïäý-íáìïé ùò ðñïò ìßá óõììå�ñßá �, Ý÷ïõí ßóá ìïíþíõìá. ÄçëáäÞ áí �(f) = g�ü�å mf = mg. To áí�ßó�ñïöï üìùò äåí éó÷ýåé êá�' áíÜãêç. �áñéó�Üíïõìåìå am �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò (ùò ðñïò ≡G)÷ñùìá�éóìþí ðïõ Ý÷ïõí �ï ßäéï ìïíþíõìï m ∈ Ì . Åßíáé �ü�å öáíåñü ü�é
∑f∈X=Gmf =

∑m∈M amm: (4.13)Áí �þñá èÝóïõìå Im(�) = {f ∈ × |�(f) = f êáé mf = m} �ü�å ìå âÜóç�ïí �ýðï �ïõ Burnside Ý÷ïõìåam =
1

|G|
∑�∈G |Im (�)|: (4.14)ÅðïìÝíùò áðü �ïõò �ýðïõò (4.13) êáé (4.14) ðñïêýð�åé ü�é

∑f∈X=Gmf =
∑m∈M amm =

∑m∈M 1

|G|
∑�∈G |Im (�)|m

=
1

|G|
∑�∈G ∑m∈M |Im (�)|m: (4.15)Áíáäéá�Üóóïí�áò üìùò áèñïßóìá�á ðñïêýð�åé ü�é:

∑m∈M |Im (�)|m =
∑f∈I(�)

mf : (4.16)



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 97Áðü (4.15) êáé (4.16) ðñïêýð�åé ü�é
∑f∈X=Gmf =

1

|G|
∑�∈G ∑f∈I(�)

mf : (4.17)Ó�ç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå ó�ï Üèñïéóìá ∑f∈I(�) mf ìéá ðéï åý÷ñçó�çìïñöÞ. ¸ó�ù ü�é áíáëýïí�áò �çí áí�éìå�Üèåóç � óå ãéíüìåíï îÝíùí ìå�áîý�ïõò êýêëùí, èá ðñïêýøïõí bi êýêëïé ìÞêïõò i, üðïõ 1 ≤ i ≤ |V | = n. Åßíáéöáíåñü ü�é áí f ∈ I (�), äçëáäÞ áí �(f) = f , �ü�å ï ÷ñùìá�éóìüò f ðáßñíåé�çí ßäéá �éìÞ óå üëá �á ó�ïé÷åßá åíüò êýêëïõ. ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ �ï Üèñïéóìá
∑f∈I(�) mf åßíáé �ï Üèñïéóìá �ùí ìïíùíýìùí ãéá üëïõò �ïõò ÷ñùìá�éóìïýòf ∈ I (�), ðñïêýð�åé ü�é:

∑f∈I(�)

mf = (x1 + : : : + xr)b1 (x2
1 + : : : + x2r)b2 : : : (xn1 + : : : + xnr )bn :(4.18)�éá íá äþóïõìå �þñá �ïí �åëéêü �ýðï, áðïìÝíåé ìüíïí íá äþóïõìå ÝíáíåðéðëÝïí ïñéóìü ðïõ áðëþò áðëïðïéåß �ï óõìâïëéóìü. Êáëïýìå äåßê�ñéáóõíÜñ�çóç ãéá �ç óõììå�ñßá � ∈ G �ç óõíÜñ�çóçÆ� (y1; : : : ; yn) = yb11 : : : ybnn :Áðü �éò ó÷Ýóåéò (4.17) êáé (4.18) Ý÷ïõìå �þñá ü�é

∑f∈I(�)

mf =
1

|G|
∑�∈G Æ� (x1 + : : : + xr; : : : ; xn1 + : : :+ xnr ): (4.19)Ç ó÷Ýóç (4.19) åßíáé ãíùó�Þ ùò èåþñçìá �ïõ P�olya. Áí êáé èá äéáöá-íåß êáëý�åñá ó�á ðáñáäåßãìá�á, ðáñá�çñÞó�å ü�é ï õðïëïãéóìüò �ïõ äåîéïýìÝñïõò �ïõ �ýðïõ åßíáé ó÷å�éêÜ áðëüò, åðåéäÞ ç äåßê�ñéá óõíÜñ�çóç ìéáòóõììå�ñßáò õðïëïãßæå�áé åýêïëá.ÈÝ�ïí�áò x1 = x2 = : : : = xr = 1 ó�ç ó÷Ýóç (4.19) ðáßñíïõìå �çí ðéïêÜ�ù ó÷Ýóç ðïõ ëýíåé �ï ðñüâëçìá ðïõ èÝóáìå ó�çí áñ÷Þ �ïõ êåöáëáßïõ.

|X=G| =
1

|G|
∑�∈G Æ� (|V | ; : : : ; |V |): (4.20)



98 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�áñÜäåéãìá 4.2: ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï èåþñçìá P�olya íá ëõèåß �ï �áñÜ-äåéãìá 4.1.Ëýóç.Áí�éìå�Üèåóç ÊõêëéêÞ ÁíáðáñÜó�áóç Äåßê�ñéá ÓõíÜñ�çóçe (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7) y7
1�1 (1)(23)(46)(57) y1 y3

2�2 (1)(2)(3)(45)(6)(7) y5
1 y2�1�2�1 (1)(2)(3)(4)(5)(67) y5
1 y2�1�2�1�2 (1)(2)(3)(45)(67) y3
1 y2

2�1�2 (1)(23)(4657) y1 y2 y4�2�1 (1)(23)(4756) y1 y2 y4�2�1�2 (1)(23)(47)(56) y1 y3
2¸÷ïõìå ëïéðüí ü�é

∑f∈X=Gmf =
1

|G|
∑�∈G Æ�(y1; : : : ; y7)

=
1

8

(y7
1 + 2y1y3

2 + 2y5
1y2 + 2y1y2y4 + y3

1y2
2

) :Ôá ÷ñþìá�á åßíáé 2: x1; x2, Üñá
∑f∈X=Gmf =

1

8

[

(x1 + x2)
7 + 2 (x1 + x2)

(x2
1 + x2

2

)3
+ 2 (x1 + x2)

5 (x2
1 + x2

2

)

+ 2 (x1 + x2) +
(x2

1 + x2
2

) (x4
1 + x4

2

)
+ (x1 + x2)

3 (x2
1 + x2

2

)2
] :Áí�éêáèéó�þ x1 = x2 = 1 êáé ðáßñíù

∑f∈X=Gmf =
1

8

(
27 + 2 · 2 · 23 + 2 · 25 · 2 + 2 · 2 · 2 · 2 + 23 · 22

)
= 42 (4.21)�áñá�Þñçóç: Áí ìáò Ýâáæáí óáí ðåñéïñéóìü ü�é ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞ-óïõìå �ï ðñþ�ï ÷ñþìá �ïõëÜ÷éó�ïí 4 öïñÝò, �ü�å èá Ýðñåðå íá áíáð�ýîïõìå�o ðáñáðÜíù ðïëõþíõìï �ùí x1; x2 êáé íá ðñïóèÝóïõìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò�ùí ìïíùíýìùí xi1xj2 ìå i ≥ 4, Þ áëëéþò íá èÝóïõìå x2 = 1 êáé íá âñïýìå�ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x4

1.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 994.5 ÁóêÞóåéò4.1 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí êïëéÝ ðïõ ìðïñïýí íá ö�éá÷�ïýíáðü ðÝí�å ÷Üí�ñåò. Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí �á ÷ñþìá�á êß�ñéíï, ìðëå êáéêüêêéíï.4.2 ÈÝëïõìå íá �õðþóïõìå üëïõò �ïõò ðåí�áøÞöéïõò áñéèìïýò óå öýëëá÷áñ�éïý, ìå Ýíáí áñéèìü óå êÜèå öýëëï. �üóá öýëëá ÷áñ�éïý ÷ñåéÜæï-í�áé;4.3 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýìå íá âÜøïõìå �éò �ÝóóåñéòðëåõñÝò á,â,ã,ä ìéáò êáíïíéêÞò �ñéãùíéêÞò ðõñáìßäáò ÷ñçóéìïðïéþí�áòäýï ÷ñþìá�á.4.4 Íá õðïëïãéóèåß êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå �éòêïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý ðåí�áãþíïõ ìå �ñßá ÷ñþìá�á Ý�óé þó�å íá÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï ðñþ�ï ÷ñþìá �ïõëÜ÷éó�ïí äýï öïñÝò.4.5 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ãéá íá âÜøïõìå �éò ïê�þ êïñõöÝò åíüòêýâïõ ÷ñçóéìïðïéþí�áò äýï ÷ñþìá�á.4.6 Ó�ï ó÷Þìá Ý÷ïõìå �Ýóóåñéò ÷Üí�ñåò óå ãñáììéêÞ äéÜ�áîç.
Ìðïñïýìå íá âÜøïõìå �çí êÜèå ÷Üí�ñá ðñÜóéíç Þ êüêêéíç. Ôá äýïÜêñá �çò äéÜ�áîçò äåí îå÷ùñßæïõí ìå�áîý �ïõò (äçëáäÞ ç ãñáììéêÞäéÜ�áîç ìðïñåß íá ðåñéó�ñÝöå�áé êá�Ü 180◦ ãýñù áðü �ï ìÝóï �çò).Âñåß�å ðüóåò îå÷ùñéó�Ýò äéá�Üîåéò ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå.4.7 ¸íá �ñáðÝæé êõêëéêü Ý÷åé ðÝí�å èÝóåéò. Áí�éðñüóùðïé �ñéþí ðïëé�é-êþí êïììÜ�ùí Á,Â,� èá êáèßóïõí ó�ï �ñáðÝæé (�ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò áðüêÜèå êüììá). �üóïé äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá êáèßóïõí õðÜñ÷ïõí; (Äýï�ñüðïé êáèßóìá�ïò åßíáé éóïäýíáìïé áí ç ðåñéó�ñïöÞ �ïõ åíüò äßíåé �ïíÜëëï.)4.8 Ïê�þ Üíèñùðïé ó÷åäéÜæïõí íá êÜíïõí äéáêïðÝò ìáæß. ¸÷ïõí õð' üøç�ïõò �ñåéò ðüëåéò. ÁíÜìåóá ó�ïõò ïê�þ áíèñþðïõò õðÜñ÷ïõí ðÝí�å



100 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁðïõ áíÞêïõí óå ìéá ïéêïãÝíåéá êáé Üëëïé �ñåéò ðïõ áíÞêïõí óå ÜëëçïéêïãÝíåéá. ÅÜí ïé Üíèñùðïé �çò ßäéáò ïéêïãÝíåéáò ðñÝðåé íá ðÜíå ìáæß,íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ìðïñïýí áõ�ïß ïé ïê�þ Üíèñùðïéíá ó÷åäéÜóïõí �á �áîßäéá �ïõò.4.9 Âñåß�å üëïõò �ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò ãéá íá âÜøïõìå �ñåéò ìðÜëåò ü�áíÝ÷ïõìå �ñßá ÷ñþìá�á.4.10 Íá äåé÷�åß ü�é ï áêÝñáéïò n8 + 17n4 + 6n2 äéáéñåß�áé áðü �ïí 24, ãéáêÜèå áêÝñáéï n. Õðüäåéîç: Âñåß�å �ïõò �ñüðïõò ðïõ ìðïñïýìå íá÷ñùìá�ßóïõìå �éò áêìÝò åíüò êýâïõ ìå n ÷ñþìá�á.4.11 Íá ðåñéãñáöåß ðñïóåê�éêÜ ç ïìÜäá óõììå�ñéþí �ïõ �å�ñáãþíïõ êáé íáõðïëïãéóèïýí ïé äåßê�ñéåò óõíáñ�Þóåéò �ùí óõììå�ñéþí.4.12 Äéáéñïýìå �çí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá åíüò êõëßíäñïõ óå �Ýóóåñéò ëù-ñßäåò êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå äýï ÷ñþìá�á ãéá íá âÜøïõìå �éò ëùñßäåò,Ý�óé þó�å êÜèå ìéá íá âáöåß ìå �ï ßäéï ÷ñþìá. �üóïé äéáöïñå�éêïß÷ñùìá�éóìïß õðÜñ÷ïõí;4.13 Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ ïé êïñõöÝò åíüò �å�ñáãþíïõìðïñïýí íá âáöïýí ìå �ñßá ÷ñþìá�á x1; x2; x3 ìå �çí ðáñáäï÷Þ ü�é äýï÷ñùìá�éóìïß åßíáé éóïäýíáìïé ü�áí(á) ï Ýíáò ðñïêýð�åé áðü �ïí Üëëï ðåñéó�ñÝöïí�áò �ï �å�ñÜãùíï ãýñùáðü êÜðïéï Üîïíá Þ(â) ï Ýíáò ðñïêýð�åé áðü �ïí Üëëï áí�éìå�áèÝ�ïí�áò �á ÷ñþìá�á.4.14 Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå ìå �Ýó-óåñá ÷ñþìá�á �éò êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý åîÜãùíïõ, �ï ïðïßï åßíáéåëåýèåñï íá êéíåß�áé ó�ï ÷þñï;4.15 Õðïëïãßó�å ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá ÷ñùìá�ßóïõìå �éò êïñõöÝòåíüò éóüðëåõñïõ �ñéãþíïõ ìå �ñßá ÷ñþìá�á, Ý�óé þó�å áêñéâþò äýïêïñõöÝò íá Ý÷ïõí �ï ßäéï ÷ñþìá.



ÊåöÜëáéï 5Åãêëåéóìüò - Áðïêëåéóìüò5.1 ÅéóáãùãÞÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá óõæç�Þóïõìå ìéá óõíïëï-èåùñç�éêÞ ìÝèïäï, ç ïðïßáèá ìáò åðé�ñÝøåé íá ëýóïõìå ìéá ìåãÜëç êá�çãïñßá ðñïâëçìÜ�ùí ìÝ�ñçóçò.Ç ìÝèïäïò áõ�Þ ëÝãå�áé áñ÷Þ �ïõ Åãêëåéóìïý - Áðïêëåéóìïý.�ñéí óõæç�Þóïõìå áõ�Þ �ç ìÝèïäï èá äþóïõìå ìåñéêïýò ïñéóìïýò êáéóõìâïëéóìïýò, ïé ïðïßïé èá ìáò åßíáé ÷ñÞóéìïé ãéá �ç óõíÝ÷åéá.Áò åßíáé S Ýíá óýíïëï ìå ðëçèéêü áñéèìü N , äçëáäÞ N = |S|. ¸ó�ù
1; 
2; : : : ; 
t ìéá óõëëïãÞ áðü óõíèÞêåò, ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí�áé áðü ìå-ñéêÜ Þ üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ S. Åßíáé äõíá�üí ìåñéêÜ ó�ïé÷åßá �ïõ S íáéêáíïðïéïýí ðåñéóóü�åñåò áðü ìéá óõíèÞêåò, åíþ ìðïñåß êÜðïéá Üëëá ó�ïé-÷åßá íá ìçí éêáíïðïéïýí êáìéÜ óõíèÞêç. �éá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ t, ï áñéèìüòN (
i) èá äçëþíåé �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, ðïõ éêáíïðïéïýí �ç óõí-èÞêç 
i. Åßíáé Üìåóï óõìðÝñáóìá ü�é ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ t, ï áñéèìüòN (
i) = Í − N (
i) ìå�ñÜ �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, �á ïðïßá äåíéêáíïðïéïýí �ç óõíèÞêç 
i.�áñÜäåéãìá 5.1: Óå ìéá �Üîç õðÜñ÷ïõí 100 ìáèç�Ýò, ïé ïðïßïé ðáñáêï-ëïõèïýí �ï ìÜèçìá £Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ É¤. Áðü áõ�ïýò ïé 30 Ý÷ïõí �ïìÜèçìá óáí åðéëïãÞ. �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí ìáèç�þí ðïõ �ï Ý÷ïõíõðï÷ñåù�éêü;Ëýóç. Åäþ ç éäéü�ç�á åßíáé, ü�é êÜðïéïò ìáèç�Þò Ý÷åé óáí åðéëïãÞ �ï ìÜ-èçìá £Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ É¤. ¢ñá ï áñéèìüò �ùí ìáèç�þí ðïõ �ï Ý÷ïõí
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i j

N c c

i j
N c c

i
N c

j
N c

Ó÷Þìá 5.1: ÄéÜãñáììá Vennõðï÷ñåù�éêü åßíáéN(ü÷é åðéëïãÞ, áëëÜ õðï÷ñåù�éêü) = N −N(åðéëïãÞ)N(ü÷é åðéëïãÞ, áëëÜ õðï÷ñåù�éêü) = 100 − 30 = 70Ó�ç óõíÝ÷åéá èá óõæç�Þóïõìå ãéá 2 óõíèÞêåò ìáæß. �éá êÜèå i; j ∈
{1; 2; 3; : : : ; t}, ìå i 6= j ï áñéèìüò N(
i
j) äçëþíåé �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí�ïõ S, �á ïðïßá éêáíïðïéïýí êáé �éò äõï óõíèÞêåò 
i; 
j (êáé ðéèáíþò êáéêÜðïéåò Üëëåò). Ôþñá ãéá êÜèå i; j, ìå 1 ≤ i; j ≤ t êáé i 6= j, ï áñéèìüòN(
i 
j) ìå�ñÜ �ïí áñéèìü �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S �á ïðïßá äåí éêáíïðïéïýíåß�å �ç óõíèÞêç 
i Þ �çí 
j .�ñïóï÷Þ ï áñéèìüò N(
i
j) äåí åßíáé ßäéïò ìå �ïí áñéèìü N(
i 
j). ×ñç-óéìïðïéþí�áò �ï äéÜãñáììá Venn ðáßñíïõìå �ç ðéï êÜ�ù åéêüíá. Áðü �ïÓ÷. 5.1 Ý÷ïõìå ü�é:N (
i 
j) = N − [N (
i) +N (
j)] +N (
i
j)Åßíáé åýêïëï íá ðÜñïõìå �ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ïÍüìï �ïõ de Morgan.�áñÜäåéãìá 5.2: Óå Ýíá ó÷ïëåßï õðÜñ÷ïõí 100 ìáèç�Ýò êáé áðü áõ�ïýò ïé50 ìéëÜíå �áëëéêÜ, ïé 40 Ëá�éíéêÜ êáé 20 ìéëÜíå êáé �éò 2 ãëþóóåò. �üóïéìáèç�Ýò äåí ìéëÜíå êáìéÜ ãëþóóá.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 103Ëýóç. Ïé éäéü�ç�åò åßíáé 2.Éäéü�ç�á F , ï ìáèç�Þò ìéëÜ �áëëéêÜ êáé ç éäéü�ç�á L, ï ìáèç�Þò ìéëÜËá�éíéêÜ.Ôá äåäïìÝíá ìáò åßíáé �á ðéï êÜ�ù:N = 100; N (F ) = 50; N (L) = 40; N (FL) = 20Åäþ �ï æç�ïýìåíï åßíáé ï áñéèìüò N(F L). Áðü �ï Ó÷. 5.1 Ý÷ïõìå:N (F L) = N − (N (F )N (L)) +N (FL) = 30Ó�çí åðüìåíç ðáñÜãñáöï èá ãåíéêåýóïõìå �ç ìÝèïäï ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞ-óáìå ó�ï ðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá.5.2 Ç áñ÷Þ �ïõ Åãêëåéóìïý - ÁðïêëåéóìïýÈá äþóïõìå Ýíá èåþñçìá êáé �çí áðüäåéîç �ïõ.Èåþñçìá: Áò èåùñÞóïõìå Ýíá óýíïëï S, ìå ðëçèéêü áñéèìü |S| = N êáé�éò óõíèÞêåò 
i, 1 ≤ i ≤ t, ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí�áé áðü ìåñéêÜ ó�ïé÷åßá �ïõS. Ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, �á ïðïßá äåí éêáíïðïéïýí êáìßá áðü �éòóõíèÞêåò 
i, 1 ≤ i ≤ t, åßíáé:N = N (
1 
2 
3 : : : 
t) üðïõN = N − [N (
1) +N (
2) +N (
3) + : : : +N (
t)]
+ [N (
1
2) +N (
1
3) + : : : +N (
1
t) +N (
2
3) + : : : +N (
t−1
t)]
− [N (
1
2
3) +N (
1
2
4) + : : : +N (
1
2
t) +N (
1
3
4) + : : :
+ N (
1
3
t) + : : :+N (
t−2
t−1
t)] + : : : + (−1)tN (
1
2
3 : : : 
t)(5.1)ÞN = N −

∑

1≤i≤tN (
i) +
∑

1≤i<j≤tN (
i
j) − ∑

1≤i<j<k≤tN (
i
j
k) + : : :
+ (−1)tN (
1
2
3 : : : 
t) (5.2)



104 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÁðüäåéîç. Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷èåß �ï èåþñçìá ìå åðáãùãÞ ó�ï t. Åìåßòüìùò èá äþóïõìå ìéá óõíäõáó�éêÞ áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèåx ∈ S, ðùò áõ�ü óõììå�Ý÷åé �ï ßäéï, åß�å 0 Þ 1, óå êÜèå ìÝñïò �çò (5.1).ÅÜí �ï x äåí éêáíïðïéåß êáìéÜ áðü �éò óõíèÞêåò, �ü�å �ï x ðñïóìå�ñéÝ�áéìéá öïñÜ ó�ï N êáé ìéá öïñÜ ó�ï N , áëëÜ êáìéÜ öïñÜ óå êÜèå Üëëï üñï �çò(5.1). ÅðïìÝíùò, �ï x óõììå�Ý÷åé ìéá öïñÜ ìå 1 óå êÜèå ìÝñïò �çò ó÷Ýóçò.Ç Üëëç ðåñßð�ùóç åßíáé �ï x íá éêáíïðïéåß áêñéâþò r áðü �éò óõíèÞêåò,ìå 1 ≤ r ≤ t. Óå áõ�Þ �ç ðåñßð�ùóç �ï x äåí óõììå�Ý÷åé ó�ï N . ÁëëÜ ó�ïäåîéü ìÝñïò �çò (5.1), �ï x ðñïóìå�ñéÝ�áé.1. Ìéá öïñÜ ó�ï N .2. r öïñÝò ó�ï ∑

1≤i≤tN (
i) (Ìéá öïñÜ ãéá êÜèå ìßá áðü �éò r óõíèÞêåò).3. (r2) ÖïñÝò ó�ï ∑

1≤i<j≤tN (
i
j) (Ìéá öïñÜ ãéá êÜèå æåýãïò óõíèçêþíðïõ åðéëÝãå�áé áðü �éò r óõíèÞêåò, �éò ïðïßåò éêáíïðïéåß).4. (r3) öïñÝò ó�ï ∑

1≤i<j<k≤tN (
i
j
k).: : :r+1. (rr) = 1 öïñÜ ó�ï ∑N (
i1
i2 : : : 
ir).¢ñá ó�ï äåîéü ìÝñïò �çò (5.2), �ï x ðñïóìå�ñéÝ�áé.
1 − r +

(r
2

)

−
(r

3

)

+ : : : + (−1)r (rr) = [1 + (−1)]r = 0r = 0 öïñÝòÅðïìÝíùò, �á 2 ìÝñç �çò ó÷Ýóçò ìå�ñïýí �á ßäéá ó�ïé÷åßá �ïõ S êáé Üñáç éóü�ç�á éêáíïðïéåß�áé.ÓõìðÝñáóìá: Óýìöùíá ìå �éò õðïèÝóåéò �ïõ èåùñÞìá�ïò, ï áñéèìüò �ùíó�ïé÷åßùí �ïõ S �á ïðïßá éêáíïðïéïýí �ïõëÜ÷éó�ïí ìéá áðü �éò óõíèÞêåò 
i,
1 ≤ i ≤ t, åßíáé: N (
1 Þ 
2 Þ 
3 Þ : : : Þ 
t) = N −N



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 105�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðáñáäåßãìá�á, èá äþóïõìå ìéá óõí�ïìïãñáößá.Áò åßíáé:S0 = NS1 = [N (
1) +N (
2) +N (
3) + : : : +N (
t)]S2 = [N (
1
2) +N (
1
3) + : : : +N (
1
t) +N (
2
3) + : : : +N (
t−1
t)]êáé åðïìÝíùò ãåíéêÜSk =
∑N (
i1
i2 : : : 
ik); 1 ≤ k ≤ tÔá áèñïßóìá�á ðáßñíïí�áé ðÜíù óå üëåò �éò åðéëïãÝò ìåãÝèïõò k áðü �çóõëëïãÞ �ùí t óõíèçêþí. ¢ñá �ï Sk Ý÷åé (tk) üñïõò.�áñÜäåéãìá 5.3: Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí �á 26 ãñÜììá�á �ïõ áã-ãëéêïý áëöÜâç�ïõ íá áí�éìå�á�åèïýí Ý�óé þó�å êáíÝíá áðü �á ðáñáêÜ�ùäåßãìá�á íá ìçí åìöáíéó�ïýí. Ôá äåßãìá�á åßíáé 
ar, dog, pun, byte.Ëýóç. ¸ó�ù S �ï óýíïëï üëùí �ùí áí�éìå�áèÝóåùí �ùí 26 ãñáììÜ�ùí.�ñïöáíþò |S| = 26!. �éá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ 4, ìéá áí�éìå�Üèåóç ó�ï S ëÝìåü�é éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç 
i, åÜí ç áí�éìå�Üèåóç ðåñéÝ÷åé �á äåßãìá�á 
ar Þdog Þ pun Þ byte.Åßíáé: N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá 
ar ) = N (
1) = 24!N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá dog ) = N (
2) = 24!N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá pun ) = N (
3) = 24!N ( ðåñéÝ÷åé �ï äåßãìá byte ) = N (
4) = 23!Áêüìá Ý÷ïõìå ü�é:N (
1
2) = N (
1
3) = N (
2
3) = 22!N (
i
4) = 21!; i 6= 4êáé N (
1
2
3) = 20!N (
i
j
4) = 19!; 1 ≤ i < j < 3N (
1
2
3
4) = 17!
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1 
2 
3 
4) = 26!−[3 (24!) + 23!]+[3 (22!) + 3 (21!)]−[20! + 3 (19!)]+17!�áñÜäåéãìá 5.4: �éá n ∈ Æ+, áò åßíáé �(n) ï áñéèìüò �ùí èå�éêþí áêå-ñáßùí m, üðïõ 1 ≤ m < n êáé (m;n) = 1, äçëáäÞ m;n åßíáé ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé.Áõ�Þ ç óõíÜñ�çóç åßíáé ãíùó�Þ óáí óõíÜñ�çóç � �ïõ Euler1. Åßíáé åýêïëïíá äéáðéó�þóïõìå ü�é �(2) = 1; �(3) = 2; �(4) = 2; �(5) = 2 êáé �(6) = 2.�éá êÜèå ðñþ�ï áñéèìü p åßíáé �(p) = p − 1. Íá âñåèåß Ýíáò �ýðïò ðïõ íáìáò äßíåé �ï �(n).Ëýóç. �éá êÜèå n ≤ 2 ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå �ï n óáí n = pe11 pe22 : : : pettüðïõ p1; p2; : : : ; pt åßíáé äéáêåêñéìÝíïé ðñþ�ïé áñéèìïß êáé ei ≥ 1; 1 ≤ i ≤ t.�éá åõêïëßá ó�éò ðñÜîåéò èá èåùñÞóïõìå t = 4 êáé ó�ç óõíÝ÷åéá åßíáé åýêïëïíá ãåíéêåõèåß ï �ýðïò.Åßíáé S = {l; 2; 3; : : : ; n}, N = |S| = n êáé ãéá 1 ≤ i ≤ 4 ëÝìå ü�ék ∈ S êáé éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç 
i, åÜí �ï k åßíáé äéáéñÝóéìï áðü �ï pi.�éá 1 ≤ k ≤ n, (k; n) = 1, åÜí k äåí åßíáé äéáéñå�ü áðü êáíÝíá ðñþ�ï pi,
1 ≤ i ≤ 4. ÅðïìÝíùò åßíáé:� (n) = N (
1 
2 
3 
4)�éá 1 ≤ i ≤ 4; N(
i) = n=pi; N(
i
j) = n=(pipj); 1 ≤ i < j ≤ 4.Åðßóçò åßíáé:N (
i
j
k) = n= (pipjpk) ; 1 ≤ i < j < k ≤ 4êáé N (
1
2
3
4) = n= (p1p2p3p4)1L. Euler Åëâå�üò Ìáèçìá�éêüò �ïõ 18ïõ áéþíá áðü �ïõò ìåãáëý�åñïõò ó�çí éó�ïñßá.



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 107ÅðïìÝíùò� (n) = S0 − S1 + S2 − S3 + S4 =

= n−
[ np1

+ : : : + np4

]

+

[ np1p2
+

np1p3
+ : : : + np3p4

]

−
[ np1p2p3

+ : : : + np2p3p4

]

+
np1p2p3p4

=

= n [1 −
(

1p1
+ : : :+ 1p4

)

+

(
1p1p2

+
1p1p3

+ : : : + 1p3p4

)

−
(

1p1p2p3
+ : : : + 1p2p3p4

)

+
np1p2p3p4

]

=

=
np1p2p3p4

[p1p2p3p4 − (p2p3p4 + p1p3p4 + p1p2p4 + p1p2p3)

+ (p3p4 + p2p4 + p2p3 + p1p4 + p1p3 + p1p2)

− (p4 + p3 + p2 + p1) + 1] =

=
np1p2p3p4

[(p1 − 1) (p2 − 1) (p3 − 1) (p4 − 1)] =

= n [p1 − 1p1

p2 − 1p2

p3 − 1p3

p4 − 1p4

]

= n 4∏i=1

(

1 − 1pi)Åßíáé åýêïëï íá ãåíéêåýóïõìå êáé íá êá�áëÞîïõìå ü�é:� (n) = n∏p=n(1 − 1p);üðïõ �ï ãéíüìåíï ðáßñíå�áé ðÜíù óå üëïõò �ïõò ðñþ�ïõò ðïõ äéáéñïýí �ï n.�áñÜäåéãìá 5.5: �üóïé åßíáé ïé �ñüðïé ìå �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýìå íá äéá-íåßìïõìå r äéáêåêñéìÝíá áí�éêåßìåíá óå 5 (äéáêåêñéìÝíá) êïõ�éÜ Ý�óé þó�åÝíá �ïõëÜ÷éó�ïí êïõ�ß íá 'íáé Üäåéï;Ëýóç. Áò åßíáé Ái ç éäéü�ç�á ü�é �ï êïõ�ß i ìÝíåé Üäåéï óå êÜðïéá äéáíïìÞÞ äéáíïìÝò. Áõ�ü ðïõ æç�Üìå åìåßò åßíáé �ï N(A1 Þ Á2 Þ : : : Þ Á5). ÁëëÜáõ�ü ìå âÜóç �ï óõìðÝñáóìá åßíáé:N (A1 Þ A2 Þ : : : Þ A5) = N −N = N −N (A1 A2 A3 A4 A5

)

= N − (N − S1 + S2 − S3 + S4)



108 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁüðïõ Si ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá äéáíåßìïõìå �á áí�éêåßìåíá þó�å �ïõëÜ-÷éó�ïí i ó�ï ðëÞèïò êïõ�éÜ ÜäåéáN (A1 Þ A2 Þ : : : Þ A5) =

(
5

1

)

4r − (5

2

)

3r +

(
5

3

)

2r − (5

4

)

1r5.3 ÁóêÞóåéò5.1 �üóåò �ïðïèå�Þóåéò �ùí øçößùí 0; 1; 2; : : : ; 9 õðÜñ÷ïõí ó�éò ïðïßåò �ïðñþ�ï øçößï íá 'íáé ìåãáëý�åñï áðü �ï 1 êáé �ï �åëåõ�áßï øçößï íá'íáé ìéêñü�åñï áðü �ï 8;5.2 �üóïé áêÝñáéïé ìéêñü�åñïé �ïõ 70 åßíáé ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé ìå �ï 70 (Ó÷å-�éêÜ ðñþ�ïé óçìáßíåé ü�é äåí Ý÷ïõí êïéíïýò äéáéñÝ�åò);5.3 �üóåò ëÝîåéò n-øçößùí áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2} õðÜñ÷ïõí ìå Ýíá�ïõëÜ÷éó�ïí 0, ìå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí 1 êáé ìå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí 2;5.4 Óå Ýíá ó÷ïëåßï õðÜñ÷ïõí 1.000 ìáèç�Ýò. Áðü áõ�ïýò ïé 400 ìéëÜíå�áëëéêÜ, ïé 300 É�áëéêÜ êáé 200 ìéëÜíå �åñìáíéêÜ. ÅÜí õðÜñ÷ïõí200 ìáèç�Ýò ðïõ ìéëÜíå ïðïéåóäÞðï�å 2 ãëþóóåò êáé 100 ìáèç�Ýò ðïõìéëÜíå êáé �éò 3 ãëþóóåò, ðüóïé åßíáé ïé ìáèç�Ýò ðïõ äåí ìéëÜíå êáìéÜãëþóóá;5.5 Íá ëõèåß �ï �áñ. 5.5.4 ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç.5.6 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí èå�éêþí áêåñáßùí n; 1 ≤ n ≤ 100 êáé n ìçäéáéñÝóéìïò ìå 2,3 êáé 5.5.7 ¸íáò öïé�ç�Þò èÝëåé íá ö�éÜîåé Ýíá ðñüãñáììá ãéá ìéá ÷ñïíéêÞ ðå-ñßïäï 7 çìåñþí Ý�óé þó�å êÜèå ìÝñá íá ìåëå�Ü Ýíá ìüíï ìÜèçìá. ÔáìáèÞìá�á åßíáé: ìáèçìá�éêÜ, öõóéêÞ, ÷çìåßá êáé ïéêïíïìßá. Íá âñåèåßï áñéèìüò áõ�þí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí.5.8 �üóåò äéáöïñå�éêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò õðÜñ÷ïõí ãéá �çí åîßóùóçx1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 20; 0 ≤ xi ≤ 8



Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùí Õðïëïãéó�þí 1095.9 Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áí�éìå�áèÝóåùí �ùí ãñáììÜ�ùí �ïõ ëá�éíé-êïý áëöáâÞ�ïõ a,b,
,...,x,y,z, ó�éò ïðïßåò äåí åìöáíßæïí�áé �á äåßãìá�áspin, game, path êáé net.5.10 ¸ó�ù �á ðåðåñáóìÝíá óýíïëá Á;Â ìå |Á| = m; |B| = n êáé m ≥ n.Áò åßíáé Á = {a1; a2; : : : ; am}; Â = {b1; b2; : : : ; bn} êáé S = �ï óýíïëïüëùí �ùí óõíáñ�Þóåùí f : A → Â. �ñïöáíþò N = |S| = nm. �éá
1 ≤ i ≤ n, áò åßíáé 
i ç óõíèÞêç ó�ï S ðïõ éêáíïðïéåß�áé, ü�áí çóõíÜñ�çóç f : Á → Â äåí Ý÷åé ó�ï ðåäßï �éìþí �çò �ï bi. Ôü�å N(
i)åßíáé ï áñéèìüò �ùí óõíáñ�Þóåùí ó�ï S, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ó�ï ðåäßï�éìþí �ïõò �ï bi. Íá âñåèåß ï áñéèìüò N .
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Âéâëßï IIÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò�éþñãïò Á. Âïõ�óáäÜêçòËåõ�Ýñçò Ì. Êõñïýóçò×ñÞó�ïò É. Ìðïýñáò�áýëïò �. ÓðõñÜêçò





�ñüëïãïòÔï âéâëßï áõ�ü äåí áðï�åëåß ìüíï �ç óõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ âéâëßïõ ìáò, ìå�ß�ëï \ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ: Ôá Ìáèçìá�éêÜ �çò Åðéó�Þìçò �ùíÕðïëïãéó�þí", áëëÜ åßíáé êáé áðü ìüíï �ïõ Ýíá áõ�üíïìï âéâëßï. �åñéÝ÷åéÝíá ìåãÜëï ðëÞèïò áðü ëõìÝíåò áóêÞóåéò. �ïëëÝò áðü áõ�Ýò äéäÜ÷èçêáíó�á öñïí�éó�Þñéá �ïõ ìáèÞìá�ïò Äéáêñé�Ü Ìáèçìá�éêÜ É, ó�ï �ìÞìá Ìç-÷áíéêþí Çëåê�ñïíéêþí Õðïëïãéó�þí êáé �ëçñïöïñéêÞò �ïõ �áíåðéó�çìßïõ�çò �Ü�ñáò êáé Üëëåò áðü áõ�Ýò åîå�Üóèçêáí óáí èÝìá�á ó�éò åîå�Üóåéò.�éó�åýïõìå ðùò ç ðñïóðÜèåéá ðïõ ãßíå�áé ìå �çí Ýêäïóç áõ�ïý �ïõ âé-âëßïõ, èá êáëýøåé �ï ãíùó�éêü áí�éêåßìåíï �çò ðåñéï÷Þò. Êñé�Ýò üìùò, èáåßíáé ïé áíáãíþó�åò. Óå áõ�ïýò �ï ðáñáäßäïõìå ìå �çí åõ÷Þ íá �ïõò âïçèÞ-óåé ó�çí ðñïóðÜèåéá �ïõò.ÈÝëïõìå íá åõ÷áñéó�Þóïõìå üëïõò �ïõò öïé�ç�Ýò �ïõ ÔìÞìá�ïò Ìç÷á-íéêþí Çëåê�ñïíéêþí Õðïëïãéó�þí êáé �ëçñïöïñéêÞò ãéá �éò åýó�ï÷åò ðáñá-�çñÞóåéò �ïõò êáé �á ó÷üëéá ðïõ Ýêáíáí ó�á ÷åéñüãñáöá êåßìåíá, áõ�Þò �çòðñïóðÜèåéáò ìáò. Áêüìá åõ÷áñéó�ïýìå �ïí åêäï�éêü ïßêï GUTENBERGãéá �çí Ýêäïóç áõ�ïý �ïõ âéâëßïõ.Ôåëåéþíïí�áò èÝëïõìå íá åõ÷áñéó�Þóïõìå ìéá óåéñÜ áðü áíèñþðïõò ðïõâïÞèçóáí, þó�å �ï âéâëßï íá ðÜñåé �çí �åëéêÞ �ïõ ìïñöÞ. ×ùñßò �ïí ÂáããÝëçÊáðïýëá êáé �ïí Áí�þíç Ôá�Üêç èá Þ�áí áñêå�Ü äýóêïëï, �ï âéâëßï íá Ý÷åéáõ�Þ �çí åéêüíá. Ôïõò åõ÷áñéó�ïýìå èåñìÜ. �ÁÔÑÁ, �åíÜñçò 1994�éþñãïò Á. Âïõ�óáäÜêçòËåõ�Ýñçò Ì. Êõñïýóçò×ñÞó�ïò É. Ìðïýñáò�áýëïò �. ÓðõñÜêçò





ÊåöÜëáéï 1Ó�ïé÷åéþäçò Óõíäõáó�éêÞI don't know why she's leavingNor where she's got to goI guess she's got some reasonsBut I just don't want to know'Cause for twenty four yearsI've been living next door to Ali
e ...Twenty four years just waiting for a 
han
eTo tell her how I feelAnd maybe get a se
ond glan
eNow I'll never get usedTo not living next door to Ali
e ... Living Next Door to Ali
eSMOKIE





�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 119¢óêçóç 1.1. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá åðéëåãïýí 3 áñéèìïß áðü �ïõòáñéèìïýò 1 åþò 300, Ý�óé þó�å �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò íá åßíáé äéáéñå�ü äéÜ 3 ;(Óçìåéþíå�áé ü�é äåí ðáßæåé ñüëï ç óåéñÜ �ùí áñéèìþí)¸ó�ù Ù = {1; 2; 3; : : : ; 300}: ×ùñßæïõìå �ï Ù óå �ñßá õðïóýíïëá Á,Â,��Ý�ïéá þó�å A∪B∪� = Ù êáé A∩B = ∅; B∩� = ∅ êáé A∩� = ∅; ùò åîÞò:Ôï Á ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò áêÝñáéïõò x ∈ Ù : x mod 3 = 0, äçëáäÞ Á =
{3; 6; 9; : : : ; 300}: Ôï Â ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò y ∈ Ù : y mod 3 = 1; äçëáäÞÂ = {1; 4; 7; : : : ; 298}; êáé �ï � ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò z ∈ Ù : z mod 3 = 2;äçëáäÞ � = {2; 5; 8; : : : ; 299}: Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é |A| = |B| = |�| = 100:�éá íá åßíáé �ï Üèñïéóìá �ñéþí áñéèìþí �ïõ Ù äéáéñå�ü äéÜ 3 ðñÝðåé åß�åêáé ïé 3 áñéèìïß íá áíÞêïõí ó�ï Á, åß�å êáé ïé 3 ó�ï Â, åß�å êáé ïé 3 ó�ï �,åß�å �Ýëïò íá áíÞêåé Ýíáò áñéèìüò óå êáèÝíá áðü �á 3 áõ�Ü õðïóýíïëá �ïõÙ. Ôü�å ïé äõíá�ïß �ñüðïé åðéëïãÞò åßíáé,

(100
3

)
+
(100

3

)
+
(100

3

)
+
(100

1

)(100
1

)(100
1

)
= 3
(100

3

)
+ 1003 = 1485100¢óêçóç 1.2. �üóïé áðü �ïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò ðïõ âñßóêïí�áé ìå�áîý�ïõ 1 êáé �ïõ 10000000000 ðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï 1 êáé ðüóïé äåí �ï ðåñéÝ÷ïõí;Ìå�áîý �ùí áñéèìþí 0 êáé 9999999999 õðÜñ÷ïõí 910 áêÝñáéïé ðïõ äåíðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï 1. Áõ�ü óõìâáßíåé ãéá�ß �ï ðëÞèïò �ùí áñéèìþí áõ�þíéóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí äéá�Üîåùí 9 ó�ïé÷åßùí (�ùí 0,2,3,...,9) óå 10èÝóåéò ìå åðáíÜëçøç. Óõíåðþò ìå�áîý �ïõ 1 êáé �ïõ 10000000000 õðÜñ÷ïõí

910 − 1 áêÝñáéïé ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï 1 êáé åðïìÝíùò 1010 − 910 + 1áêÝñáéïé ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï øçößï 1.¢óêçóç 1.3. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �å�ñáøÞöéùí áñéèìþí �ïõ äåêáäéêïýóõó�Þìá�ïò, ðïõ äåí Ý÷ïõí äýï ßäéá øçößá.�éá íá åßíáé �å�ñáøÞöéïò ï áñéèìüò ðñÝðåé ó�çí ðñþ�ç èÝóç �ïõ íá åðé-ëÝîïõìå Ýíá áðü �á øçößá 1 åþò 9. ÅðåéäÞ äåí ðñÝðåé íá Ý÷åé äýï ßäéá øçößá,ç åðéëïãÞ �ïõ øçößïõ ãéá �ç äåý�åñç èÝóç ìðïñåß íá ãßíåé ìå 9 �ñüðïõò,äçëáäÞ íá åðéëÝîïõìå åß�å �ï 0 åß�å êÜðïéï áðü �á 8 øçößá áðü 1 åþò 9,ðïõ äåí âÜëáìå ó�çí ðñþ�ç èÝóç. Êá�' áíáëïãßá ç �ñß�ç èÝóç äýíá�áé íáðëçñùèåß ìå 8 �ñüðïõò êáé ç �åëåõ�áßá èÝóç ìå 7 �ñüðïõò. ¢ñá �ï ðëÞèïò�ùí áñéèìþí áõ�þí åßíáé óõíïëéêÜ,
9 · 9 · 8 · 7 = 4536



120 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢óêçóç 1.4. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá âáöïýí 12 ãñáöåßá Ý�óé þó�å3 áð' áõ�Ü íá åßíáé êüêêéíá, 2 ñïæ, 2 ëåõêÜ êáé �á õðüëïéðá ðñÜóéíá;�éá íá õðïëïãßóïõìå �ïõò æç�ïýìåíïõò �ñüðïõò âáöÞò �ùí ãñáöåßùíóêåö�üìáó�å ùò åîÞò: �áßñíïõìå ìßá �õ÷ïýóá äéÜ�áîç �ùí ãñáöåßùí. Èåù-ñïýìå ü�é óå êÜèå �Ý�ïéá äéÜ�áîç (ìå�Üèåóç) �á 3 ðñþ�á óå óåéñÜ ãñáöåßá èá�á âÜøïõìå êüêêéíá, �á åðüìåíá 2 ñïæ, �á åðüìåíá 2 ëåõêÜ êáé �á õðüëïéðá5 ðñÜóéíá. Áöïý �á 3 ðñþ�á ãñáöåßá èá åßíáé êüêêéíá äåí ìáò åíäéáöÝ-ñåé ç óåéñÜ �ïõò (ìÝóá ó�çí �ñéÜäá) êáé ïìïßùò äåí ìáò åíäéáöÝñåé ç óåéñÜ�ùí ãñáöåßùí ìÝóá ó�ï ñïæ êáé ëåõêü æåõãÜñé, üðùò êáé ìÝóá ó�çí ðñÜ-óéíç ðåí�Üäá. ¸�óé, ëáìâÜíïí�áò õðüøéí ü�é ï áñéèìüò �ùí äéá�Üîåùí ráí�éêåéìÝíùí åßíáé r!, Ý÷ïõìå óáí áðÜí�çóç,
12!

3!2!2!5!
= 166320¢óêçóç 1.5. �üóïé �ñüðïé õðÜñ÷ïõí ãéá íá êáèÞóïõí 5 öïé�ç�Ýò óå ìßáóåéñÜ áðü 12 Ýäñáíá;1ïò �ñüðïò:Ôï ðñüâëçìá éóïäõíáìåß ìå �ï ðñüâëçìá �çò äéÜ�áîçò 12 áí�éêåéìÝíùí�á ïðïßá áíÞêïõí óå Ýîé äéáöïñå�éêÜ åßäç: �á ðÝí�å åßäç åßíáé �á ðÝí�å Ýäñáíáìå �ïõò öïé�ç�Ýò êáé �ï Ýê�ï, ó�ï ïðïßï áíÞêïõí åð�Ü áí�éêåßìåíá, åßíáé �áÜäåéá Ýäñáíá. Óõíåðþò ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí åßíáé 12!

7! = 95040.2ïò �ñüðïò:Äéá�Üóóïõìå �ïõò ðÝí�å öïé�ç�Ýò óå ìßá óåéñÜ êá�Ü 5! �ñüðïõò êáé ó�çóõíÝ÷åéá ìïéñÜæïõìå �á åð�Ü Üäåéá Ýäñáíá áõèáßñå�á åß�å ìå�áîý �ùí öïé�ç-�þí åß�å ó�éò äýï Üêñåò �çò óåéñÜò. Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ìå �ïõò ïðïßïõòìðïñåß íá ãßíåé áõ�Þ ç ìïéñáóéÜ åßíáé ßóïò ìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí �ï-ðïèÝ�çóçò åð�Ü üìïéùí óöáéñþí óå Ýîé äéáöïñå�éêÜ êïõ�éÜ êáé åßíáé ßóïòìå (6+7−1
7

): Óõíåðþò ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí åßíáé, óýìöùíá ìå �ïíêáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, 5! ·
(12

7

)
= 12!

7! .¢óêçóç 1.6. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáéñå�þí �ïõ 180.ÊÜíïõìå áíÜëõóç �ïõ 180 óå ãéíüìåíï ðñþ�ùí ðáñáãüí�ùí,
180 = 2 · 90 = 22 · 45 = 22 · 3 · 15 = 22 · 32 · 5



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 121Ïé äõíá�ïß äéáéñÝ�åò �ïõ 180 åßíáé, óýìöùíá ìå �ç Èåùñßá Áñéèìþí, åêåßíïéïé áñéèìïß, ïé ïðïßïé Ý÷ïõí �ç ìïñöÞ 2k3m5n ìå 0 ≤ k ≤ 2; 0 ≤ m ≤ 2 êáé
0 ≤ n ≤ 1: Óõíåðþò Ý÷ïõìå 3 �ñüðïõò åðéëïãÞò �ïõ ðáñÜãïí�á 2, 3 �ñüðïõòåðéëïãÞò �ïõ ðáñÜãïí�á 3 êáé 2 �ñüðïõò åðéëïãÞò �ïõ ðáñÜãïí�á 5. ¢ñááðü �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí äéáéñå�þí �ïõ 180åßíáé,

3 · 3 · 2 = 18¢óêçóç 1.7. �üóïõò äéáéñÝ�åò Ý÷åé ï áñéèìüò 1400 ;ÊÜíïõìå áíÜëõóç �ïõ 1400 óå ãéíüìåíï ðñþ�ùí ðáñáãüí�ùí:
1400 = 2 · 700 = 22 · 350 = 23 · 175 = 23 · 5 · 35 = 23 · 52 · 7Ïé äõíá�ïß äéáéñÝ�åò �ïõ 1400 åßíáé, óýìöùíá ìå �ç Èåùñßá Áñéèìþí, åêåßíïéïé áñéèìïß, ïé ïðïßïé ãñÜöïí�áé ìå �ç ìïñöÞ x = 2ê5ë7ì ìå 0 ≤ ê ≤ 3; 0 ≤ë ≤ 2 êáé 0 ≤ ì ≤ 1: ÄçëáäÞ õðÜñ÷ïõí 4 �ñüðïé åðéëïãÞò �ïõ ðáñÜãïí�á2, 3 �ñüðïé åðéëïãÞò �ïõ ðáñÜãïí�á 5 êáé 2 �ñüðïé åðéëïãÞò �ïõ ðáñÜãïí�á7. ¸�óé üëïé ïé äõíá�ïß äéáéñÝ�åò èá åßíáé óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá �ïõãéíïìÝíïõ,

4 · 3 · 2 = 24¢óêçóç 1.8. Åíá í�üìéíï åßíáé êá�áóêåõáóìÝíï Ý�óé þó�å óå êáèÝíá áðü�á äýï �å�ñÜãùíá êÜèå êïììá�éïý íá õðÜñ÷ïõí ìßá, äýï, �ñåéò, �Ýóóåñéò,ðÝí�å Þ Ýîé �åëåßåò Þ íá åßíáé êåíü. �üóá äéáöïñå�éêÜ êïììÜ�éá ìðïñåß íáðåñéÝ÷åé áõ�ü �ï í�üìéíï;Ï áñéèìüò �ùí êïììá�éþí ó�ï í�üìéíï éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùíåðéëïãÞò äýï áí�éêåéìÝíùí ìå åðáíáëÞøåéò áðü �á åð�Ü äéáöïñå�éêÜ áí�éêåß-ìåíá \Ýíá", \äýï", \�ñßá", \�Ýóóåñá", \ðÝí�å", \Ýîé" êáé \êåíü". Ï áñéèìüòáõ�üò åßíáé ßóïò ìå,
(7+2−1

2

)
=
(8
2

)
= 28¢óêçóç 1.9. �üóåò æáñéÝò õðÜñ÷ïõí ó�ï �Üâëé; �üóåò æáñéÝò èá õðÞñ÷áíóå Ýíá õðïèå�éêü �Üâëé ìå 3 æÜñéá;Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí æáñéþí åßíáé ï áñéèìüò �ùí óõíäõáóìþí 2áí�éêåéìÝíùí áðü 6 äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç. Áõ�üò åßíáé,

(
6+2−1

2

)
=
(
7
2

)
=

7!

2!5!
= 21



122 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÁíÜëïãá ï áñéèìüò �ùí æáñéþí ó�ï õðïèå�éêü �Üâëé ìå �á 3 æÜñéá åßíáé,
(6+3−1

3

)
=
(8
3

)
=

8!

3!5!
= 56¢óêçóç 1.10. �ïéïò ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ìïíïðá�éþí ðïõ ìðïñåßíá áêïëïõèÞóåé Ýíáò ðýñãïò ãéá íá êéíçèåß áðü �ï íï�éïäõ�éêü�åñï ó�ïâïñåéïáíá�ïëéêü�åñï óçìåßï ìéÜò óêáêéÝñáò ü�áí åðé�ñÝðïõìå íá êéíåß�áéìüíïí ðñïò �çí áíá�ïëÞ êáé ðñïò �ï âïññÜ; �üóá áð' áõ�Ü �á ìïíïðÜ�éááðï�åëïýí�áé áðü �Ýóóåñéò ðñïò �çí áíá�ïëÞ êáé �ñåéò ðñïò �ï âïññÜ êéíÞ-óåéò;Áò óõìâïëßóïõìå ìå 0 ìßá êßíçóç �ïõ ðýñãïõ ðñïò �çí áíá�ïëÞ êáé ìå1 ìßá êßíçóç �ïõ ðýñãïõ ðñïò �ï âïññÜ. Ôü�å ï áñéèìüò �ùí æç�ïýìåíùíìïíïðá�éþí åßíáé ßóïò ìå �ïí áñéèìüí �ùí �ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò åð�Ü ìçäåíé-êþí êáé åð�Ü ìïíÜäùí óå óåéñÜ (åöüóïí ï ðýñãïò èá êéíçèåß áíáãêáó�éêÜåð�Ü �å�ñÜãùíá ðñïò �çí áíá�ïëÞ êáé åð�Ü �å�ñÜãùíá ðñïò �ï âïññÜ ãéá íáö�Üóåé áðü �ï óçìåßï åêêßíçóçò ó�ï óçìåßï �åñìá�éóìïý). Ï áñéèìüò áõ�üòåßíáé ßóïò ìå 14!

7!7! = 3432.�éá �ï äåý�åñï åñþ�çìá �çò Üóêçóçò óêåö�üìáó�å ùò åîÞò: Ï áñéèìüò�ùí �ñüðùí íá ó÷çìá�ßóïõìå Ýíá ìïíïðÜ�é ìå �Ýóóåñéò êéíÞóåéò ðñïò �çíáíá�ïëÞ åßíáé ï ßäéïò ìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò åð�Ü üìïéùíóöáéñþí óå �Ýóóåñá äéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ Ý�óé þó�å êáíÝíá êïõ�ß íá ìçíìåßíåé Üäåéï. Ôïðïèå�þí�áò ëïéðüí êá�' áñ÷Üò áðü ìßá óöáßñá óå êÜèå êïõ�ßêá�Ü Ýíáí �ñüðï, ìïéñÜæïõìå �éò õðüëïéðåò �ñåéò óöáßñåò ó�á �Ýóóåñá êïõ�éÜêá�Ü (4+3−1
3

)
= 20 �ñüðïõò. ¼ìïéá ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá ó÷çìá�ßóïõìåÝíá ìïíïðÜ�é ìå �ñåéò êéíÞóåéò ðñïò �ï âïññÜ åßíáé (3+4−1

4

)
= 15. ¢ñá,ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí ìïíïðá�éþí, ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü �Ýóóåñéò ðñïò�çí áíá�ïëÞ êáé �ñåéò ðñïò �ï âïññÜ êéíÞóåéò, åßíáé, óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá�ïõ ãéíïìÝíïõ, 20 · 15 = 300.¢óêçóç 1.11. Áðü Ýíá ìåãÜëï áñéèìü áðü äñá÷ìÝò, äßöñáãêá, �Üëçñá êáéäåêÜñéêá, êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá åðéëåãïýí 6 íïìßóìá�á ;Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí åðéëïãÞò 6 íïìéóìÜ�ùí áðü Ýíá ìåãÜëïáñéèìü áðü äñá÷ìÝò, äßöñáãêá, �Üëçñá êáé äåêÜñéêá åßíáé ï áñéèìüò �ùíóõíäõáóìþí r = 6 áí�éêåéìÝíùí áðü n = 4 áí�éêåßìåíá ìå åðáíÜëçøç (äå-äïìÝíïõ ü�é �ï ðëÞèïò �ùí äéáèÝóéìùí íïìéóìÜ�ùí åßíáé ìåãÜëï). Áõ�üò ï



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 123áñéèìüò åßíáé,
(r+n−1r )

=
(4 + 6 − 1)!

6!(4 − 1)!
=

9!

6!3!
=

7 · 8 · 9
2 · 3 = 84¢óêçóç 1.12. Íá áðïäåé÷èåß ü�é ïé áñéèìïß (3n)!

2n3n êáé (n2)!
(n!)n+1 åßíáé áêÝñáéïé.¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå 3n �ï ðëÞèïò ó�ïé÷åßá ÷ùñéóìÝíá óå n ïìÜäåò, êáèåìßááðü �éò ïðïßåò ðåñéÝ÷åé 3 üìïéá ìå�áîý �ïõò ó�ïé÷åßá. Ôü�å ï áñéèìüò �ùíìå�áèÝóåùí �ùí 3n áõ�þí ó�ïé÷åßùí åßíáé,

(3n)!

3!3! : : : 3! =
(3n)!

(3!)n =
(3n)!

(2 · 3)n =
(3n)!

2n · 3n ;ðïõ åßíáé áêÝñáéïò, áöïý áíáðáñéó�Ü áñéèìü ìå�áèÝóåùí.Èá äåßîïõìå �þñá ü�é êáé ï áñéèìüò (n2)!
(n!)n+1 åßíáé áêÝñáéïò. ¸ó�ù ü�éÝ÷ïõìå n2 áí�éêåßìåíá ÷ùñéóìÝíá óå n ïìÜäåò, ìå n áí�éêåßìåíá üìïéá ìå-�áîý �ïõò ó�çí êÜèå ïìÜäá. Ôü�å ï áñéèìüò �ùí ìå�áèÝóåùí �ùí n2 áõ�þíáí�éêåéìÝíùí åßíáé

(n2)!n!n! : : : n!
=

(n2)!

(n!)n¼ìùò, ï áñéèìüò áõ�üò åßíáé äéáéñå�üò äéÜ n! ãéá�ß ãéá êÜèå ìßá áðü �éòìå�áèÝóåéò �ùí n äéáöïñå�éêþí ó�ïé÷åßùí (Ýíá áðü êÜèå ïìÜäá) Ý÷ïõìåßóï áñéèìü ìå�áèÝóåùí �ùí n2 ó�ïé÷åßùí. ¢ñá êáé ï áñéèìüò (n2)!
(n!)n+1 åßíáéïðùóäÞðï�å áêÝñáéïò.¢óêçóç 1.13. Íá õðïëïãéó�åß ï ó�áèåñüò üñïò ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ (x2 +

1x)12 :̧ ÷ïõìå áðü �ïí �ýðï �ïõ äéùíõìéêïý áíáð�ýãìá�ïò ü�é,
(x2 +

1x)12 =
12∑k=0

(12k )x2k( 1x )12−k =
12∑k=0

(12k )x3k−12�éá �ïí ó�áèåñü üñï ðñÝðåé íá åßíáé 3k − 12 = 0 =⇒ k = 4: ÅðïìÝíùò ïó�áèåñüò üñïò åßíáé ï,
(12

4

)
=

12!

8!4!
= 495



124 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢óêçóç 1.14. Íá õðïëïãéó�åß ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x23 ó�ï (1+x5 +x9)100:1ïò �ñüðïò:Ôï x5x9x9 = x23 åßíáé ï ìüíïò �ñüðïò ãéá íá ðÜñïõìå �ï x23 áðü �ïáíÜð�õãìá �ïõ (1+x5 +x9)100:¸�óé èá Ý÷ïõìå (1002 ) �ñüðïõò åðéëïãÞò �ùíðáñáãüí�ùí x9 êáé ìå�Ü (981 ) �ñüðïõò åðéëïãÞò �ïõ ðáñÜãïí�á x5, ïðü�å ïóõí�åëåó�Þò �ïõ x23 åßíáé,
(100

2

)(98
1

)
=

100 · 99
2

· 98 = 4851002ïò �ñüðïò:Åßíáé,
(1 + x5 + x9)100 =

100∑i=1

(100i )(1 + x5)ix9(100−i)�éá íá ðÜñïõìå �ï x23 ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå x23 = x9x9x5; äçëáäÞ �ï x23 èáäßíå�áé áðü �ï Üèñïéóìá ó�ï äåîéü ìÝëïò �çò ðáñáðÜíù ó÷Ýóçò ãéá 100− i =
2 =⇒ i = 98: ØÜ÷íïõìå Üñá �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x23 ó�ï (10098

)
(1+x5)98(x9)2:Áõ�üò åßíáé ï (10098

)
· 98; üðïõ �ï 98 åßíáé ïé �ñüðïé åðéëïãÞò �ïõ x5 áðü �ïí

(1 + x5)98: ¸�óé,
(100

98

)
· 98 =

99 · 100
2

· 98 = 485100¢óêçóç 1.15. Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí r üìïéåò ìðÜëëåò íá �ïðïèå-�çèïýí óå n äéáêåêñéììÝíá êïõ�éÜ, Ý�óé þó�å êÜèå êïõ�ß íá ðåñéÝ÷åé �ïõ-ëÜ÷éó�ïí 9 ìðÜëëåò ;Áöïý êÜèå êïõ�ß ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 9 ìðÜëëåò, åîõðáêïýå-�áé ü�é r ≥ 9n: �éá íá âñïýìå �ïõò æç�ïýìåíïõò �ñüðïõò �ïðïèÝ�çóçò ðáßñ-íïõìå 9n áðü �éò r ìðÜëëåò êáé �ïðïèå�ïýìå áðü 9 óå êÜèå êïõ�ß. Ôéò õðü-ëïéðåò r-9n ìðÜëëåò ìðïñïýìå íá �éò �ïðïèå�Þóïõìå ó�á n êïõ�éÜ ìå üëïõò�ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò. ¸�óé ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò,ðïõ ðëçñïýí �éò áðáé�Þóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, åßíáé,
(r−9n+n−1r−9n )

=
(r−8n−1r−9n )



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 125¢óêçóç 1.16. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí, ìå �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýìåíá �ïðïèå�Þóïõìå 2t+1 ìç äéáêåêñéììÝíåò ìðÜëëåò óå 3 äéáêåêñéììÝíáêïõ�éÜ, Ý�óé þó�å êÜèå äýï êïõ�éÜ ìáæß íá ðåñéÝ÷ïõí ðåñéóóü�åñåò ìðÜëëåòáð' ü�é �ï Üëëï Ýíá.ÅÜí äåí ëÜâïõìå õðüøéí �ïí ðåñéïñéóìü êÜèå äýï êïõ�éÜ ìáæß íá ðå-ñéÝ÷ïõí ðåñéóóü�åñåò ìðÜëëåò áð' ü�é �ï Üëëï Ýíá, õðÜñ÷ïõí (2t+1+3−1
2

)
=

(2t+3
2

) �ñüðïé íá �ïðïèå�Þóïõìå �éò 2t+1 ìðÜëëåò ó�á 3 êïõ�éÜ. ¼ìùò áíÜ-ìåóá ó' áõ�Ýò �éò �ïðïèå�Þóåéò õðÜñ÷ïõí ïñéóìÝíåò, ó�éò ïðïßåò Ýíá êïõ�ßðåñéÝ÷åé t+1 Þ ðáñáðÜíù ìðÜëëåò. �éá êÜèå êïõ�ß õðÜñ÷ïõí (t+3−1
2

)
=
(t+2

2

)�ñüðïé �ïðïèÝ�çóçò, þó�å áõ�ü íá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí t+1 ìðÜëëåò. Ïé�ñüðïé áõ�ïß �ïðïèÝ�çóçò âñßóêïí�áé áí âÜëïõìå ó�ï óõãêåêñéììÝíï êïõ�ßt+1 ìðÜëëåò êáé ìïéñÜóïõìå �éò õðüëïéðåò t ìðÜëëåò ó�á 3 êïõ�éÜ êá�Üáõèáßñå�ï �ñüðï.¢ñá ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ñüðùí íá ìïéñÜóïõìå �éò ìðÜëëåò, Ý�óé þó�åêáíÝíá êïõ�ß ìüíï �ïõ íá ìçí ðåñéÝ÷åé t+1 Þ ðåñéóóü�åñåò ìðÜëëåò, åßíáé,
(
2t+3

2

)
− 3
(t+2

2

)
=

(2t+ 3)(2t + 2)

2
− 3

(t + 2)(t + 1)

2
=

= (t+ 1)(2t + 3 − 3t
2

− 3) =
t(t+ 1)

2¢óêçóç 1.17. Åíá ìÞíõìá áðï�åëïýìåíï áðü 12 äéáöïñå�éêÜ óýìâïëá èáìå�áäïèåß ìÝóá áðü Ýíá �çëåðéêïéíùíéáêü êáíÜëé. ÅðéðëÝïí �ùí 12 óõìâü-ëùí �ïõ ìçíýìá�ïò, ï áðïó�ïëÝáò èá ó�åßëåé êáé Ýíá óýíïëï 45 óõíïëéêÜêåíþí ÷áñáê�Þñùí ìå�áîý �ùí óõìâüëùí, ìå �ïõëÜ÷éó�ïí �ñßá êåíÜ ìå�áîýêÜèå äýï ãåé�ïíéêþí óõìâüëùí. Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñåßï áðïó�ïëÝáò íá ó�åßëåé �ï ìÞíõìá;ÕðÜñ÷ïõí 12! äéáöïñå�éêïß �ñüðïé íá äéá�á÷èïýí �á 12 äéáöïñå�éêÜ óýì-âïëá �ïõ ìçíýìá�ïò, ðïõ ðñüêåé�áé íá ìå�áäïèåß. �éá êÜèå ìßá áð' áõ�Ýò�éò äéá�Üîåéò �ùí óõìâüëùí õðÜñ÷ïõí 11 èÝóåéò ìå�áîý �ùí 12 óõìâüëùí.Áöïý ðñÝðåé íá �ïðïèå�çèïýí �ïõëÜ÷éó�ïí 3 êåíÜ ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþíóõìâüëùí �ïõ ìçíýìá�ïò, ÷ñçóéìïðïéïýìå 33 áðü �á 45 êåíÜ, ðïõ ðñüêåé-�áé íá áðïó�áëïýí ãé áõ�Ýò �éò 11 èÝóåéò êáé áðïìÝíåé íá �ïðïèå�Þóïõìå�á õðüëïéðá 12 êåíÜ. Ç �ïðïèÝ�çóç áõ�Þ éóïäõíáìåß ìå �çí �ïðïèÝ�çóç12 üìïéùí óöáéñþí (�ùí êåíþí ÷áñáê�Þñùí) óå 11 äéáöïñå�éêÜ êïõ�éÜ(�éò



126 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁèÝóåéò ìå�áîý �ùí äéáöïñå�éêþí ÷áñáê�Þñùí �ïõ ìçíýìá�ïò). ÕðÜñ÷ïõíóõíåðþò êá�Ü �á ãíùó�Ü (12+11−1
12

)
= 646646 �ñüðïé íá �ïðïèå�Þóïõìå �á12 áõ�Ü åðéðëÝïí êåíÜ.Óõíåðþò ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá áðïó�áëåß �ï óõãêåêñéìÝíïìÞíõìá åßíáé, óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, 12!·(2212) = 3:097×1014.¢óêçóç 1.18. Íá áðïäåé÷èïýí ïé ðáñáêÜ�ù �áõ�ü�ç�åò:1. n∑k=0

(nk) = 2n2. n∑k=0

2k(nk) = 3n3. n∑k=0

(nk)2 =
(
2nn )4. n∑k=1

(nk)k = n2n−11. Èåùñïýìå �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá
(1 + x)n =

n∑k=0

(nk)xkêáé èÝ�ïõìå üðïõ x �çí �éìÞ 1. ¸�óé èá Ý÷ïõìån∑k=0

(nk) = 2n2. Åñãáæüìáó�å üðùò ó�ï 1, áëëÜ åäþ áí�ß ãéá �çí �éìÞ 1 ó�ïí �ýðï �ïõäéùíõìéêïý áíáð�ýãìá�ïò âÜæïõìå �çí �éìÞ 2, ïðü�å Ý÷ïõìå ü�é,n∑k=0

(nk)2k = 3n;



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 1273. ¸÷ïõìå,
(1 + x)n(1 + x−1)n = (1 + x)n(1 + x)nx−n = x−n(1 + x)2n =⇒n∑k=0

(nk)xk n∑k=0

(nk)x−k = x−n 2n∑k=0

(2nk )xk =⇒n∑k=0

(nk)2 =
(2nn )4. Èåùñïýìå êáé ðÜëé �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá

(1 + x)n =

n∑k=0

(nk)xkêáé áöïý ðáñáãùãßóïõìå êáé �á äýï ìÝëç ùò ðñïò x, Ý÷ïõìå ü�é,n(1 + x)n−1 =

n∑k=1

k(nk)xk−1èÝ�ïõìå üðïõ x �çí �éìÞ 1 ïðü�å ðáßñíïõìå,n2n−1 =
n∑k=1

k(nk)¢óêçóç 1.19.1. �üóåò áðü �éò 2r áêïëïõèßåò r äõáäéêþí øçößùí ðåñéÝ÷ïõí Ýíáí æõãüáñéèìü ìïíÜäùí;2. �üóåò áðü �éò 5r ðåí�áäéêÝò áêïëïõèßåò r øçößùí ðåñéÝ÷ïõí Ýíáí æõãüáñéèìü ìïíÜäùí;1. 1ïò �ñüðïò:×ùñßæïõìå �éò 2r äïóìÝíåò äõáäéêÝò áêïëïõèßåò ìÞêïõò r óå 2r−1æåýãç Ý�óé þó�å ïé äýï áêïëïõèßåò ó�ï êÜèå æåýãïò íá äéáöÝñïõí



128 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁìüíïí ó�á ó�ïé÷åßá �çò r-ïó�Þò èÝóçò �ïõò. �ñïöáíþò óå êÜèå æåý-ãïò ìßá êáé ìüíïí ìßá áðü �éò áêïëïõèßåò ðïõ �ï áðï�åëïýí ðåñéÝ÷åéæõãü áñéèìü ìïíÜäùí åíþ ç Üëëç ðåñéÝ÷åé ìïíü áñéèìü ìïíÜäùí. Óõ-íåðþò õðÜñ÷ïõí 2r−1 äõáäéêÝò áêïëïõèßåò r-øçößùí ìå æõãü áñéèìüìïíÜäùí.2ïò �ñüðïò:ÕðÜñ÷ïõí 2r−1 äõáäéêÝò áêïëïõèßåò r-1 äõáäéêþí øçößùí. Óå ìßá �Ý-�ïéá áêïëïõèßá ìå æõãü áñéèìü ìïíÜäùí ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìåó�ï �Ýëïò Ýíá ìçäåíéêü ãéá íá ðÜñïõìå ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá r øç-ößùí ìå æõãü áñéèìü ìïíÜäùí. ÅÜí ç áêïëïõèßá �ùí r-1 øçößùí Ý÷åéìïíü áñéèìü ìïíÜäùí, �ü�å ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå ó�ï �Ýëïò �çòìßá ìïíÜäá þó�å íá ðÜñïõìå ìßá áêïëïõèßá r øçößùí ìå æõãü áñéèìüìïíÜäùí. ÅðåéäÞ ìå �ïõò äýï áõ�ïýò �ñüðïõò ðáßñíïõìå üëåò �éò äõ-íá�Ýò áêïëïõèßåò r äõáäéêþí øçößùí, ìå æõãü áñéèìü ìïíÜäùí, êáéìüíïí áõ�Ýò óõìðåñáßíïõìå ü�é ï óõíïëéêüò �ïõò áñéèìüò åßíáé 2r−1:2. Èåùñïýìå �éò 5r áêïëïõèßåò r ðåí�áäéêþí øçößùí. ÕðÜñ÷ïõí 3r áð'áõ�Ýò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíïí �á øçößá 2,3 êáé 4. Áõ�Ýò ïé áêïëïõèßåòóõìðåñéëáìâÜíïí�áé óå åêåßíåò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí æõãü áñéèìü ìïíÜäùí.Ïé õðüëïéðåò 5r − 3r áêïëïõèßåò ìðïñïýí íá äéá÷ùñéó�ïýí óå ïìÜäåòáíÜëïãá ìå �ïõò ó÷çìá�éóìïýò �ùí øçößùí 2,3 êáé 4, ðïõ ðåñéÝ÷ïõí.Óå êÜèå ìßá áðü áõ�Ýò �éò ïìÜäåò, óýìöùíá ìå �ï 1, ïé ìéóÝò áêïëïõ-èßåò èá ðåñéÝ÷ïõí æõãü áñéèìü ìïíÜäùí, ïðü�å ï óõíïëéêüò áñéèìüò�ùí ðåí�áäéêþí áêïëïõèéþí r øçößùí ìå æõãü áñéèìü ìïíÜäùí åßíáé�åëéêÜ 3r + 1
2 (5r − 3r):¢óêçóç 1.20. Ìå�áîý 2n áí�éêåéìÝíùí �á n åßíáé ßäéá. Âñåß�å �ïí áñéèìü�ùí åðéëïãþí n áí�éêåéìÝíùí áð' áõ�Ü �á 2n áí�éêåßìåíá.1ïò �ñüðïò:Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí åðéëïãþí éóïý�áé ìå �ï Üèñïéóìá,n∑i=0

(ni)ãéá�ß ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå n áí�éêåßìåíá áðü �á 2n ùò åîÞò: Åß�å ðáßñ-íïí�áò êá�Ü 1 �ñüðï �á n üìïéá áí�éêåßìåíá êáé êá�Ü (n0) �ñüðïõò ìçäÝí



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 129áí�éêåßìåíá áðü �á õðüëïéðá n, åß�å ðáßñíïí�áò êá�Ü 1 �ñüðï n-1 áðü �án üìïéá áí�éêåßìåíá êáé êá�Ü (n1) �ñüðïõò 1 áí�éêåßìåíï áðü �á õðüëïéðán ê.ï.ê., åß�å �Ýëïò ðáßñíïí�áò 0 áðü �á n üìïéá áí�éêåßìåíá êáé êá�Ü (nn)�ñüðïõò n áí�éêåßìåíá áðü �á õðüëïéðá n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá. ¢ñá ïæç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé,n∑i=0

(ni) =
(n
0

)
+
(n
1

)
+ : : :+ (nn) = 2n2ïò �ñüðïò:Èåùñïýìå ìßá óåéñÜ n äéáäï÷éêþí èÝóåùí, üðïõ êÜèå èÝóç áí�éðñïóù-ðåýåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï áí�éêåßìåíï áðü �á n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá. �éáêÜèå ìßá áð' áõ�Ýò �éò èÝóåéò Ý÷ïõìå �ç äõíá�ü�ç�á Þ íá åðéëÝîïõìå �ï áí�é-êåßìåíü �çò Þ íá âÜëïõìå ó�ç èÝóç �ïõ êÜðïéï áðü �á n üìïéá ìå�áîý �ïõòáí�éêåßìåíá. ¢ñá �ï óõíïëéêü ðëÞèïò �ùí �ñüðùí åðéëïãÞò åßíáé �üóï üóïêáé ïé äõáäéêïß áñéèìïß n øçößùí, äçëáäÞ 2n.¢óêçóç 1.21. Ìå�áîý 3n+1 áí�éêåéìÝíùí �á n åßíáé ßäéá. Âñåß�å �ïíáñéèìü �ùí åðéëïãþí n áí�éêåéìÝíùí áð' áõ�Ü �á 3n+1 áí�éêåßìåíá.¸÷ïõìå �ç äõíá�ü�ç�á íá åðéëÝîïõìå �á n üìïéá áí�éêåßìåíá êá�Ü ìï-íáäéêü �ñüðï êáé 0 áðü �á 2n+1 õðüëïéðá áí�éêåßìåíá êá�Ü (2n+1

0

) �ñüðïõò,Þ íá åðéëÝîïõìå n-1 áðü �á n üìïéá áí�éêåßìåíá åðßóçò êá�Ü ìïíáäéêü �ñüðïêáé 1 áðü �á 2n+1 õðüëïéðá áí�éêåßìåíá êá�Ü (2n+1
1

) �ñüðïõò ê.ï.ê., Þ �Ýëïòíá ðÜñïõìå 0 áðü �á n üìïéá áí�éêåßìåíá êáé n áðü �á 2n+1 õðüëïéðá ìå
(
2n+1n ) �ñüðïõò. ¸�óé ï áñéèìüò �ùí óõíïëéêþí �ñüðùí åðéëïãÞò åßíáé,n∑i=0

(2n+1i ) =
(2n+1

0

)
+
(2n+1

1

)
+ : : : + (2n+1n )¼ìùò,

22n+1 =
(2n+1

0

)
+
(2n+1

1

)
+ : : : + (2n+1n )

+
(2n+1n+1

)
+ : : : + (2n+1

2n+1

)
=⇒

22n+1 =
(2n+1

0

)
+
(2n+1

1

)
+ : : :+ (2n+1n )

+
(2n+1n )

+
(2n+1n−1

)
+ : : :+ (2n+1

0

)
=⇒

22n+1 = 2[
(2n+1

0

)
+
(2n+1

1

)
+ : : : + (2n+1n )

]
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(2n+1

0

)
+
(2n+1

1

)
+ : : : + (2n+1n )

= 22n¸�óé �åëéêÜ ç ðñþ�ç ó÷Ýóç èá äþóåé óå óõíäõáóìü ìå �çí �åëåõ�áßá,n∑i=0

(2n+1i ) = 22n¢óêçóç 1.22. Íá áðïäåßîå�å ü�é õðÜñ÷ïõí (p+1q ) �ñüðïé íá �ïðïèå�çèïýí pðñüóçìá \+" êáé q ðñüóçìá \-" óå ìßá ãñáììÞ, Ý�óé þó�å íá ìçí õðÜñ÷ïõíäýï ðñüóçìá \-" �ï Ýíá äßðëá ó�ï Üëëï.Îåêéíïýìå �ïðïèå�þí�áò ðñþ�á ó�ç äïóìÝíç ãñáììÞ �á \-" êá�Ü �ñüðïáõèáßñå�ï ìå ìüíïí �ïí ðåñéïñéóìü ü�é äåí ðñÝðåé íá êá�Ý÷ïõí ãåé�ïíéêÝòèÝóåéò. Êá�Ü �çí �ïðïèÝ�çóç �ùí \+" ï ðåñéïñéóìüò áõ�üò åðéâÜëëåé �çí�ïðïèÝ�çóç åíüò �ïõëÜ÷éó�ïí \+" ìå�áîý ïðïéïíäÞðï�å äýï \-", ðïõ Ý÷ïõíÞäç �ïðïèå�çèåß. ¸�óé �á ðñþ�á q-1 \+", ðïõ �ïðïèå�ïýìå, �ïðïèå�ïýí�áéóå ðñïêáèïñéóìÝíåò èÝóåéò (êáèÝíá �ïõò ìå�áîý äýï \-").�åñéóóåýïõí �þñá p-q+1 \+" �á ïðïéá ðñÝðåé íá �ïðïèå�çèïýí ó�çãñáììÞ ìå üëïõò �ïõò äõíá�ïýò �ñüðïõò. Ç �ïðïèÝ�çóÞ �ïõò áí�éó�ïé-÷åß ó�çí �ïðïèÝ�çóç p-q+1 üìïéùí óöáéñþí (�ùí \+" ðïõ ðåñéóóåýïõí) óåq+1 äéáêåêñéìÝíåò õðïäï÷Ýò (�ùí èÝóåùí ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþí \-" ó�çãñáììÞ êáé �ùí áêñéáíþí èÝóåùí �çò ãñáììÞò). Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ãéáíá ãßíåé áõ�Þ ç �ïðïèÝ�çóç åßíáé,
((p− q + 1) + (q + 1) − 1)!

(p− q + 1)!((q + 1) − 1)!
=
(p+1q )¢óêçóç 1.23. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí, ìå �ïõò ïðïßïõò r äéáêå-êñéììÝíåò óçìáßåò ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå n äéáêåêñéììÝíïõò éó�ïýò,äåäïìÝíïõ ü�é Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá ïé óçìáßåò åìöáíßæïí�áéó�ïõò éó�ïýò êáé äåäïìÝíïõ ü�é êáíÝíáò éó�üò äåí ðñÝðåé íá ìåßíåé êåíüò

(r ≥ n):Áöïý êáíÝíáò éó�üò äåí ðñÝðåé íá ìåßíåé êåíüò, ðáßñíïõìå n áðü �éò róçìáßåò êáé �éò �ïðïèå�ïýìå ìßá óå êÜèå éó�ü. ÅðåéäÞ êáé ïé óçìáßåò êáé ïééó�ïß åßíáé äéáêåêñéììÝíïé áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé ìå r(r − 1)(r − 2) : : : (r −n+ 1) = r!
(r−n)! �ñüðïõò.



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 131Ó�ç óõíÝ÷åéá �ïðïèå�ïýìå �éò õðüëïéðåò r-n óçìáßåò ó�ïõò n éó�ïýò ìåïðïéïíäÞðï�å �ñüðï. Ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí �ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò, äåäïìÝ-íïõ ü�é ðáßæåé ñüëï ç óåéñÜ åìöÜíéóçò êÜèå óçìáßáò ðÜíù ó�ïí éó�ü, åßíáén(n+ 1) : : : (n + r − n− 1) = n(n + 1) : : : (r − 1) = (r−1)!
(n−1)! .¢ñá ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ñüðùí åðéëïãÞò åßíáé,r!

(r − n)!
· (r − 1)!

(n− 1)!
=
(r−1n−1

)
· r!¢óêçóç 1.24. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí, ìå �ïõò ïðïßïõò r äéáêå-êñéììÝíá áõ�ïêßíç�á ìðïñïýí íá ðåñÜóïõí áðü n äéáêåêñéììÝíïõò ó�áèìïýòäéïäßùí, äåäïìÝíïõ ü�é ìßá �ï ðïëý äéáäñïìÞ åðé�ñÝðå�áé íá ìç äå÷èåß áõ-�ïêßíç�ï (r ≥ n− 1 êáé n ≥ 2):Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí åßíáé �ï Üèñïéóìá �ïõ áñéèìïý �ùí �ñüðùí,ìå �ïõò ïðïßïõò r äéáêåêñéììÝíá áõ�ïêßíç�á ìðïñïýí íá ðåñÜóïõí áðü näéáêåêñéììÝíïõò ó�áèìïýò äéïäßùí, äåäïìÝíïõ ü�é êáììéÜ äéáäñïìÞ äå èáìåßíåé êåíÞ (äå èá äå÷�åß áõ�ïêßíç�ï) óõí �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí, åÜí ìåßíåéìßá áêñéâþò äéáäñïìÞ êåíÞ.Ï ðñþ�ïò áðü �ïõò äýï áñéèìïýò åßíáé (âëÝðå Üóêçóç 1.23) (r−1n−1

)r!, åíþï äåý�åñïò ãéá �ïí ßäéï ëüãï êáé äåäïìÝíïõ ü�é ç åðéëïãÞ �çò äéáäñïìÞò,ðïõ äå èá äå÷�åß áõ�ïêßíç�ï, ìðïñåß íá ãßíåé êá�Ü n �ñüðïõò åßíáé n(r−1n−2

)r!.¸�óé ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ñüðùí åßíáé,
(r−1n−1

)r! + n(r−1n−2

)r! = r!(r−2n−2

)(r − 1)[r + (n− 1)2]

(n− 1)(r − n + 1)¢óêçóç 1.25. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá ìïéñáó�ïýí �Ýóóåñá üìïéáðïñ�ïêÜëéá êáé Ýîé äéáöïñå�éêÜ ìÞëá (äéáöïñå�éêþí ðïéêéëéþí) óå ðÝí�å äéá-öïñå�éêÜ êïõ�éÜ; Óå ðïéï ðïóïó�ü áõ�þí �ùí �ñüðùí �ïðïèå�ïýí�áé äýïáêñéâþò öñïý�á óå êÜèå êïõ�ß;ÕðÜñ÷ïõí êá�Ü �á ãíùó�Ü (4+5−1
4

)
= 70 �ñüðïé ãéá íá �ïðïèå�çèïýí�Ýóóåñá üìïéá áí�éêåßìåíá óå ðÝí�å äéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ êáé 56 = 15625�ñüðïé ãéá íá �ïðïèå�çèïýí Ýîé äéáöïñå�éêÜ ìÞëá óå ðÝí�å äéáöïñå�éêÜ êïõ-�éÜ. ÅðåéäÞ ïé �ïðïèå�Þóåéò áõ�Ýò åßíáé áíåîÜñ�ç�åò, óýìöùíá ìå �ïí êá-íüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ 70 · 15625 = 1093750 �ñüðïé ãéá



132 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁíá ìïéñáó�ïýí �á �Ýóóåñá üìïéá êáé �á Ýîé äéáöïñå�éêÜ öñïý�á ó�á ðÝí�åäéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ.�éá íá áðáí�Þóïõìå ó�ï äåý�åñï åñþ�çìá óêåö�üìáó�å ùò åîÞò: Îåêé-íïýìå �ç äéáäéêáóßá �çò ìïéñáóéÜò áðü �á �Ýóóåñá üìïéá ðïñ�ïêÜëéá êáéäéáêñßíïõìå �ñåéò ðåñéð�þóåéò:¸ó�ù ü�é �ïðïèå�ïýí�áé áðü äýï ðïñ�ïêÜëéá óå äýï áðü �á ðÝí�å êïõ-�éÜ êáé êáíÝíá ðïñ�ïêÜëé ó�á õðüëïéðá êïõ�éÜ. Ôá äýï êïõ�éÜ ìðïñåß íáåðéëåãïýí êá�Ü (52) = 10 �ñüðïõò êáé �á Ýîé äéáöïñå�éêÜ ìÞëá ìðïñïýííá ìïéñáó�ïýí ó�á õðüëïéðá �ñßá êïõ�éÜ êá�Ü 6!
2!2!2! = 90 �ñüðïõò. ¸�óé,óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, ó' áõ�Þí �çí êá�çãïñßá õðÜñ÷ïõí

10 · 90 = 900 �ñüðïé �ïðïèÝ�çóçò.¸ó�ù ü�é �ïðïèå�ïýí�áé äýï üìïéá ðïñ�ïêÜëéá ó' Ýíá áðü �á êïõ�éÜ,áðü Ýíá ðïñ�ïêÜëé óå äýï áðü �á õðüëïéðá �Ýóóåñá êïõ�éÜ êáé �á Üëëá äýïêïõ�éÜ ìÝíïõí ÷ùñßò ðïñ�ïêÜëé. Ôï êïõ�ß ìå �á äýï ðïñ�ïêÜëéá ìðïñåß íáåðéëåãåß êá�Ü 5 �ñüðïõò, �á äýï êïõ�éÜ ðïõ èá ðÜñïõí áðü Ýíá ðïñ�ïêÜëéìðïñåß íá åðéëåãïýí êá�Ü (42) = 6 �ñüðïõò êáé �Ýëïò �á Ýîé äéáöïñå�éêÜìÞëá ìðïñïýí íá ìïéñáó�ïýí ó�éò èÝóåéò, ðïõ ðåñéóóåýïõí êá�Ü 6!
2!2! = 180�ñüðïõò. Óõíåðþò, óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá �ïõ ãéíïìÝíïõ, ç êá�çãïñßááõ�Þ ðåñéëáìâÜíåé 5 · 6 · 180 = 5400 �ñüðïõò �ïðïèÝ�çóçò.¸ó�ù, �Ýëïò, ü�é �ïðïèå�åß�áé áðü Ýíá ðïñ�ïêÜëé óå êáèÝíá áðü �ÝóóåñáäéáêåêñéìÝíá êïõ�éÜ. Áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé ìå (54) = 5 �ñüðïõò êáé �á Ýîéäéáöïñå�éêÜ ìÞëá èá ìïéñáó�ïýí ó�éò èÝóåéò ðïõ ðåñéóóåýïõí êá�Ü 6!

2! = 360�ñüðïõò. ¸�óé ç êá�çãïñßá áõ�Þ ðåñéëáìâÜíåé 5 · 360 = 1800 �ñüðïõò�ïðïèÝ�çóçò.Áðü �á ðáñáðÜíù êáé áöïý Ý÷ïõìå åîáí�ëÞóåé êÜèå äõíá�ü �ñüðï �ïðï-èÝ�çóçò äýï öñïý�ùí óå êÜèå äéáêåêñéìÝíï êïõ�ß ãßíå�áé öáíåñü ü�é Ý÷ïõìåóõíïëéêÜ 900 + 5400 + 1800 = 8100 �ñüðïõò �ïðïèÝ�çóçò. Ôï êëÜóìá �ùí�ñüðùí áõ�þí ùò ðñïò �ï óõíïëéêü áñéèìü �ùí �ñüðùí ðïõ õðïëïãßó�çêåðáñáðÜíù åßíáé 8100
1093750 = 0:0074:¢óêçóç 1.26. �üóåò áêÝñáéåò ëýóåéò �çò åîéóþóåùò x1+x2+x3+x4 = 12ìå xi ≥ 0 õðÜñ÷ïõí; 1 �üóåò ìå xi > 0; �üóåò ìå x1 ≥ 2; x2 ≥ 2; x3 ≥

4; x4 ≥ 0;1ÂëÝðå êáé ÊåöÜëáéï 4 ãéá êÜðïéåò Üëëåò �å÷íéêÝò ëýóåùò áêåñáßùí åîéóþóåùí ìå �çíÁñ÷Þ Åãêëåéóìïý-Áðïêëåéóìïý.



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 133Ìå �ïí üñï áêåñáßá ëýóç ìéáò åîßóùóçò åííïïýìå Ýíá äéá�å�áãìÝíïóýíïëï áêåñáßùí �éìþí ãéá �á xi ìå Üèñïéóìá 12. Áõ�ü �ï ðñüâëçìá åßíáééóïäýíáìï ìå �ï ðñüâëçìá �ïðïèÝ�çóçò 12 üìïéùí óöáéñþí óå 4 äéáöïñå�éêÜêïõ�éÜ êáé Ý÷åé (12+4−1
12

)
= 455 äéáöïñå�éêÝò ëýóåéò.ÅÜí áðáé�Þóïõìå xi > 0 �ü�å èÝ�ïõìå ó�ï ðáñáðÜíù áí�ßó�ïé÷ï ðñü-âëçìá �ïí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìü íá ìçí ìåßíåé êáíÝíá áðü �á �Ýóóåñá êïõ�éÜÜäåéï. Ç ëýóç ó�ï ðñüâëçìá áõ�ü äßíå�áé áöïý ðñþ�á �ïðïèå�Þóïõìå óåêÜèå êïõ�ß ìßá óöáßñá, �ïðïèå�þí�áò �éò õðüëïéðåò 8 óöáßñåò êá�Ü �õ÷áßï�ñüðï ó�á 4 êïõ�éÜ. Áõ�ü ãßíå�áé êá�Ü (8+4−1

8

)
= 165 �ñüðïõò, ïðü�å 165åßíáé êáé ïé ëýóåéò �çò åîßóùóçò.Ìå áíÜëïãï �ñüðï âñßóêïõìå ü�é ãéá �çí �ñß�ç ðåñßð�ùóç õðÜñ÷ïõí

(
4+4−1

4

)
= 35 áêÝñáéåò ëýóåéò, ðïõ éêáíïðïéïýí �ïõò ðéï ðÜíù ðåñéïñéóìïýò.¢óêçóç 1.27. �üóåò ìç áñíç�éêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò Ý÷åé ç åîßóùóç x1 +x2 + : : : + x6 = 10 êáé ðüóåò ç áíßóùóç x1 + x2 + : : : + x6 < 10;Áðü �ç Üóêçóç 1.26 ðáßñíïõìå Üìåóá áðÜí�çóç ãéá �ï ðñþ�ï åñþ�çìá.Ç äïóìÝíç åîßóùóç Ý÷åé (6+10−1

10

)
= 3003 áêÝñáéåò ìç áñíç�éêÝò ëýóåéò.�éá íá ëýóïõìå �ç äïóìÝíç áíéóü�ç�á ìå�áó÷çìá�ßæïõìå �ï ðñüâëçìáêÜíïí�áò �çí ðáñá�Þñçóç ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéá áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý �ùí ìçáñíç�éêþí áêåñáßùí ëýóåùí �çò áíéóü�ç�áò êáé �ùí áêåñáßùí ëýóåùí �çòx1 +x2 + : : :+x6 +x7 = 10; 0 ≤ xi; 1 ≤ i ≤ 6; 0 < x7: Ï áñéèìüò �ùí ëýóåùí�çò �åëåõ�áßáò åîéóþóåùò åßíáé ï ßäéïò ìå �ïí áñéèìü �ùí ìç áñíç�éêþíáêÝñáéùí ëýóåùí �çò y1 + y2 + : : :+ y6 + y7 = 9; üðïõ yi = xi ãéá 1 ≤ i ≤ 6êáé y7 = x7 − 1: Áõ�üò üìùò éóïý�áé ìå (7+9−1

9

)
= 5005:¢óêçóç 1.28. Óå Ýíá êá�Üó�çìá �á áí�éêåßìåíá Á,Â êáé � ðùëïýí�áé ó�çí�éìÞ �ùí 500 äñ÷. êáé �ï áí�éêåßìåíï Ä ó�çí �éìÞ �ùí 2000 äñ÷.. �üóåòäéáöïñå�éêÝò áãïñÝò ðñï�éüí�ùí (áðü �ï óýíïëï {Á;Â; �;Ä}) ìðïñïýìå íáêÜíïõìå ó�ï êá�Üó�çìá áõ�ü áí äéáèÝ�ïõìå 10000 äñ÷. êáé �éò îïäÝøïõìåüëåò;Èåùñïýìå ùò ìïíÜäá ìÝ�ñçóçò �ï ðåí�áêïóÜñéêï áöïý üëåò ïé Üëëåò �é-ìÝò ðïõ äßäïí�áé åßíáé ðïëëáðëÜóéá áõ�Þò �çò �éìÞò. ÅðïìÝíùò äéáèÝ�ïõìåóõíïëéêÜ 20 ìïíÜäåò ãéá íá îïäÝøïõìå, ìå �ï ðñï�éüí Ä íá êïó�ßæåé 4 ìïíÜ-äåò êáé üëá �á Üëëá ðñï�éüí�á áðü 1 ìïíÜäá �ï êáèÝíá. Åíá ìïí�Ýëï ãéá �ïðñüâëçìá óå ìïñöÞ åîßóùóçò åßíáé ç,A+B + � + 4Ä = 20; Á; Â; �;Ä ≥ 0:
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Ó÷Þìá 1.1: Ôï êõñ�ü n-ãùíï �çò Üóêçóçò 1.29 êáé ïé äéáãþíéåò �ïõ.�éá íá áí�éìå�ùðßóïõìå �ï ãåãïíüò ü�é �ï Ä Ý÷åé óõí�åëåó�Þ 4 ó�çí ðáñá-ðÜíù åîßóùóç áñêåß ðñþ�á íá ðñïóäéïñßóïõìå áêñéâþò ðüóá êïììÜ�éá �ïõðñï�éüí�ïò Ä áãïñÜæïõìå. ÅÜí ð.÷. áãïñÜóïõìå Ýíá êïììÜ�é, �ü�å ðáßñíïìå�çí åîßóùóéí Á+Â +� = 16; ç ïðïßá Ý÷åé (âëÝðå Üóêçóç 1.26) (16+3−1
16

)
=

153 áêÝñáéåò ìç áñíç�éêÝò ëýóåéò. Ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, áí Ä = i; �ü�å èáÝ÷ïõìå Á+Â+� = 20− 4i; ìßá åîßóùóç ìå ((20−4i)+3−1
20−4i )

=
(22−4i

2

) ëýóåéò,ãéá i = 0; 1; 2; 3; 4; 5: Áèñïßæïí�áò ëïéðüí üëåò áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõìåãéá �ï óõíïëéêü áñéèìü �ùí äõíá�þí áãïñþí,
(22

2

)
+
(18

2

)
+
(14

2

)
+
(10

2

)
+
(6
2

)
+
(2
2

)
= 536äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò áãïñÜò.¢óêçóç 1.29. Óå ðüóá åõèýãñáììá �ìÞìá�á ÷ùñßæïí�áé ïé äéáãþíéïé åíüòêõñ�ïý n-ãþíïõ áðü �éò �ïìÝò �ïõò, õðü �çí ðñï�õüèåóç ü�é ïðïéåóäÞðï�å�ñåéò äéáãþíéåò äåí �Ýìíïí�áé ó�ï ßäéï óçìåßï.Êá�' áñ÷Üò óçìåéþíïõìå ü�é ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí äéáãùíßùí åßíáé

(n
2

)
−n; áöïý õðÜñ÷ïõí (n2) åõèýãñáììá �ìÞìá�á ðïõ åíþíïõí �á (n2) æåýãç�ùí êïñõöþí �ïõ n-ãþíïõ áëëÜ n áð' áõ�Ü �á �ìÞìá�á åßíáé ïé ðëåõñÝò�ïõ n-ãþíïõ. Áöïý �ï n-ãùíïí åßíáé êõñ�ü êÜèå äýï äéáãþíéåò �Ýìíïí�áéóå Ýíá óçìåßï, äçëáäÞ êÜèå �Ýóóåñéò êïñõöÝò óõíåéóöÝñïõí êá�Ü Ýíá ó�ïðëÞèïò �ùí óçìåßùí �ïìÞò �ùí äéáãùíßùí. Óõíåðþò �ï óýíïëï �ùí óç-ìåßùí áõ�þí Ý÷åé ðëçèéêü áñéèìü (n4): ¼ìùò êÜèå äéáãþíéïò äéáéñåß�áé óå



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 135k+1 åõèýãñáììá �ìÞìá�á áðü �á k óçìåßá �ïìÞò ðïõ âñßóêïí�áé åðÜíù �çòêáé êá�Ü óõíÝðåéá áöïý êÜèå óçìåßïí �ïìÞò áíÞêåé óå äýï äéáãùíßïõò (êáéü÷é óå ðåñéóóü�åñåò åî' õðïèÝóåùò) ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí åõèõãñÜììùí�ìçìÜ�ùí ó�á ïðïßá ÷ùñßæïí�áé ïé äéáãþíéåò åíüò �Ý�ïéïõ n-ãþíïõ åßíáé,
(n
2

)
− n+ 2 ·

(n
4

)¢óêçóç 1.30. �üóåò áýîïõóåò áêïëïõèßåò n üñùí áðü �ï óýíïëï {0; 1;: : : ;m} õðÜñ÷ïõí;�éá íá êá�áóêåõÜóïõìå ìßá áýîïõóá áêïëïõèßá n üñùí áðü �ï óýíïëï
{0; 1; : : : ;m} áñêåß íá åðéëÝîïõìå n ó�ïé÷åßá áðü �ï óýíïëï áõ�ü ìå åðáíÜ-ëçøç êáé íá �á áí�éó�ïé÷ßóïõìå äéá�å�áãìÝíá ó�ïõò äåßê�åò 1; 2; : : : ; n �çòáêïëïõèßáò. Äýï �Ý�ïéåò áêïëïõèßåò èá åßíáé äéáöïñå�éêÝò åÜí åßíáé äéáöï-ñå�éêÝò ïé åðéëïãÝò �ùí n ó�ïé÷åßùí ìå åðáíÜëçøç áðü �ï äïóìÝíï óýíïëï.ÅðïìÝíùò ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùíóõíäõáóìþí ìå åðáíÜëçøç n ó�ïé÷åßùí áðü �ï óýíïëï {0; 1; : : : ;m}. Ïáñéèìüò áõ�üò åßíáé (n+mn )¢óêçóç 1.31. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ Ýíáò öõóéêüò m ìðïñåßíá ãñáöåß óáí Üèñïéóìá m = m1 + : : : + mn n öõóéêþí ìå �çí ðáñáäï÷Þü�é äýï áèñïßóìá�á èåùñïýí�áé äéáöïñå�éêÜ åß�å ü�áí äéáöÝñïõí ùò ðñïò�ïõò öõóéêïýò ðïõ �á áðï�åëïýí åß�å ùò ðñïò �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá áõ�ïßåìöáíßæïí�áé ó�ï Üèñïéóìá.Èåùñïýìå Ýíá äïóìÝíï öõóéêü m êáé áò åßíáé m = m1 +m2 + : : :+mnÝíáò �ñüðïò ìå �ïí ïðïßï ï öõóéêüò m ãñÜöå�áé óáí Üèñïéóìá n öõóéêþí.Äýï �Ý�ïéá áèñïßóìá�á èá èåùñïýí�áé äéáöïñå�éêÜ åß�å ü�áí áðï�åëïýí�áéáðü äéáöïñå�éêïýò ðñïóèå�Ýïõò åß�å ü�áí äéáöÝñåé ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá åìöá-íßæïí�áé ïé ðñïóèå�Ýïé �ïõò ó�ï êÜèå Üèñïéóìá. Ìßá åê �ùí äýï ðáñáðÜíùäéáöïñþí Ý÷åé óáí áðï�Ýëåóìá ïðùóäÞðï�å äéáöïñÜ êáé ó�çí áêïëïõèßá�ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí {Mi}; üðïõ Mi = m1 + : : :+mi; 1 ≤ i ≤ n: Áí�é-ó�ñüöùò, ìßá äéáöïñÜ ó�çí áêïëïõèßá áõ�Þ åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ðñïêýð�åéáðü êÜðïéá äéáöïñïðïßçóç �ùí äýï áèñïéóìÜ�ùí ùò ðñïò �ïõò ðñïóèå�Ýïõò�ïõò ó�ç óõãêåêñéìÝíç èÝóç, üðïõ åìöáíßæå�áé ç óõãêåêñéìÝíç äéáöïñÜ.ÅðåéäÞ åðéðëÝïí ïé áêïëïõèßåò �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí åßíáé áýîïõóåò,áðü �éò ðáñáðÜíù ðáñá�çñÞóåéò, �çí Üóêçóç 1.30 êáé �ï ãåãïíüò ü�é ï �åëé-êüò �ïõò üñïò (n-ïó�üò) èá åßíáé áíáãêáó�éêÜ ßóïò ìå m, áíåîÜñ�ç�á �ùí



136 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁðñïçãïýìåíùí üñùí, ðñïêýð�åé ü�é ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí áõ�þí �áõ�ß-æå�áé ìå �ïí æç�ïýìåíï áñéèìü �ùí áèñïéóìÜ�ùí êáé åßíáé ßóïò ìå (n+m−1n−1

).¢óêçóç 1.32. Íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá 12 + 22 + : : : + n2:¸÷ïõìå áðü �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá ü�é (1 + x)3 = 1 + 3x+ 3x2 + x3;ïðü�å èÝ�ïí�áò äéáäï÷éêÜ x = 1; 2; : : : ; n êáé áèñïßæïí�áò Ý÷ïõìå :






23 = 1 + 3 · 1 + 3 · 12 + 13

33 = 1 + 3 · 2 + 3 · 22 + 23

43 = 1 + 3 · 3 + 3 · 32 + 33...
(n + 1)3 = 1 + 3 · n+ 3 · n2 + n3







=⇒

(n+ 1)3 = n+ 3(1 + 2 + : : :+ n) + 3(12 + 22 + : : :+ n2) + 1 =⇒

12 + 22 + : : : + n2 =
(n+ 1)3

3
− n+ 1

3
− (1 + 2 + : : : + n) =⇒

12 + 22 + : : : + n2 =
2(n + 1)3 − 2(n + 1) − 3n(n + 1)

6
=

=
(n + 1)(2n2 + 2 + 4n− 2 − 3n)

6
=

=
(n + 1)(2n2 + n)

6
=
n(n+ 1)(2n + 1)

6¢ñá �åëéêÜ 12 + 22 + : : : + n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .¢óêçóç 1.33. Íá äåé÷èåß ü�é (nr) =
(n−1r )+

(n−1r−1

):¸÷ïõìå,
(nr) =

n!r!(n− r)! =
n(n− 1)!r!(n− r)! =

(n− r + r)(n− 1)!r!(n− r)! =

=
(n− r)(n− 1)!r!(n− r)! +

r(n− 1)!r!(n− r)! =

=
(n− 1)!r!(n− r − 1)!

+
(n− 1)!

(r − 1)!(n − r)! =

=
(n−1r )+

(n−1r−1

)



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 137¢óêçóç 1.34. Íá áðïäåé÷èåß ü�é,1. n∑k=0

(rk)(−1)k = (−1)n(r−1n )2.
( rm)(mk ) =

(rk)( r−km−k)3. n∑k=0

(rk)( sn−k) =
(r+sn )4. n∑k=0

( km) =
(n+1m+1

)1. Æç�ïýìå íá äåßîïõìå ü�é (r0)−(r1)+(r2)− : : :+(−1)n(rn) = (−1)n(r−1n ):�íùñßæïõìå (âëÝðå Üóêçóç 1.33) ü�é éó÷ýåé ç �áõ�ü�ç�á (rk) =
(r−1k )+(r−1k−1

); ïðü�å Ý÷ïõìå,






(r
0

)
=
(r−1

0

)

−
(r
1

)
= −

(r−1
1

)
−
(r−1

0

)

(r
2

)
=
(r−1

2

)
+
(r−1

1

)...
(−1)n(rn) = (−1)n(r−1n )+ (−1)n(r−1n−1

)







(+)
︷︸︸︷
=⇒

(r
0

)
−
(r
1

)
+
(r
2

)
− : : :+ (−1)n(rn) = (−1)n(r−1n )2.

( rm)(mk ) =
r!m!(r −m)!

· m!k!(m− k)! =
r!

(r − k)!k! · (r − k)!
(m− k)!(r −m)!

=

=
r!

(r − k)!k! · (r − k)!
(m− k)!(r − k −m+ k)! =

(rk)( r−km−k)



138 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ3. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ñüðùí åðéëïãÞò n áí�éêåéìÝíùí áðü r+s áí�é-êåßìåíá éóïý�áé ìå �ïõò �ñüðïõò åðéëïãÞò k áí�éêåéìÝíùí áðü r áðü �ár+s áí�éêåßìåíá êáé �ùí õðüëïéðùí n-k áí�éêåéìÝíùí áðü �á õðüëïéðás áðü �á r+s áí�éêåßìåíá, üðïõ �á r,s ðáñáìÝíïõí ó�áèåñÜ, �ï k üìùòìå�áâÜëëå�áé áðü 0 åþò n. ¢ñá ðñÜãìá�é,n∑k=0

(rk)( sn−k) =
(r+sn )4. Ìå âÜóç �ïí �ýðï ðïõ áðåäåß÷èåé ó�çí Üóêçóç 1.33 Ý÷ïõìå,

(n+1m+1

)
=
(nm)+

( nm+1

)
=
(nm)+

(n−1m )+
(n−1m+1

)
=

=
(nm)+

(n−1m )+
(n−2m )+

(n−2m+1

)
= : : : =

=
m∑k=0

( km)¢óêçóç 1.35. �ïéá ç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò,
∑k (rk)(sk)kü�áí r ≥ 0;Áðü �ïí ïñéóìü �ùí óõíäõáóìþí (sk) Ý÷ïõìå ü�é,

(sk) =
s!k!(s − k)! =

sk · (s− 1)!

(k − 1)!(s − k)! =
sk (s−1k−1

)Áðü �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìå áí�éêá�Üó�áóç ó�çí áñ÷éêÞ ðáßñíïõìå,
∑k (rk)(sk)k =

∑k (rk)(s−1k−1

)s = s∑k (rk)(s−1k−1

)Áðü �çí Üóêçóç 1.34 (ìÝñïò 3) Ý÷ïõìå ü�é,
∑k (rk)(s−1k−1

)
=
(r+s−1r−1

)ïðü�å �åëéêÜ �ï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá åßíáé,
∑k (rk)(sk)k =

(r+s−1r−1

)s; r ≥ 0



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 139¢óêçóç 1.36. �ïéá ç �éìÞ �ïõ áèñïßóìá�ïò,
∑k≥0

(n+k
2k )(2kk )(−1)kk + 1ãéá n ≥ 0;�ñïêåéìÝíïõ íá âïçèçèïýìå ó�ç ëýóç �çò Üóêçóçò áõ�Þò õðåíèõìßæïõìå�ïõò åðüìåíïõò �ýðïõò,

∑k≥0

(n+k
2k )(2kk ) =

∑k≥0

(n+kk )(nk)
(n+1k+1

)
=
n+ 1k + 1

·
(nk)

(n+kk ) =
(n+kn )êáé �Ýëïò,

∑k (rk)(s+kn )(−1)k = (−1)r( sn−r)×ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò ðáñáðÜíù �ýðïõò ðáßñíïõìå ó�áäéáêÜ áðü �çí áñ÷éêÞó÷Ýóç,
∑k≥0

(n+k
2k )(2kk )(−1)kk + 1

=
∑k≥0

(n+kk )(nk)(−1)kk + 1
=
∑k≥0

(n+kn )(n+1k+1

)(−1)kn + 1
=

= − 1n+ 1

∑k≥1

(n−1+kn )(n+1k )(−1)k =

= − 1n+ 1

∑k≥0

(n−1+kn )(n+1k )(−1)k +
1n+ 1

(n−1n ) =

= − 1n+ 1
(−1)n+1

(n−1
−1

)
+

1n + 1

(n−1n ) =
1n + 1

(n−1n )Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ïõóéáó�éêÜ ëõèåß ãéá�ß ï óõíäõáóìüò (n−1n ) åßíáé ßóïò ìåìçäÝí, åê�üò áðü �çí ðåñßð�ùóç üðïõ n = 0, ïðü�å éóïý�áé ìå �ç ìïíÜäá.





ÊåöÜëáéï 2�åííÞ�ñéåò Óõíáñ�ÞóåéòNow you play the loving woman I'll play the faithful manBut just don't look too 
lose into the palm of my handWe stood at the altar the gypsy swore our future was rightBut 
ome the wee wee hours well maybe baby the gypsy liedSo when you look at me you better look hard and look twi
eIs that me baby or just a brilliant disguiseTonight our bed is 
old I'm lost in the darkness of our loveGod have mer
y of the man who doubts what he's sure ofBrilliant DisguiseBRUCE SPRINGSTEEN





�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 143¢óêçóç 2.1. �ïéá áêïëïõèßá Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çí,1. A(x) =
1 + 2x− x2 − x3

1 + x− x2 − x32. A(x) =
2 + 3x− 6x2

1 + 2x3. A(x) =
2

1 − 4x21. Åßíáé,A(x) =
1 + x− x2 − x3

1 + x− x2 − x3
+

x
1 + x− x2 − x3

= 1+
x

1 + x− x2(1 + x) =

= 1 +
x

(1 + x)(1 − x2)
= 1 +

x
(1 + x)2(1 − x)Áíáëýïõìå �ï êëÜóìá x

(1+x)2(1−x)
óå Üèñïéóìá áðëþí êëáóìÜ�ùí,x

(1 + x)2(1 − x) =
A

1 − x +
B

1 + x +
C

(1 + x)2 =⇒x = A(1 + x)2 +B(1 − x)(1 + x) + C(1 − x) =⇒x = (A−B)x2 + (2A− C)x+A+B + C =⇒






A−B = 0
2A− C = 1A+B + C = 0






=⇒







A = B
4A = 1C = −2A 




=⇒







A = 1
4B = 1
4C = −1

2





¢ñá Ý÷ïõìå,A(x) = 1 +
1

4
(1 − x)−1 +

1

4
(1 + x)−1 − 1

2
(1 + x)−2 =

= 1 +
1

4

∞∑k=0

(−1k )(−1)kxk +
1

4

∞∑k=0

(−1k )xk − 1

2

∞∑k=0

(−2k )xk =
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= 1 +

1

4

∞∑k=0

xk +
1

4

∞∑k=0

(−1)kxk − 1

2

∞∑k=0

(−1)k(k + 1)xk =

= 1 +

∞∑k=0

[
1

4
+

1

4
(−1)k − 1

2
(−1)k(k + 1)]xk =

= 1 + x− x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 − 3x6 + : : : :2. A(x) =
2 + 3x− 6x2

1 + 2x = −3x + 3 − 1

2x + 1
=

= 3 − 3x− (1 + 2x)−1 = 3 − 3x−
∞∑k=0

(−1k )2kxk =

= 3 − 3x −
∞∑k=0

(−1)k2kxk = 2 − x− 4x2 + 8x3 − 16x4 + : : : :3. A(x) =
2

1 − 4x2
= 2(1 − 4x2)−1 = 2

∞∑k=0

(−1k )(−1)k4kx2k =

= 2
∞∑k=0

4kx2k = 2 + 0 · x+ 8x2 + 0 · x3 + 32x4 + : : : :¢óêçóç 2.2. �ïéá åßíáé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò,1. 2; 5; 13; 35; : : : ; 2n + 3n; : : : :2. 1; 2; 3; : : : ; r; : : : :1. Åßíáé, A(x) = 20 + 30 + (21 + 31)x + (22 + 32)x2 + : : : =
= (20 + 21x+ 22x2 + : : :) + (30 + 31x + 32x2 + : : :) =

= [(2x)0 + (2x)1 + (2x)2 + : : :] + [(3x)0 + (3x)1 + (3x)2 + : : :] =

=
1

1 − 2x +
1

1 − 3x =
1 − 3x + 1 − 2x
1 − 5x + 6x2

=
2 − 5x

1 − 5x + 6x2
:



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 1452. ¸÷ïõìå, A(x) = 1 + 2x + 3x2 + : : :+ rxr−1 + : : : =
= (x + x2 + x3 + : : : + xr + : : :)′ = [(1 + x+ x2 + : : :) − 1]′ =

= (
1

1 − x − 1)′ =
1

(1 − x)2 :¢óêçóç 2.3. Íá áðïäåé÷èåß ç ó÷Ýóç (nr) = (n−1r ) + (n−1r−1 ) ìå ÷ñÞóç ãåííç-�ñéþí óõíáñ�Þóåùí. 1�áñá�çñïýìå ü�é ïé (nr) åßíáé ïé óõí�åëåó�Ýò �ïõ zr ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ
(1 + z)n: Áõ�ü üìùò ãñÜöå�áé êáé ó�ç ìïñöÞ (1 + z)n−1 + z(1 + z)n−1; �ïõïðïßïõ ïé óõí�åëåó�Ýò �çò äýíáìçò zr åßíáé óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá �ïõáèñïßóìá�ïò, (n−1r )+

(n−1r−1

); êáé Üñá Ý÷ïõìå äåßîåé �ï æç�ïýìåíï.¢óêçóç 2.4. Íá áðïäåé÷èïýí ïé éäéü�ç�åò �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí ÷ñçóé-ìïðïéþí�áò �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò. Áêüìá, íá áðïäåé÷èåß êáé ç éäéü�ç�á�çò êëßìáêáò.Ç éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò ìáò ëÝåé ü�é ç áêïëïõèßá,äk =

k∑r=0

arbk−r; k = 0; 1; 2; : : : ;ðïõ åßíáé óõíÝëéîç �ùí áêïëïõèéþí ar; br; äçëáäÞ är = ar∗br; Ý÷åé ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç Ä(x) = A(x) ·B(x): Ìå âÜóç �çí éäéü�ç�á áõ�Þ èá äåßîïõìå ü�é,áí bk =
∑kr=0 ar; k = 0; 1; 2; : : : ; �ü�å ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáòbk åßíáé B(x) =

A(x)
1 − xÈåùñïýìå �çí áêïëïõèßá ãk = 1 ∀k ∈ N; ïðü�å ç (ãk) Ý÷åé ãåííÞ�ñéáóõíÜñ�çóç �ç �(x) = 1

1−x : Ôü�å,bk =

k∑r=0

ar =

k∑r=0

ar · 1 =

k∑r=0

arãk−r1ÂëÝðå êáé ÊåöÜëáéï 1 ãéá ìßá óõíäõáó�éêÞ áðüäåéîç �çò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåùò.



146 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÄçëáäÞ ç bk åßíáé óõíÝëéîç �ùí ak êáé ãk êé Ý�óé óýìöùíá ìå �çí õðüèåóçèá Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç,B(x) = A(x) · �(x) =⇒ B(x) =
A(x)
1 − x¸ó�ù �þñá ü�é èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç B(x)�çò áêïëïõèßáò bk =

∑∞r=k ar: ¸÷ïõìå ü�é,bk =

∞∑r=k ar =

∞∑r=0

ar − k−1∑r=0

ar = A(1) −
k−1∑r=0

ar =⇒

∞∑k=0

bkxk =

∞∑k=0

A(1)xk − ∞∑k=0

k−1∑r=0

arxk =⇒

∞∑k=0

bkxk =
A(1)

1 − x − xA(x)
1 − x =⇒ B(x) =

A(1) − xA(x)
1 − xÈá áðïäåßîïõìå �þñá �çí éäéü�ç�á �çò êëßìáêáò, äçëáäÞ ü�é ç áêïëïõèßábr = rar; r = 0; 1; 2; : : : ; Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç B(x) = xA′(x) êáé ü�é çáêïëïõèßá är = arr+1 ; r = 0; 1; 2; : : : ; Ý÷åé ãåííÞ�ñéá,Ä(x) =

1x ∫ x
0
A(t)dt:E÷ïõìå,B(x) = b0 + b1x + b2x2 + : : : = 0a0 + 1a1x + 2a2x2 + : : : =

= x(1a1 + 2a2x+ 3a3x2 + : : :) = x(a1x+ a2x2 + a3x3 + : : :)′ =

= x(a0 + a1x+ a2x2 + : : :)′ = xA′(x):Ä(x) =
a0

1
+
a1

2
x +

a2

3
x2 + : : : =

=
1x(a0x + a1

x2

2
+ a2

x3

3
+ : : :) =

=
1x ∫ x

0
(a0 + a1t+ a2t2 + : : :)dt =

1x ∫ x
0
A(t)dt



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 147¢óêçóç 2.5. ¸ó�ù a0; a1; : : : ìßá Üðåéñç áêïëïõèßá. ¸ó�ù áêüìá ü�éa =
∞∑n=0

an;a ∈ R êáé A(x) =
∞∑n=0

anxn:Ç áêïëïõèßá �ùí áèñïéóìá�éêþí õðïëïßðùí ïñßæå�áé ùò åîÞò,bn =

∞∑i=n+1

aiÍá âñåèåß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò bn óáí óõíÜñ�çóç �ùí a êáé Á(x):¸÷ïõìå ü�é bn =

∞∑i=n+1

ai =

∞∑i=0

ai − n∑i=0

ai =⇒bn = a− n∑i=0

ai:Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a; a; : : : åßíáé ç a
1−x ; åíþ áðü �çíéäéü�ç�á �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí ãíùñßæïõìå ü�é ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çòáêïëïõèßáò n∑i=0

aiåßíáé ç A(x)
1−x : ÅðïìÝíùò áðü �çí ãñáììéêÞ éäéü�ç�á �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þ-óåùí, ç æç�ïýìåíç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò bn åßíáé ç,B(x) =

a
1 − x − A(x)

1 − x =
a−A(x)

1 − x¢óêçóç 2.6. Íá âñåèåß êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çòáêïëïõèßáò ar = r2; r = 0; 1; 2; : : : êáé ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ïÜèñïéóìá 12 + 22 + 32 + : : : + r2: 22ÂëÝðå ÊåöÜëáéï 1 ãéá Ýíáí Üëëï �ñüðï õðïëïãéóìïý �ïõ �åëåõ�áßïõ áèñïßóìá�ïò.



148 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¸÷ïõìå, A(x) = 0 + 12x + 22x2 + 32x3 + 42x4 + : : : =
= x(12 + 22x+ 32x2 + 42x3 + : : :) = x(x + 2x2 + 3x3 + 4x4 + : : :)′ =

= x[x(1 + 2x + 3x2 + 4x3 + : : :)]′ = x[x(x + x2 + x3 + x4 + : : :)′]′ =

= x[x( 1

1 − x − 1)′]′ = x[ x
(1 − x)2 ]′ =

x(1 + x)
(1 − x)3ï ïðïßïò åßíáé êáé ï æç�ïýìåíïò êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç�çò áêïëïõèßáò ar = r2:Áðü �çí éäéü�ç�á �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí ðñïêýð�åé ü�é ãåííÞ�ñéá óõ-íÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò 02; 02 +12; 02 +12+22; : : : ; 02+12+22+ : : :+r2; : : :åßíáé ç S(x) =

A(x)
1 − x =

x(1 + x)
(1 − x)4�éá íá õðïëïãßóïõìå �ï æç�ïýìåíï Üèñïéóìá áñêåß óõíåðþò íá õðïëïãß-óïõìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xr ó�çí ðáñáðÜíù óõíÜñ�çóç.Áðü �ï äéùíõìéêü áíÜð�õãìá Ý÷ïõìå ãéá �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xr ó�ï

(1 − x)−4;
(−4)(−4 − 1) : : : (−4 − r + 1)r! (−1)r =

4 · 5 · : : : · (r + 3)r! =

=
(r + 1)(r + 2)(r + 3)

1 · 2 · 3ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�çí óõíÜñ�çóç S(x) åßíáé ïr(r + 1)(r + 2)

1 · 2 · 3 +
(r − 1)r(r + 1)

1 · 2 · 3 =
r(r + 1)(2r + 1)

6¸�óé �åëéêÜ Ý÷ïõìå ãéá �ï æç�ïýìåíï ü�é,
12 + 22 + : : : + r2 =

r(r + 1)(2r + 1)

6¢óêçóç 2.7. Íá õðïëïãéó�åß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar =
(r − 1)r(r + 1): Ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá 3 · 2 · 1 + 4 · 3 ·
2 + : : : + (n + 1)n(n− 1):



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 149¸÷ïõìå,A(x) = a0 + a1x+ a2x2 + : : : = 1 · 0 · (−1) + 2 · 1 · 0x + 3 · 2 · 1x2 + : : : =
= 3 · 2 · 1x2 + 4 · 3 · 2x3 + : : : = x2(3 · 2 · 1 + 4 · 3 · 2x + : : :) =

= x2(3 · 2x + 4 · 3x2 + : : :)′ = x2(3x2 + 4x3 + : : :)′′ =

= x2(x3 + x4 + : : :)′′′ = x2[
1

1 − x − (1 + x + x2)]′′′ =

= x2(
1

1 − x)′′′ = : : : = 6x2

(1 − x)4Ìå âÜóç �çí éäéü�ç�á �ùí ìåñéêþí áèñïéóìÜ�ùí, åÜí S(x) = s0 + s1x+s2x2 + : : : ; üðïõ sk =

k∑r=0

arèá Ý÷ïõìå S(x) = A(x)
1−x =⇒ S(x) = 6x2

(1−x)5
: ¢ñá ãéá íá âñïýìå �ïsn =

n∑r=0

anáñêåß íá áíáð�ýîïõìå �ï S(x). ¸÷ïõìå:S(x) = 6x2(1 − x)−5 = 6x2
∞∑k=0

(−5k )(−1)kxk =

=
∞∑k=0

6
(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

4!
xk+2 =⇒sk = 6

(k − 1)k(k + 1)(k + 2)

4!
=

(k − 1)k(k + 1)(k + 2)

4¢óêçóç 2.8. Ìå ÷ñÞóç ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí, íá áðïäåßîå�å �ïõò ðá-ñáêÜ�ù �ýðïõò:1. n∑k=0

(rk)( sn−k) =
(r+sn )
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( km) =
(n+1m+1

)(ÂëÝðå êáé ÊåöÜëáéï 1 ãéá ìßá óõíäõáó�éêÞ áðüäåéîç �ùí ðáñáðÜíù �ýðùí.)1. �áñá�çñïýìå ü�é �ï Üèñïéóìá áðï�åëåß óõíÝëéîç �ùí áêïëïõèéþí xk =
(rk) êáé yk =

(sk): ¼ìùò ç áêïëïõèßá xk =
(rk) Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ-�çóç �çí (1+z)r åíþ ç yk = (sk) Ý÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çí (1+z)s:Óýìöùíá ìå �çí éäéü�ç�á �çò óõíÝëéîçò ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò

(

n∑k=0

(rk)( sn−k))åßíáé ç (1 + z)r+s ïðü�å �ï ðáñáðÜíù Üèñïéóìá, ðïõ ðáñéó�Ü �ïí n-ïó�ü üñï �çò áêïëïõèßáò èá éóïý�áé ìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ zn ó�çíðñïçãïýìåíç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå,n∑k=0

(rk)( sn−k) =
(r+sn )2. ÈÝ�ïõìå X(z) =

∞∑m=0

(n+1m+1

)zmêáé Y (z) =

∞∑m=0

[

n∑k=0

( km)]zm:Áñêåß íá äåßîïìå ü�é X(z) = Y (z): ¸÷ïõìå,X(z) =
∞∑m=0

(n+1m+1

)zm = z−1
∞∑m=0

(n+1m+1

)zm+1 =

= z−1
∞∑k=1

(n+1k )zk = z−1[(1 + z)n+1 − 1]



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 151Y (z) =

∞∑m=0

[

n∑k=0

( km)]zm =

n∑k=0

[

∞∑m=0

( km)zm] =

=
n∑k=0

(1 + z)k =
(1 + z)n+1 − 1

(1 + z) − 1
=

= z−1[(1 + z)n+1 − 1]Áðü �éò äýï ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðñïêýð�åé ü�é,X(z) = Y (z) =⇒
n∑k=0

( km) =
(n+1m+1

)¢óêçóç 2.9. �éá äïóìÝíï t íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá,t∑i=0

(2ii )(2t−2it−i ):¸ó�ù ai =
(
2ii ): Ôü�å bi =

(
2t−2it−i ) = at−i; ïðü�å åßíáé,ä(t) =

t∑i=0

(2ii )(2t−2it−i ) = ai ∗ bi = ai ∗ at−iêáé Ý�óé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò äi åßíáé óýìöùíá ìå �çí éäéü�ç�á �çòóõíÝëéîçò Ä(x) = [A(x)]2: ¼ìùò åßíáé,A(x) = (1 − 4x)− 1
2ãéá�ß,

(1 − 4x)− 1
2 =

∞∑k=0

(− 1
2k )(−1)k4kxk =

=

∞∑k=0

(−1
2)(−3

2 ) : : : (−2k+1
2 )

1 · 2 · : : : · k (−1)k4kxk =

∞∑k=0

1 · 3 : : : (2k − 1)

1 · 2 : : : k 2kxk =

=

∞∑k=0

1 · 2 : : : (2k)
(k!)2 xk =

∞∑k=0

(2k)!k!k! xk =

∞∑k=0

(
2kk )xk



152 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¸�óé, Ä(x) = [A(x)]2 = [(1 − 4x)− 1
2 ]2 = (1 − 4x)−1 =

=
∞∑k=0

(−1k )(−1)k4kxk =
∞∑k=0

4kxk¢ñá, t∑i=0

(
2ii )(2t−2it−i ) = 4t¢óêçóç 2.10. Íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá,n−1∑k=2

(n− k)(n− k)(n−1n−k):¸ó�ù ak = k2 êáé bk =
(n−1n−k): Ôü�å,bk ∗ ak =

n∑k=0

akbn−k =

n∑k=0

an−kbk =

= anb0 + an−1b1 +

n−1∑k=2

an−kbk + a0bn = (n− 1)2 +

n−1∑k=2

an−kbk =⇒n−1∑k=2

an−kbk = bk ∗ ak − (n− 1)2¼ìùò Ý÷ïõìå áðü �çí Üóêçóç 2.6 ü�é,A(x) = a0 + a1x + a2x2 + : : : = 02 + 12x + 22x2 + : : : =
=
x(1 + x)
(1 − x)3 ;êáé B(x) = b0 + b1x + b2x2 + : : : = (n−1n )+

(n−1n−1

)x +
(n−1n−2

)x2 + : : : =
= x[(n−1n−1

)
+
(n−1n−2

)x+ : : :] = x[(n−1
0

)
+
(n−1

1

)x+ : : :] = x(1 + x)n−1
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an−kbkÝ÷åé ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç,A(x) · B(x) = x(1 + x)n−1x(1 + x)
(1 − x)3 =

x2(1 + x)n
(1 − x)3 =

= x2
n∑m=0

(nm)xm ∞∑k=0

(−3k )(−1)kxk = x2
n∑m=0

(nm)xm ∞∑k=0

(k + 1)(k + 2)

2
xk =

=
n∑m=0

∞∑k=0

(nm)(k + 1)(k + 2)

2
xm+k+2¢ñá ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xn åßíáé ï,n∑k=0

an−kbk =
n−2∑m=0

(nm)(n−m− 1)(n −m)

2ÅðïìÝíùò áðü �á ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå ü�é,n−1∑k=2

an−kbk =

n−2∑m=0

(nm)(n−m− 1)(n −m)

2
− (n− 1)2 =

=
n(n− 1)

2

n−2∑m=0

(n−2m )− (n− 1)2 = n(n− 1)2n−3 − (n− 1)2¢óêçóç 2.11. ¸ó�ù × ìßá �õ÷áßá ìå�áâëç�Þ, ðïõ ðáßñíåé �éò �éìÝò 0; 1; : : :ìå ðéèáíü�ç�á áí�ßó�ïé÷áx0; x1; : : : ; (xi ≥ 0 êáé ∑i xi = 1):¸ó�ù X(s) =
∑∞k=0 xksk ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò ×. ¸ó�ù Õ ç �õ÷áßáìå�áâëç�Þ, ðïõ ðáßñíïõìå åÜí ðñïóèÝóïõìå n áíåîÜñ�ç�á äåßãìá�á �çò X.¸ó�ù y0; y1; : : : ïé ðéèáíü�ç�åò íá ðÜñåé ç y �éò �éìÝò 0; 1; 2; : : : áí�ßó�ïé÷á.Íá áðïäåßîå�å ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç Y (s) =

∑k yksk åßíáé ßóç ìå
[X(s)]n:



154 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¸ó�ù ïé éóüíïìåò ìå �ç × �õ÷áßåò ìå�áâëç�Ýò X1;X2; : : : ;Xn êáé Ýó�ùü�é Y = X1 + X2 + : : : + Xn: Ôü�å ç ðéèáíü�ç�á yk íá ðÜñåé ç ìå�áâëç�ÞY �çí �éìÞ k èá éóïý�áé ìå �ï Üèñïéóìá �ùí xi1 · xi2 · : : : · xin ãéá üëá �ái1; i2; : : : ; in �Ý�ïéá þó�å i1 + i2 + : : : + in = k: Ôï Üèñïéóìá üìùò áõ�þí�ùí ãéíïìÝíùí åßíáé ðñÜãìá�é ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xk ó�ï ðïëõþíõìï,Y (s) = (x0s0 + x1s+ x2s2 + : : :)(x0s0 + x1s + x2s2 + : : :) : : :: : : (x0s0 + x1s + x2s2 + : : :) =

= (x0 + x1s+ x2s2 + : : :)n = [X(s)]nÅðïìÝíùò, Y (s) =
∑k yksk = [X(s)]n¢óêçóç 2.12. Âñåß�å �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1;: : :üðïõ ar åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá åðéëÝîïõìå (ìå åðáíáëÞøåéò) r ãñÜì-ìá�á áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2} ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é �ï ãñÜììá 0 èá åðé-ëåãåß æõãü áñéèìü öïñþí. Ìå âÜóç �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç õðïëïãßó�å �ïar: Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç, ðïõ Ý÷åé óáí óõí�åëåó�Ýò �ïõò áñéèìïýò �ùí�ñüðùí åðéëïãÞò, åßíáé ç,A(x) = (1 + x2 + x4 + : : :)(1 + x+ x2 + : : :)(1 + x + x2 + : : :) =

=
1

1 − x2

1

(1 − x)2 =
1

1 + x 1

(1 − x)3ÊÜíïõìå áíÜëõóç óå Üèñïéóìá áðëþí êëáóìÜ�ùí,A(x) =
1

1 + x 1

(1 − x)3 =
A

1 + x +
B

1 − x +
C

(1 − x)2 +
D

(1 − x)3 =⇒

1 = A(1 − x)3 +B(1 + x)(1 − x)2 + C(1 − x)(1 + x) +D(1 + x) =⇒
1 = A+3Ax2−3Ax−Ax3 +Bx3−Bx2−Bx+B+C−Cx2 +D+Dx =⇒







A−B = 0
3A−B − C = 0
−3A−B +D = 0A+B + C +D = 1







=⇒







A = BC = 2AD = 4AA+A+ 2A + 4A = 1







=⇒
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





A = 1
8B = 1
8C = 1
4D = 1
2





¢ñá, A(x) =
1

8
(1 + x)−1 +

1

8
(1 − x)−1 +

1

4
(1 − x)−2 +

1

2
(1 − x)−3 =

=
1

8

∞∑k=0

(−1k )xk +
1

8

∞∑k=0

(−1k )(−1)kxk+
+

1

4

∞∑k=0

(−2k )(−1)kxk +
1

2

∞∑k=0

(−3k )(−1)kxk =

=
1

8

∞∑k=0

(−1)kxk +
1

8

∞∑k=0

xk+
+

1

4

∞∑k=0

(k + 1)xk +
1

2

∞∑k=0

(k + 1)(k + 2)

2
xk =⇒ar =

1

8
(−1)r +

1

8
+
r + 1

4
+

(r + 1)(r + 2)

4
=

=
1

8
[1 + (−1)r] + (r + 1)(r + 3)

4¢óêçóç 2.13. Äßíå�áé ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áêïëïõèßá a0; a1; : : : :Íá âñåèïýí1. ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò õðáêïëïõèßáò a1; a4;a7;: : : : (Õðüäåéîç: Áíw = e 2
3
�i �ü�å w0 + w1 + w2 = 0:)2. ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí õðáêïëïõèßá �ùí üñùí ìå æõãü äåßê�ç,äçëáäÞ a0;a2;a4;: : : :1. ¸ó�ù A(x) = a0 + a1x + a2x2 + : : : : Ïé,w0 = 1; w1 = e 2

3
�i = cos

2�
3

+ i sin 2�
3

= −1

2
+ i√3

2
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3
i = −(

1

2
+ i√3

2
)åßíáé ïé �ñåéò ìéãáäéêÝò �ñß�åò ñßæåò �çò ìïíÜäïò êáé ãé áõ�Ýò éó÷ýåéáðü �ç ìéãáäéêÞ áíÜëõóç ü�éw0 + w1 + w2 = 0 êáé w2

1 = w2; w2
2 = w1¸÷ïõìå, A(x) − a0x = a1 + a2x + a3x2 + : : : =⇒







A(w0x)−a0w0x = A(x)−a0x = a1 + a2w0x + a3w2
0x2 + : : :A(w1x)−a0w1x = a1 + a2w1x+ a3w2

1x2 + : : :A(w2x)−a0w2x = a1 + a2w2x+ a3w2
2x2 + : : : 





(+)
︷︸︸︷
=⇒A(w0x) − a0w0x +

A(w1x) − a0w1x +
A(w2x) − a0w2x =

= 3a1 + (w0 + w1 + w2)a2x+ (w0 + w1 + w2)a3x2 + : : : =⇒A(w0x) +w2A(w1x) +w1A(w2x)
3x = a1 + a4x3 + a7x6 + : : : =⇒A(w0

3
√x) + w2A(w1

3
√x) + w1A(w2

3
√x)

3 3
√x = a1 + a4x+ a7x2 + : : : :¢ñá ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò õðáêïëïõèßáò a1; a4; a7; : : : åßíáé ç,A3k−2(x) =
A(w0

3
√x) + w2A(w1

3
√x) + w1A(w2

3
√x)

3 3
√x2. ¸ó�ùA(x) = a0+a1x+a2x2+: : : : Ôü�å A(−x) = a0−a1x+a2x2−: : : ;ïðü�å ðñïóèÝ�ïí�áò êá�Ü ìÝëç ðáßñíïõìå,A(x) +A(−x) = 2a0 + 2a2x2 + : : : =⇒A(x) +A(−x)

2
= a0 + a2x2 + a4x4 + : : :



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 157êáé �åëéêÜ, a0 + a2x+ a4x2 + : : : = A(
√x) +A(−√x)

2
:¢ñá ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò õðáêïëïõèßáò �ùí üñùí ìå æõãü äåßê�çåßíáé ç, Z(x) =

A(
√x) +A(−√x)

2¢óêçóç 2.14. Íá âñåèåß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò a0; a1; : : : ;üðïõ ï üñïò ar éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí íá åðéëÝîïõìå r áí�éêåß-ìåíá ìå åðáíáëÞøåéò áðü 10 óõíïëéêÜ áí�éêåßìåíá, ìå�áîý �ùí ïðïßùí �ïáí�éêåßìåíï × ìðïñåß íá åðéëåãåß �ï ðïëý äýï öïñÝò, �ï áí�éêåßìåíï Õ �ïðïëý �ñåéò öïñÝò êáé �á õðüëïéðá áí�éêåßìåíá áðü ìßá �ï ðïëý öïñÜ.Èá äåßîïõìå ü�é ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò åßíáé ç,A(z) = (1 + z + z2)(1 + z + z2 + z3)(1 + z)8�ñÜãìá�é ï óõí�åëåó�Þò �ïõ zr ó�ï áíÜð�õãìá �çò A(z) åßíáé ï áñéèìüò �ùí�ñüðùí äçìéïõñãßáò �ïõ üñïõ zr áðü �ïõò ðáñÜãïí�åò 1+z+z2; 1+z+z2+z3êáé �ïõò ïê�þ ðáñÜãïí�åò 1 + z:Ç óõíåéóöïñÜ �ïõ ðáñÜãïí�á 1+ z+ z2 åßíáé 1; z Þ z2 áíÜëïãá ìå �ï áíåðéëÝãïõìå �ï áí�éêåßìåíï X ìçäÝí, ìßá Þ äýï öïñÝò. Ïìïßùò ç óõíåéóöïñÜ�ïõ ðáñÜãïí�á 1+z+z2+z3 åßíáé 1; z; z2 Þ z3 áíÜëïãá ìå �ï áí åðéëÝãïõìå�ï áí�éêåßìåíï Õ ìçäÝí, ìßá, äýï Þ �ñåéò öïñÝò. ÔÝëïò ç óõíåéóöïñÜ êáèåíüòáðü �ïõò ïê�þ ðáñÜãïí�åò 1 + z åßíáé 1 Þ z áíÜëïãá ìå �ï áí êáèÝíá áðü�á õðüëïéðá ïê�þ áí�éêåéìÝíùí åðéëÝãå�áé êáììßá Þ ìßá öïñÜ.¢óêçóç 2.15. Ìå �ç ÷ñÞóç áðáñéèìç�þí íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùííá åðéëÝîïõìå r áí�éêåßìåíá ìå áðåñéüñéó�åò åðáíáëÞøåéò áðü n áí�éêåß-ìåíá.Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç A(x) �ùí áðáñéèìç�þí åßíáé ç,A(x) = (1 + x+ x2 + : : :)náöïý êÜèå ðáñÝíèåóç áí�éó�ïé÷åß ó�ç äõíá�ü�ç�Ü ìáò íá åðéëÝîïõìå êáíÝíá,Ýíá, äýï, : : : áí�éêåßìåíá áðü êÜèå åßäïò, åíþ �ï ãéíüìåíï �ùí ðáñåíèÝóåùí



158 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ(ýøùóç ó�ç n-ïó�Þ äýíáìç) áí�éó�ïé÷åß ó�ï óõíäõáóìü �ùí �ñüðùí åðéëï-ãÞò ãéá �á n áí�éêåßìåíá ìáæß. ¸�óé Ý÷ïõìå,A(x) = (1 + x + x2 + : : :)n = (
1

1 − x)n = (1 − x)−n =

=
∞∑k=0

(−nk )(−1)kxk =
∞∑k=0

(−n)(−n− 1) : : : (−n− k + 1)k! (−1)kxk =

=
∞∑k=0

n(n+ 1) : : : (n + k − 1)k! xk =
∞∑k=0

(n + k − 1)!k!(n− 1)!
xk =

=

∞∑k=0

(n+k−1k )xk¢ñá ï áðáñéèìç�Þò ãéá �çí åðéëïãÞ r áí�éêåéìÝíùí ìå åðáíÜëçøç áðü náí�éêåßìåíá åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr ó�ï Üèñïéóìá, äçëáäÞ ï (n+r−1r ):¢óêçóç 2.16. �ïéïò åßíáé ï áðáñéèìç�Þò ãéá �éò åðéëïãÝò r áí�éêåéìÝ-íùí áðü n áí�éêåßìåíá (r ≥ n); ìå áðåñéüñéó�åò åðáíáëÞøåéò, áëëÜ êÜèåáí�éêåßìåíï íá åðéëÝãå�áé êÜèå öïñÜ.Áöïý êÜèå áí�éêåßìåíï áðü �á r ìðïñåß íá åðéëÝãå�áé ìßá, äýï, �ñåéò, : : :öïñÝò, ï æç�ïýìåíïò áðáñéèìç�Þò èá åßíáé,A(x) = (x + x2 + x3 + : : :)n = (
1

1 − x − 1)n = (
1 − 1 + x

1 − x )n =

= (
x

1 − x )n = xn(1 − x)−n = xn ∞∑k=0

(−nk )(−1)kxk =

∞∑k=0

(n+k−1k )xn+k¢ñá ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ãéá �çí åðéëïãÞ r áí�éêåéìÝíùí áðü �á n ìå �ïíäïóìÝíï ðåñéïñéóìü, êÜèå áí�éêåßìåíï íá åðéëÝãå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ,äßíå�áé áðü �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xr; äçëáäÞ ãéá k = r − n êáé åßíáé ï (r−1r−n):¢óêçóç 2.17. Íá õðïëïãéó�åß �ï Üèñïéóìá,r∑i=0

r!
(r − i+ 1)!(i + 1)!



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 159r∑i=0

r!
(r − i+ 1)!(i + 1)!

=
r∑i=0

r!(r + 1)(r + 2)

(r − i+ 1)!(i + 1)!
· 1

(r + 1)(r + 2)
=

=

r∑i=0

(r+2i+1

) 1

(r + 1)(r + 2)
=

1

(r + 1)(r + 2)

r∑i=0

(r+2i+1

)
=

=
1

(r + 1)(r + 2)
[
(r+2

1

)
+
(r+2

2

)
+ : : : + (r+2r+1

)
] =

=
1

(r + 1)(r + 2)
[2r+2 −

(r+2
0

)
−
(r+2r+2

)
] =

=
1

(r + 1)(r + 2)
(2r+2 − 1 − 1) =

2r+2 − 2

(r + 1)(r + 2)¢óêçóç 2.18. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí, ìå �ïõò ïðïßïõò 2t+1ìðÜëëåò ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå 3 äéáêåêñéììÝíá êïõ�éÜ, Ý�óé þó�åêÜèå êïõ�ß íá ìçí ðåñéÝ÷åé ðåñéóóü�åñåò áðü t ìðÜëëåò.Ï áðáñéèìç�Þò �ïõ æç�ïýìåíïõ áñéèìïý �ñüðùí ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò�ïõ 2t+1 åßíáé ï,A(x) = (1 + x+ x2 + : : :+ xt)(1 + x+ x2 + : : :+ xt)(1 + x+ x2 + : : :+ xt)üðïõ êÜèå ðáñÝíèåóç óõìâïëßæåé �ï ãåãïíüò ü�é óå êÜèå êïõ�ß ìðïñïýìå íá�ïðïèå�Þóïõìå áðü 0 åþò êáé t ìðÜëëåò, åíþ �ï ãéíüìåíï �ùí ðáñåíèÝóåùíåßíáé ï ïëéêüò �ñüðïò �ïðïèÝ�çóçò �ùí ìðáëëþí ó�á 3 êïõ�éÜ (èá äßíå�áéáðü �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x2t+1 ó�ï áíÜð�õãìá �çò A(x)). ¸÷ïõìå,A(x) = (1 + x + x2 + : : :+ xt)3 = (
1 − xt+1

1 − x )3 =

= (1 − xt+1)3(1 − x)−3 = (1 − 3xt+1 + 3x2t+2 − x3t+3)

∞∑k=0

(−3k )(−1)kxk =

= (1 − 3xt+1 + 3x2t+2 − x3t+3)

∞∑k=0

(k+2
2

)xk =
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=

∞∑k=0

(k+2
2

)xk − 3

∞∑k=0

(k+2
2

)xt+k+1 + 3

∞∑k=0

(k+2
2

)x2t+2+k − ∞∑k=0

(k+2
2 )x3t+3+k¢ñá ç æç�ïýìåíç �éìÞ, äçëáäÞ ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x2t+1 ó�ï ðáñáðÜíù áíÜ-ð�õãìá, åßíáé áíÜð�õãìá, åßíáé (2t+3

2

)
− 3
(t+2

2

) .¢óêçóç 2.19. ¸÷ïõìå 2 åßäç áí�éêåéìÝíùí. Ôï åßäïò 1 Ý÷åé p áí�éêåß-ìåíá êáé �ï åßäïò 2 Ý÷åé q áí�éêåßìåíá. Êá�Ü ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íáåðéëÝîïõìå r áí�éêåßìåíá;ÅÜí èÝóïõìå m = min{p; r} êáé n = min{q; r}; �ü�å ï áðáñéèìç�ÞòA(x) �ùí æç�ïýìåíùí �ñüðùí åðéëïãÞò åßíáéA(x) = (1+x+x2+ : : :+xm)(1+x+x2+ : : :+xn) =
1 − xm+1

1 − x · 1 − xn+1

1 − x =

= (1 − xm+1 − xn+1 + xm+n+2)(1 − x)−2 =

= (1 − xm+1 − xn+1 + xm+n+2)

∞∑k=0

(k + 1)xkÄéáêñßíïõìå �éò åîÞò ðåñéð�þóåéò :1. ÅÜí p+ q < r; �ü�å ðñïöáíþò ïé æç�ïýìåíïé �ñüðïé åßíáé 0.2. ÅÜí p+ q > r êáé
• p > r; q > r; �ü�å,A(x) = (1 − 2xr+1 + x2r+2)

∞∑k=0

(k + 1)xkêáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr åßíáé r+1.
• p > r; q < r; �ü�å,Á(x) = (1 − xr+1 − xq+1 + xr+q+2)

∞∑k=0

(k + 1)xk;êáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr åßíáé (r + 1) − (r − q) = q + 1:
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• p < q; q > r; �ü�å üìïéá ìå �çí ðñïçãïýìåíç õðïðåñßð�ùóç èáÝ÷ïõìå p + 1:¢óêçóç 2.20. Íá ðñïóäéïñéó�åß ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x15 ó�ï áíÜð�õãìá �çòf(x) = (x2 + x3 + x4 + : : :)4:Áöïý,

(x2 + x3 + x4 + : : :)4 = [x2(1 + x + x2 + : : :)]4 =

= (
x2

1 − x )4 =
x8

(1 − x)4 ;ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x15 ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x) åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x7ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ (1 − x)−4; äçëáäÞ,
(−4

7

)
(−1)7 = (−1)7

(4+7−1
7

)
(−1)7 =

(10
7

)
= 120:¢óêçóç 2.21. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß Ýíáò �áãìá�Üñ÷çò íá ìïéñÜóåé24 óöáßñåò óå �Ýóóåñéò ëï÷ßåò Ý�óé þó�å êÜèå ëï÷ßáò íá ðÜñåé �ïõëÜ÷éó�ïí�ñåéò óöáßñåò áëëÜ ü÷é ðåñéóóü�åñåò áðü ïê�þ óöáßñåò.Ïé åðéëïãÝò ãéá �ïí áñéèìü �ùí óöáéñþí ðïõ ðáßñíåé êÜèå ëï÷ßáò äßíïí�áéáðü �çí óõíÜñ�çóç x3 +x4 + : : :+ x8: ¸�óé ï áðáñéèìç�Þò �ùí æç�ïýìåíùí�ñüðùí äéáìïßñáóçò, äåäïìÝíïõ ü�é ïé ëï÷ßåò åßíáé �Ýóóåñéò, åßíáé ï A(x) =

(x3 + x4 + : : : + x8)4:Áíáæç�ïýìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x24 ó�ï áíÜð�õãìá �çò A(x): ¸÷ïõìå,
(x3 + x4 + : : : + x8)4 = x12(1 + x+ x2 + : : : + x5)4 =

= x12(
1 − x6

1 − x )4ÅðïìÝíùò ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x12 ó�ïáíÜð�õãìá �çò,
(1 − x6)4(1 − x)−4 =

= [1 −
(4
1

)x6 +
(4
2

)x12 − : : :+ x24][
(−4

0

)
+ (−4

1 )(−x) + (−4
2 )(−x)2 + : : :]ï ïðïßïò åßíáé ï,

[
(−4

12

)
(−1)12 −

(
4
1

)(−4
6

)
(−1)6 +

(
4
2

)(−4
0

)
] = [

(
15
12

)
−
(
4
1

)
(96) + (42)] = 125:



162 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢óêçóç 2.22. �üóïé �ñüðïé õðÜñ÷ïõí ãéá íá �ïðïèå�çèïýí 25 üìïéåò óöáß-ñåò óå 7 äéáöïñå�éêÜ êïõ�éÜ, ìå ìüíï �ïí ðåñéïñéóìü ü�é �ï ðñþ�ï êïõ�ß äåíåðé�ñÝðå�áé íá Ý÷åé ðÜíù áðü 10 óöáßñåò;Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �ïõ áñéèìïý �ùí �ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò r óöáéñþíóå 7 êïõ�éÜ, ìå �ïí ðåñéïñéóìü íá �ïðïèå�çèïýí �ï ðïëý 10 óöáßñåò ó�ïðñþ�ï êïõ�ß, åßíáé,f(x) = (1 + x + x2 + : : :+ x10)(1 + x+ x2 + : : :)6 =

= (
1 − x11

1 − x )(
1

1 − x)6 = (1 − x)−7(1 − x11) =

= (1 +
(7
1

)x +
(8
2

)x2 + : : : + (r+7−1r )xr + : : :)(1 − x11)Æç�Üìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x25 ó�ï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï, ï ïðïßïò äßíå�áéáðü �ï Üèñïéóìá, 3
(25+7−1

25

)
· 1 +

(14+7−1
14

)
· (−1) =

(31
25

)
−
(20
14

)
= 697521¢óêçóç 2.23. �üóïé �ñüðïé åðéëïãÞò 25 ðáé÷íéäéþí áðü ìßá ãêÜìá 7 óõ-íïëéêÜ ðáé÷íéäéþí õðÜñ÷ïõí, ü�áí ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå áðü äýï åþò ÝîéêïììÜ�éá áðü êÜèå ðáé÷íßäé;Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí ar; äçëáäÞ �çí áêïëïõèßá ðïõ äßíåé �ïíáñéèìü �ùí �ñüðùí åðéëïãÞò r ðáé÷íéäéþí áðü 7 äéáöïñå�éêÜ ðáé÷íßäéá, ìååðéëïãÞ áðü äýï åþò Ýîé êïìá�éþí áðü êÜèå ðáé÷íßäé, åßíáé,f(x) = (x2 + x3 + : : : + x6)7 =

= [x2(1 + x + : : : + x4)]7 = x14(1 + x + : : : + x4)73Ç áðÜí�çóç ó�çí Üóêçóç ìðïñïýóå íá âñåèåß ìå �ï åîÞò óõíäõáó�éêü åðé÷åßñçìá:Ìå�ñïýìå üëïõò �ïõò �ñüðïõò �ïðïèÝ�çóçò 25 óöáéñþí óå 7 êïõ�éÜ êáé áöáéñïýìåáð' áõ�ïýò åêåßíïõò ðïõ äåí ðëçñïýí �ïí äïóìÝíï ðåñéïñéóìü. Ïëïé ïé �ñüðïé åßíáé
(
25+7−1

25

)
=
(
31
25

); åíþ ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí ðïõ äåí ðëçñïýí �ïí ðåñéïñéóìü âñßóêå�áéáí �ïðïèå�Þóïõìå 11 áðü �éò 25 óöáßñåò ó�ï ðñþ�ï êïõ�ß êáé �éò õðüëïéðåò áõèáßñå�á óåüëá �á êïõ�éÜ, �ïõ ðñþ�ïõ óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ, äçëáäÞ åßíáé ï (
(25−11)+7−1
25−11 ) = (2014);ðñÜãìá ðïõ åðéâåâáéþíåé �ï áðï�Ýëåóìá ðïõ âñÝèçêå ðáñáðÜíù.



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 163Áíáæç�ïýìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x25 ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x): Áõ�üò åßíáé ïóõí�åëåó�Þò �ïõ x11 ó�ï áíÜð�õãìá,
(1 + x + : : :+ x4)7¸÷ïõìå,

(1 + x+ : : : + x4)7 = (
1 − x5

1 − x )7 = (1 − x)−7(1 − x5)7 =

= (1 +
(1+7−1

1

)x + : : : + (r+7−1r )xr + : : :)·
·(1 −

(
7
1

)x5 + : : : + (−1)r(7r)x5r − : : :− (77)x35)¢ñá ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x11 ó�ï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï åßíáé,
(
11+7−1

11

)
· 1 +

(
6+7−1

6

)
· (−

(
7
1

)
) +

(
1+7−1

1

)
·
(
7
2

)
=

=
(17
11

)
−
(12

6

)(7
1

)
+
(7
1

)(7
2

)
= 6055¢óêçóç 2.24. Ìå �ç âïÞèåéá �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí íá ðñïóäéïñß-óå�å ðüóá �å�ñáìåëÞ õðïóýíïëá �ïõ óõíüëïõ S = {1; 2; : : : ; 15} äåí ðåñéÝ-÷ïõí óõíå÷üìåíïõò áêåñáßïõò.¸ó�ù A = {a; b; 
; d} Ýíá �å�ñáìåëÝò õðïóýíïëï �ïõ S, ðïõ äåí ðåñéÝ-÷åé äýï óõíå÷üìåíïõò áêåñáßïõò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�ïò, áöïý �áó�ïé÷åßá åíüò óõíüëïõ äåí èåùñïýí�áé äéá�å�áãìÝíá, èåùñïýìå ü�é 1 ≤ a <b < 
 < d ≤ 15: Ôü�å õðï÷ñåù�éêÜ ìå âÜóç �ïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ èÝ�åé çÜóêçóç éó÷ýïõí �á åîÞò,
1 = a− 1 ≥ 0; 
2 = b− a ≥ 2; 
3 = 
− b ≥ 2
4 = d− 
 ≥ 2; 
5 = 15 − d ≥ 0ÔÝëïò, åßíáé ðñïöáíÝò ü�é Ý÷ïõìå êáé,
1 + 
2 + 
3 + 
4 + 
5 = 14Áí�ßó�ñïöá, áí Ý÷ïõìå ðÝí�å áêåñáßïõò 
1; 
2; 
3; 
4 êáé 
5 �Ý�ïéïõò þó�å
1; 
5 ≥ 0; 
2; 
3; 
4 ≥ 2 êáé 
1 + 
2 + : : : + 
5 = 14 ìðïñïýìå áõ�ïìÜ�ùò íáäçìéïõñãÞóïõìå Ýíá �å�ñáìåëÝò õðïóýíïëï �ïõ S,A = {1 + 
1; 1 + 
1 + 
2; : : : ; 1 + 
1 + : : : + 
4}



164 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÔï õðïóýíïëï áõ�ü éêáíïðïéåß �ïí ðåñéïñéóìü ðïõ �Ýèçêå áðü �çí Üóêçóç.Áðü �á ðáñáðÜíù ãßíå�áé öáíåñü ü�é õðÜñ÷åé ìßá Ýíá ðñïò Ýíá áí�éó�ïé-÷ßá ìå�áîý �ùí �å�ñáìåëþí õðïóõíüëùí �ïõ S, ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí óõíå÷üìå-íïõò áêåñáßïõò, êáé �ùí áêåñáßùí ëýóåùí �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò, ìå �ïõòäïóìÝíïõò ðåñéïñéóìïýò. Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðïõ äßíåé �ïí áñéèìü �ùíëýóåùí �çò ðéï ðÜíù åîßóùóçò åßíáé ç,f(x) = (1 + x+ x2 + : : :)(x2 + x3 + : : :)3(1 + x+ x2 + : : :) =

= x6(1 − x)−5Áíáæç�ïýìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x14 ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x) Þ äéáöïñå�éêÜ�ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ x8 ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ (1 − x)−5: Áõ�üò åßíáé ï,
(−5

8

)
(−1)8 =

(5+8−1
8

)
=
(12

8

)
= 495¢óêçóç 2.25. Âñåß�å �ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò ar; �ïõ áñéè-ìïý �ùí �ñüðùí Ýêöñáóçò �ïõ r óáí Üèñïéóìá äéáöïñå�éêþí áêåñáßùí.Ç æç�ïýìåíç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé ç,g(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) : : : (1 + xk) : : : :Ï ðáñÜãïí�áò 1 +xk ó�ï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï åêöñÜæåé �ï ãåãïíüò ü�é ìðï-ñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïìå �ïí áêÝñáéï k ìßá Þ êáìßá öïñÜ ó' Ýíá óõãêå-êñéìÝíï Üèñïéóìá ãéá �ï ó÷çìá�éóìü �ïõ áêåñáßïõ r. ¸�óé ï r ìðïñåß íáó÷çìá�éó�åß ìå ÷ñÞóç êÜèå áêåñáßïõ �ï ðïëý ìßá öïñÜ, üðùò áðáé�åß êáé çÜóêçóç.¢óêçóç 2.26. Íá äåé÷èåß ìå �ç âïÞèåéá �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí ü�éêÜèå èå�éêüò áêÝñáéïò ìðïñåß íá ãñáöåß êá�Ü ìïíáäéêü �ñüðï óáí Üèñïéóìáäéáöïñå�éêþí äõíÜìåùí �ïõ 2.Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áêïëïõèßá ar �ïõ áñéèìïý �ùí �ñüðùí íáãñÜøïõìå �ïí áêÝñáéï r óáí Üèñïéóìá äéáöïñå�éêþí äõíÜìåùí �ïõ 2 åßíáé,g(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x4) : : : (1 + x2k) : : : :



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 165�éá íá äåßîïõìå ü�é êÜèå áêÝñáéïò ìðïñåß íá ãñáöåß êá�Ü ìïíáäéêü �ñüðï óáíÜèñïéóìá äéáöïñå�éêþí äõíÜìåùí �ïõ 2, áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ï óõí�åëåó�ÞòêÜèå äýíáìçò �ïõ x ó�çí g(x) åßíáé ç ìïíÜäá. ÄçëáäÞ ü�é,g(x) = 1 + x + x2 + : : : = 1

1 − x =⇒

(1 − x)g(x) = 1Áðïäåéêíýïõìå áõ�Þí �çí �áõ�ü�ç�á ìå �çí åîÞò áíáäñïìéêÞ �å÷íéêÞ,
(1 − x)g(x) = (1 − x)(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) : : : =

= (1 − x2)(1 + x2)(1 + x4) : : : = (1 − x4)(1 + x4) : : : =
= : : : = 1áöïý ç äéáñêÞò áí�éêá�Üó�áóç �ïõ ãéíïìÝíïõ (1 − x2k)(1 + x2k) áðü �ï

1 − x2k+1 äéáãñÜöåé üëïõò �ïõò ðáñÜãïí�åò �çò g(x) �ïí Ýíáí ìå�Ü �ïíÜëëïí ìå áðï�Ýëåóìá íá Ý÷ïõìå �åëéêÜ,
(1 − x)g(x) = 1 =⇒ g(x) = 1 + x + x2 + : : :¢óêçóç 2.27. ¸ó�ù do(n) ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí åíüò áêåñáßïõ n óåáèñïßóìá�á ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìüíï ðåñé��ïýò üñïõò. Ïñßæïõìå do(0) = 1:1. Íá âñåèåß ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç Do(x) �çò áêïëïõèßáò do(0); do(1); : : : :2. ÅÜí dd(n) åßíáé ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí åíüò áêåñáßïõ n óå áèñïß-óìá�á ðïõ ðåñéÝ÷ïõí äéáöïñå�éêïýò üñïõò, �ß ó÷Ýóç Ý÷ïõí �á Dd(x)êáé Do(x);1. Ç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò do(0); do(1); do(2); : : : åßíáé ç,Do(x) = (1+x+x2+x3+ : : :)(1+x3+x6+ : : :)(1+x5+x10+ : : :) : : : =

=
1

1 − x 1

1 − x3

1

1 − x5
: : :



166 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ2. ¸÷ïõìå, Dd(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) : : : =
=

1 − x2

1 − x 1 − x4

1 − x2

1 − x6

1 − x3
: : : =

=
1

1 − x 1

1 − x3

1

1 − x5
: : : = Do(x)¢óêçóç 2.28. Âñåß�å �çí åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí ar; �ïíáñéèìü �ùí ìå�áèÝóåùí r áí�éêåéìÝíùí áðü n áí�éêåßìåíá ÷ùñßò åðáíÜëçøç.Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáé ç,f(x) = (1 + x)nüðïõ êÜèå ðáñÜãïí�áò ó�ï ðáñáðÜíù ãéíüìåíï áí�éðñïóùðåýåé �ç äõíá�ü-�ç�á íá åðéëÝîïõìå Þ ü÷é Ýíá áðü �á n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá óå êÜðïéáóõãêåêñéìÝíç ìå�Üèåóç r áí�éêåéìÝíùí. Ôï ü�é ç óåéñÜ åðéëïãÞò ðáßæåé ñüëïåêöñÜæå�áé áðü �ï ãåãïíüò ü�é èåùñïýìå �ïí ðáñáðÜíù áðáñéèìç�Þ óáí Ýíáíåêèå�éêü áðáñéèìç�Þ. ¸�óé ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò ar åßíáé ï óõí�åëåó�Þò�ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x); äçëáäÞ ó�ï,f(x) =

n∑k=0

(nk)xk =

n∑k=0

n!

(n− k)! · xkk!êáé åðïìÝíùò, ar = n!
(n−r)! :¢óêçóç 2.29. Âñåß�å �çí åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ï ar; �ïíáñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí ìå�áèÝóåùí r áí�éêåéìÝíùí, ðïõ åðéëÝãïí�áé áðü�Ýóóåñéò äéáöïñå�éêïýò �ýðïõò áí�éêåéìÝíùí, åê �ùí ïðïßùí �á áí�éêåßìåíáêÜèå �ýðïõ åðéëÝãïí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï êáé ü÷é ðåñéóóü�åñåò áðü ðÝí�åöïñÝò.Ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå ó�ç óåéñÜ r áí�éêåßìåíá ìåei áí�éêåßìåíá �ïõ i-ïó�ïý �ýðïõ åßíáé r!e1!e2!e3!e4! : �éá íá õðïëïãßóïìå �ïÜèñïéóìá üëùí áõ�þí �ùí üñùí, ðïõ ðëçñïýí �ïõò äïèÝí�åò ðåñéïñéóìïýò,èÝëïõìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �çò,

(
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
)4



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 167ÊÜèå ðáñÜãïí�áò ó�ï ðéï ðÜíù ãéíüìåíï áí�éðñïóùðåýåé �ç äõíá�ü�ç�á åðé-ëïãÞò äýï, �ñéþí, �åóóÜñùí Þ ðÝí�å áí�éêåéìÝíùí áðü êÜèå Ýíá áðü �á�Ýóóåñá åßäç. Ï áðáñéèìç�Þò ëáìâÜíå�áé åêèå�éêüò ãéá�ß ðñïöáíþò ìáò åí-äéáöÝñåé ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá ðáñïõóéÜæïí�áé �á áí�éêåßìåíá ó�çí êÜèå ìáòåðéëïãÞ �ùí r áí�éêåéìÝíùí.¢óêçóç 2.30. Âñåß�å �çí åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ïí áñéèìü�ùí �ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò r (äéáöïñå�éêþí) áíèñþðùí óå �ñåéò äéáöïñå�éêÝòáßèïõóåò ìå Ýíáí �ïõëÜ÷éó�ïí Üíèñùðï óå êÜèå áßèïõóá. ÅðáíáëÜâå�å �çíðáñáðÜíù Üóêçóç ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é èá �ïðïèå�çèåß æõãüò áñéèìüò áí-èñþðùí óå êÜèå áßèïõóá.Ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç ç æç�ïýìåíç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç åßíáéç, f(x) = (x +
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)3üðïõ ï êÜèå ðáñÜãïí�áò ó�ï ãéíüìåíï åêöñÜæåé �ç äõíá�ü�ç�á �ïðïèÝ�çóçòåíüò, äýï, �ñéþí Þ ðåñéóóï�Ýñùí áíèñþðùí óå êÜèå ìßá áðü �éò �ñåéò áßèïõ-óåò. Èåùñïýìå �ïí åêèå�éêü áðáñéèìç�Þ ãéá�ß �üóï ïé Üíèñùðïé üóï êáé ïéáßèïõóåò ó�éò ïðïßåò �ïðïèå�ïýí�áé, èåùñïýí�áé äéáêåêñéìÝíïé.Ìå áí�ßó�ïé÷ï óêåð�éêü ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ï äåý�åñïåñþ�çìá �çò Üóêçóçò åßíáé ç,g(x) = (1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ : : :)3¢óêçóç 2.31. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí äéá�Üîåùí r áí�éêåéìÝ-íùí ðïõ åðéëÝãïí�áé áðü áðåñéüñéó�ï áñéèìü áí�éêåéìÝíùí n äéáöïñå�éêþíåéäþí.Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ðïõ ëýíåé �ï æç�ïýìåíï ðñüâëçìá åßíáéç, f(x) = (1 + x +

x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)n =

= (ex)n = enxÊÜèå ðáñÜãïí�áò ó�ï ãéíüìåíï åêöñÜæåé �ç äõíá�ü�ç�á åðéëïãÞò êáíåíüò,åíüò, äýï Þ ðåñéóóï�Ýñùí áí�éêåéìÝíùí áðü êáèÝíá áðü �á n äéáöïñå�éêÜ åßäç



168 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁáí�éêåéìÝíùí. Ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ëáìâÜíå�áé ãéá íá ëçöèåß õðüøéí çóåéñÜ ìå �çí ïðïßá èá äéá�á÷èïýí �á åðéëåãìÝíá áí�éêåßìåíá. Áíáæç�ïýìå�þñá �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x): Áõ�üò åßíáé nr:¢óêçóç 2.32. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí �ïðïèÝ�çóçò 25 äéáöïñå�é-êþí áí�éêåéìÝíùí óå 3 äéáöïñå�éêÜ êïõ�éÜ ìå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí áí�éêåßìåíïóå êÜèå êïõ�ß.Ó�çí Üóêçóç 2.30 åßäáìå ü�é ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ï áíÜëïãïðñüâëçìá �ïðïèÝ�çóçò r áíèñþðùí óå �ñåéò áßèïõóåò ìå Ýíáí �ïõëÜ÷éó�ïíÜíèñùðï óå êÜèå áßèïõóá åßíáé ï,f(x) = (x +
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)3 = (ex − 1)3�éá íá âñïýìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �ïõ (ex − 1)3 ðñÝðåéðñþ�á íá áíáð�ýîïõìå áõ�Þ �ç äéùíõìéêÞ Ýêöñáóç ùò ðñïò ex: ¸÷ïõìåëïéðüí,

(ex − 1)3 = e3x − 3e2x + 3ex − 1 =

=
∞∑r=0

3r xrr! − 3
∞∑r=0

2r xrr! + 3
∞∑r=0

xrr! − 1 =

=

∞∑r=0

(3r − 3 · 2r + 3)
xrr! − 1ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x25

25! åßíáé ï 325 − 3 · 225 + 3:¢óêçóç 2.33. Âñåß�å ìå �ç âïÞèåéá ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí �ïí áñéèìü�ùí �å�ñáäéêþí áêïëïõèéþí r øçößùí, ðïõ ðåñéÝ÷ïõí æõãü áñéèìü ìçäåíéêþíêáé ìïíü áñéèìü ìïíÜäùí.Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �ï ðñüâëçìá åßíáé ç,f(x) = (1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ : : :)(x +

x3

3!
+
x5

5!
+ : : :)(1 + x +

x2

2!
+ : : :)2 =

=
1

2
(ex + e−x) · 1

2
(ex − e−x) · ex · ex =
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=

1

4
(e2x − e0 + e0 − e−2x)e2x =

1

4
(e4x − 1)¸�óé ãéá èå�éêü r ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x) åßíáé ï

1
44r = 4r−1:¢óêçóç 2.34. Íá âñåèåß ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò ãéá �ïí áñéèìü �ùí �ñü-ðùí, ìå �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå r Þ ëéãü�åñá áí�éêåßìåíá áðür äéáêåêñéììÝíá áí�éêåßìåíá êáé íá �á êá�áíåßìïõìå óå n äéáêåêñéììÝíåòõðïäï÷Ýò, ìå �á áí�éêåßìåíá ìÝóá óå êÜèå õðïäï÷Þ �áîéíïìçìÝíá.Èá õðïëïãßóïõìå êá�' áñ÷Üò �ïí åêèå�éêü áðáñéèìç�Þ ãéá �ïí áñéèìü�ùí �ñüðùí åðéëïãÞò áêñéâþò r áðü r äéáêåêñéììÝíá áí�éêåßìåíá êáé êá�áíï-ìÞò �ïõò óå n äéáêåêñéììÝíåò õðïäï÷Ýò, ìå �á áí�éêåßìåíá óå êÜèå õðïäï÷Þ�áîéíïìçìÝíá. Áõ�üò åßíáé,A(x) = (1 + 1!

x
1!

+ 2!
x2

2!
+ 3!

x3

3!
+ : : :)n =

= (1 + x + x2 + x3 + : : :)n = (
1

1 − x)n = (1 − x)−n =

=
∞∑k=0

(−nk )(−1)kxk =
∞∑k=0

(−n)(−n− 1) : : : (−n− k + 1)k! (−1)kxk =

=
∞∑k=0

(n + k − 1)!

(n− 1)!k! xk =
∞∑k=0

(n+ k − 1)!

(n− 1)!
· xkk!¢ñá ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí êá�áíïìÞò r äéáöïñå�éêþí áí�éêåéìÝíùí óå näéáêåêñéììÝíåò õðïäï÷Ýò åßíáé (n+r−1)!

(n−1)! : Óõíåðþò ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ñü-ðùí åðéëïãÞò r Þ ëéãü�åñùí áí�éêåéìÝíùí áðü r äéáêåêñéììÝíá áí�éêåßìåíáêáé êá�áíïìÞò �ïõò óå n äéáêåêñéììÝíåò õðïäï÷Ýò åßíáé,r∑k=0

(rk)(n+ k − 1)!

(n− 1)!êáé ï åêèå�éêüò áðáñéèìç�Þò �ïõ,A(x) =
∞∑r=0

r∑k=0

(rk)(n + k − 1)!

(n− 1)!
· xrr!



170 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢óêçóç 2.35. Åíá ðëïßï äéáèÝ�åé 48 óçìáßåò, áðü �éò ïðïßåò 12 êüêêéíåò,12 Üóðñåò, 12 ìðëÝ êáé 12 ìáýñåò. Äþäåêá áð' áõ�Ýò �éò óçìáßåò �ïðïèå-�ïýí�áé óå Ýíá êá�áêüñõöï éó�ü ðñïêåéìÝíïõ íá áí�áëëÜóóïí�áé ìçíýìá�áìå Üëëá ðëïßá. �üóá áð' áõ�Ü �á ìçíýìá�á ÷ñçóéìïðïéïýí æõãü áñéèìüìðëÝ óçìáéþí êáé ìïíü áñéèìü ìáýñùí óçìáéþí;Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç,f(x) = (1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)2(1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ : : :)(x +

x3

3!
+
x5

5!
+ : : :)óõìðåñéëáìâÜíåé üëá �á ìçíýìá�á ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü n óçìáßåò,ìå n ≥ 1:Ïé äýï �åëåõ�áßåò ðáñåíèÝóåéò ðåñéïñßæïõí �á ìçíýìá�á Ý�óé þó�å íá áðï-�åëïýí�áé áðü æõãü áñéèìü ìðëÝ óçìáéþí êáé ìïíü áñéèìü ìáýñùí óçìáéþí.¸÷ïõìå,f(x) = (ex)2(ex + e−x

2
)(
ex − e−x

2
) =

1

4
e2x(e2x − e−2x) =

=
1

4
(e4x − 1) =

1

4
(
∞∑i=0

(4x)ii! − 1) =
1

4

∞∑i=1

(4x)ii!ÅðïìÝíùò ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x12

12! ðïõ åßíáé êáé ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò ìçíõ-ìÜ�ùí åßíáé,
1

4
412 = 411 = 4194304¢óêçóç 2.36. Ìßá å�áéñåßá ðñïóëáìâÜíåé 11 íÝïõò õðáëëÞëïõò. ÊÜèåõðÜëëçëïò �ïðïèå�åß�áé óå Ýíá áðü �á �Ýóóåñá õðïêá�áó�Þìá�á �çò å�áé-ñåßáò êáé êÜèå õðïêá�Üó�çìá åíéó÷ýå�áé ìå Ýíáí �ïõëÜ÷éó�ïí íÝï õðÜëëçëï.Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí íá ãßíïõí ïé �ïðïèå�Þóåéò �ùí íåïðñïóëçöèÝ-í�ùí õðáëëÞëùí;¸ó�ù A, B, C êáé D �á õðïêá�áó�Þìá�á �çò ðáñáðÜíù å�áéñåßáò. Ïæç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí éóïý�áé �ü�å ìå �ïí áñéèìü �ùí áêïëïõèéþí11 ãñáììÜ�ùí áðü �ï óýíïëï {A;B;C;D}; üðïõ êÜèå ãñÜììá ðñÝðåé íáåìöáíßæå�áé ìßá �ïõëÜ÷éó�ïí öïñÜ. 4 Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá4Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí åðß óõíáñ�Þóåùí g : X −→ Y; ìå

|X| = 11 êáé |Y | = 4: Ôï ßäéï ðñüâëçìá ãåíéêåõìÝíï ìåëå�Ü�áé ó�çí Üóêçóç 3.4.



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 171�ïí áñéèìü áõ�þí �ùí äéá�Üîåùí åßíáé,f(x) = (x +
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)4 = (ex − 1)4 =

= e4x − 4e3x + 6e2x − 4ex + 1Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x11

11! ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x):Áõ�üò åßíáé,
411 − 4 · 311 + 6 · 211 − 4 · 111 =

4∑i=0

(−1)i(4i)(4 − i)11:¢óêçóç 2.37. Íá õðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí åðß óõíáñ�Þóåùí áðü Ýíáóýíïëï r ó�ïé÷åßùí óå Ýíá óýíïëï n ó�ïé÷åßùí (r ≥ n): Ó�ç óõíÝ÷åéá íáõðïëïãéóèåß ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí åíüò óõíüëïõ ìå r ó�ïé÷åßá óå n ìçêåíÝò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò.Ç åêèå�éêÞ ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç ãéá �çí áêïëïõèßá ar �ïõ áñéèìïý �ùíåðß óõíáñ�Þóåùí áðü Ýíá óýíïëï r ó�ïé÷åßùí óå Ýíá óýíïëï n ó�ïé÷åßùíåßíáé ç, f(x) = (x +
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :)nÊÜèå Ýíáò áðü �ïõò n ðáñÜãïí�åò �ïõ ðáñáðÜíù ãéíïìÝíïõ åêöñÜæåé �ïãåãïíüò ü�é óå êÜèå Ýíá áðü �á n ó�ïé÷åßá �ïõ ðåäßïõ �éìþí ðñÝðåé íááí�éó�ïé÷ßæå�áé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý. Ï åêèå�éêüòáðáñéèìç�Þò ëáìâÜíå�áé ãéá íá óõíõðïëïãéóèåß �ï ãåãïíüò ü�é �üóï �ï ðåäßïïñéóìïý üóï êáé �ï ðåäßï �éìþí áðï�åëïýí�áé áðü äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá.Áíáæç�ïýìå �ïí óõí�åëåó�Þ �ïõ xrr! ó�ï áíÜð�õãìá �çò f(x),f(x) = (ex − 1)n =

n∑k=0

(nk)(−1)ke(n−k)x =

=

n∑k=0

(nk)(−1)k ∞∑i=0

[(n− k)x]ii!



172 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢ñá ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí åðß óõíáñ�Þóåùí åßíáé ï,ar =

n∑k=0

(nk)(−1)k(n− k)r:Åýêïëá ãßíå�áé áí�éëçð�ü ü�é �ï äåý�åñï åñþ�çìá �çò Üóêçóçò åßíáééóïäýíáìï ìå �ï ðñþ�ï.



ÊåöÜëáéï 3Ó÷Ýóåéò ÁíáäñïìÞòI saw a man down on lonely streetA broken man who looked like meAnd no one knows the pain that he's been livingHe lost his love and still hasn't forgivenHe said: I've been through some 
hangesBut one thing always stays the sameWhithout love,there's nothing whithout loveNothing else 
an get you through the nightNothing else feels right whithout loveThere's nothing whithout loveNothing else but love 
an burn as brightAnd nothing would mean nothing without love Without LoveBON JOVI





�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 175¢óêçóç 3.1. Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò ìå äýï �ñüðïõò:1. an + an−1 +
1

4
an−2 = 0; a0 = 0; a1 = 12. an − 4an−1 + 4an−2 = n+ 2; a0 = 6; a1 = 73. an = 2an−1 + 1; a0 = 14. an = 2an−1 + n; a1 = 15. an + 6an−1 + 12an−2 + 8an−3 = 0; a0 = 1; a1 = −2; a2 = 86. an + 2an−1 + an−2 = 2n; a0 = 1; a1 = 11. 1ïò �ñüðïò:¸ó�ù an = Axn: Ôü�å èá ðÜñïõìå �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çòáíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò, ç ïðïßá åßíáé ç x2 + x+ 1

4 = 0; ìå ñßæåò �éò x1 =x2 = −1
2 (äéðëÞ ñßæá). ¢ñá an = (An +B)(−1

2)n êáé áðü �éò áñ÷éêÝòóõíèÞêåò a0 = B = 0 êáé a1 = −1
2(A + B) = −1

2A = 1 =⇒ A = −2;ïðü�å �åëéêÜ an = −2n(−1

2
)n; ∀n ∈ N2ïò �ñüðïò:Åßíáé,an + an−1 +

1

4
an−2 = 0 ⇐⇒

∞∑k=2

[akxk + ak−1xk +
1

4
ak−2xk] = 0 ⇐⇒

∞∑k=2

akxk + x ∞∑k=2

ak−1xk−1 +
1

4
x2

∞∑k=2

ak−2xk−2 = 0

A(x) ãåííÞ�ñéá �çò an
︷︸︸︷⇐⇒



176 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁA(x) − a0 − a1x + x[A(x) − a0] +
1

4
x2A(x) = 0

a0=0;a1=1
︷︸︸︷⇐⇒A(x) − x + xA(x) +

1

4
x2A(x) = 0 ⇐⇒A(x) =

x
1
4x2 + x+ 1

=
4xx2 + 4x + 4

⇐⇒A(x) =
4x

(x + 2)2
=

x
(1 + x

2 )2
= x ∞∑k=0

(−2k )(x2 )k =

=

∞∑k=0

(−2k )(12)kxk+1¢ñá, an =
( −2n−1

)
(
1

2
)n−1 = −2n(−1

2
)n; ∀n ∈ N2. 1ïò �ñüðïò:Èåùñïýìå �çí áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞ �çò ãñáììéêÞò, ðïõ åßíáé ç an −

4an−1 + 4an−2 = 0 êáé ðáßñíïõìå �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóÞ �çò ãéáíá âñïýìå �çí ïìïãåíÞ ëýóç �çò ãñáììéêÞò:x2 − 4x + 4 = 0 ⇐⇒ (x− 2)2 = 0 ⇐⇒ x = 2; äéðëÞ ñßæá :¢ñá, a(h)n = (An+B)2n:Åðé÷åéñïýìå �þñá íá âñïýìå �çí åéäéêÞ ëýóç �çò ãñáììéêÞò. ÄïêéìÜ-æïõìå �çí a(p)n = Cn+D êáé Ý÷ïõìå,Cn+D − 4(Cn− C +D) + 4(Cn− 2C +D) = n+ 2 ⇐⇒Cn+D − 4C = n+ 2 ⇐⇒ (C = 1;D = 6)¢ñá a(p)n = n + 6: ÅðïìÝíùò ç äïèåßóá ãñáììéêÞ Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç,an = (An+B)2n+n+6

n=0;n=1
︷︸︸︷
=⇒

{ B + 6 = 6
2A + 2B + 7 = 7

}

=⇒
{ B = 0A = 0

} :



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 177¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç �çò äïèåßóçò ãñáììéêÞò åßíáé ç,an = n+ 6; ∀n ∈ N2ïò �ñüðïò: an − 4an−1 + 4an−2 = n+ 2 ⇐⇒
∞∑k=2

akxk − 4x ∞∑k=2

ak−1xk−1 + 4x2
∞∑k=2

ak−2xk−2 =

∞∑k=2

(k + 2)xk ⇐⇒A(x)− a0 − a1x− 4x[A(x)− a0] + 4x2A(x) =
2 − x

(1 − x)2 − (2+ 3x) ⇐⇒

(4x2 − 4x + 1)A(x) − 6 − 7x + 24x =
2 − x

(1 − x)2 − (2 + 3x) ⇐⇒A(x) =
2 − x

(1 − x)2(2x − 1)2
+

4 − 20x
(2x− 1)2

=
−5x+ 6

(1 − x)2 =⇒A(x) =
5

1 − x +
1

(1 − x)2 = 5

∞∑k=0

(−1k )(−1)kxk +

∞∑k=0

(−2k )(−1)kxk¢ñá,an = 5
(−1n )(−1)n +

(−2n )(−1)n = 5 + n+ 1 = n+ 6; ∀n ∈ N:3. 1ïò �ñüðïò:Èåùñïýìå �çí áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞ �çò ãñáììéêÞò êáé ðáßñíïõìå �ç÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò åîßóùóç ðñïêåéìÝíïõ íá ðñïóäéïñßóïõìå �çí ïìï-ãåíÞ ëýóç �çò ãñáììéêÞò. Åßíáé,an − 2an−1 = 0ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç x − 2 = 0 =⇒ x = 2; ïðü�å a(h)n = A2n:Ó�ç óõíÝ÷åéá åðé÷åéñïýìå íá âñïýìå �çí åéäéêÞ ëýóç �çò ãñáììéêÞò.¸ó�ù a(p)n = C: Ôü�å,C − 2C = 1 =⇒ −C = 1 =⇒ C = −1



178 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ãñáììéêÞò åßíáé,an = A2n − 1
n=0
︷︸︸︷
=⇒ A− 1 = 1 =⇒ A = 2¢ñá, an = 2n+1 − 1; ∀n ∈ N2ïò �ñüðïò:an = 2an−1 + 1 =⇒

∞∑k=1

akxk − 2

∞∑k=1

ak−1xk =

∞∑k=1

1 · xk =⇒A(x) − a0 − 2xA(x) =
1

1 − x − 1 =⇒ A(x) =
1

(1 − x)(1 − 2x) =⇒A(x) =
−1

1 − x +
2

1 − 2x = −
∞∑k=0

(−1k )(−1)kxk + 2

∞∑k=0

(−1k )(−2)kxk:¢ñá, an = 2n+1 − 1; ∀n ∈ N4. 1ïò �ñüðïò:Åßíáé an = 2an−1 + n; a1 = 1: ÈÝ�ïõìå a0 = 0 þó�å ç äïèåßóá íáéó÷ýåé ∀n ∈ N: ¸÷ïõìå an − 2an−1 = 0 ç áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò êáéÝ�óé ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç åßíáé,x− 2 = 0 =⇒ x = 2ïðü�å a(h)n = A2n: �éá �çí åéäéêÞ ëýóç äïêéìÜæïõìå �çí a(p)n = Cn+Dêáé Ý÷ïõìå,Cn+D − 2[C(n− 1) +D] = n =⇒ −Cn+ 2C −D = n =⇒

(C = −1;D = −2)¢ñá, a(p)n = −n− 2



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 179¸�óé ç ãñáììéêÞ ó÷Ýóç Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç,an = A2n − n− 2
n=0
︷︸︸︷
=⇒ A− 2 = 0 =⇒ A = 2äçëáäÞ, an = 2n+1 − n− 2; ∀n ∈ N2ïò �ñüðïò:an = 2an−1 + n =⇒

∞∑k=1

akxk − 2x ∞∑k=1

ak−1xk−1 =

∞∑k=1

kxk =⇒A(x) − a0 − 2xA(x) =
x

(1 − x)2 =⇒A(x) =
x

(1 − x)2(1 − 2x) = − 1

1 − x +
2

1 − 2x − 1

(1 − x)2 =⇒A(x) = −
∞∑k=0

xk + 2

∞∑k=0

(−1k )(−2)kxk − ∞∑k=0

(−2k )(−1)kxk¢ñá, an = −1 + 2n+1 − (n + 1) = 2n+1 − n− 2; ∀n ∈ N5. 1ïò �ñüðïò:¸÷ïõìå �ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç,x3 + 6x2 + 12x + 8 = 0 =⇒x3 + 2x2 + 4x2 + 8x + 4x + 8 = 0 =⇒x2(x+ 2) + 4x(x+ 2) + 4(x+ 2) = 0 =⇒ (x+ 2)(x2 + 4x+ 4) = 0 =⇒

(x + 2)3 = 0 =⇒ x = −2; �ñéðëÞ ñßæá ;



180 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÅðïìÝíùò,an = (An2+Bn+C)(−2)n n=0;1;2
︷︸︸︷
=⇒







C = 1
(A+B +C)(−2) = −2
(4A + 2B + C)(−2)2 = 8






=⇒







C = 1A+B + C = 1
4A+ 2B + C = 2






=⇒







C = 1A+B = 0
4A− 2A = 1






=⇒







A = 1
2B = −1

2C = 1





¢ñá, an = (
1

2
n2 − 1

2
n+ 1)(−2)n; ∀n ∈ N2ïò �ñüðïò: an + 6an−1 + 12an−2 + 8an−3 = 0 =⇒

∞∑k=3

akxk+6x ∞∑k=3

ak−1xk−1+12x2
∞∑k=3

ak−2xk−2+8x3
∞∑k=3

ak−3xk−3 = 0 =⇒A(x) − a0 − a1x− a2x2 + 6x[A(x) − a0 − a1x]+
+12x2[A(x) − a0] + 8x3A(x) = 0 =⇒

(8x3 + 12x2 + 6x+ 1)A(x)− 12x2 − 6x+ 12x2 − 8x2 + 2x− 1 = 0 =⇒A(x) =
8x2 + 4x + 1

8x3 + 12x2 + 6x + 1
=

8x2 + 4x + 1

(2x + 1)3
=

=
2

2x + 1
+

−2

(2x + 1)2
+

1

(2x + 1)3
=⇒A(x) = 2

∞∑k=0

(−1k )2kxk − 2

∞∑k=0

(−2k )2kxk +

∞∑k=0

(−3k )2kxk¢ñá,ak = 2(−1)k2k − 2(−1)k(k + 1)2k + (−1)k (k + 1)(k + 2)

2
2k =⇒an = (

1

2
n2 − 1

2
n+ 1)(−2)n; ∀n ∈ N



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 1816. 1ïò �ñüðïò:Ç áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò �çò ãñáììéêÞò åßíáé ç,an + 2an−1 + an−2 = 0ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç,x2 + 2x + 1 = 0 =⇒ x = −1 äéðëÞ ñßæá :¢ñá ç a(h)n = (An + B)(−1)n: �éá íá âñïýìå �çí åéäéêÞ ëýóç �çòãñáììéêÞò äïêéìÜæïõìå �çí a(p)n = C2n: ¸÷ïõìå,C2n + 2C2n−1 + C2n−2 = 2n =⇒ 4C + 4C + C = 4 =⇒

9C = 4 =⇒ C =
4

9¢ñá a(p)n = 2n+2

9 : ÅðïìÝíùò,an = (An +B)(−1)n +
2n+2

9

n=0;1
︷︸︸︷
=⇒

{ B + 4
9 = 1

−A−B + 8
9 = 1

}

=⇒

{ B = 5
9A = −2

3

}¢ñá, an = (−2n
3

+
5

9
)(−1)n +

2n+2

9
; ∀n ∈ N2ïò �ñüðïò: an + 2an−1 + an−2 = 2n =⇒

∞∑k=2

akxk + 2x ∞∑k=2

ak−1xk−1 + x2
∞∑k=2

ak−2xk−2 =

∞∑k=2

2kxk =⇒A(x) − a0 − a1x + 2x[A(x) − a0] + x2A(x) =
1

1 − 2x − 1 − 2x =⇒

(x2 + 2x + 1)A(x) − 1 − x− 2x =
4x2

1 − 2x =⇒



182 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁA(x) =
4x2

(1 − 2x)(x + 1)2
− 3x + 1

(x + 1)2
=⇒A(x) =

4

9
· 1

1 − 2x +(−16

9
) · 1x + 1

+
4

3
· 1

(x + 1)2
+

3x + 1
− 2

(x + 1)2
=

=
4

9
· 1

1 − 2x +
11

9
· 1x+ 1

− 2

3
· 1

(x + 1)2
=

=
4

9

∞∑k=0

(−1k )(−2)kxk +
11

9

∞∑k=0

(−1k )xk − 2

3

∞∑k=0

(−2k )xk¢ñá, an =
4

9
2n +

11

9
(−1)n − 2

3
(n + 1)(−1)n =⇒an = (−2n

3
+

5

9
)(−1)n +

2n+2

9
; ∀n ∈ N¢óêçóç 3.2. Íá õðïëïãéó�ïýí ïé ðéï êÜ�ù n× n ïñßæïõóåò ìå �ç âïÞèåéá�ùí ó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò:1. ∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 0 : : : 0 0 0 0
1 1 1 0 : : : 0 0 0 0
0 1 1 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 0 : : : 1 1 1 0
0 0 0 0 : : : 0 1 1 1
0 0 0 0 : : : 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣2. ∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 0 : : : 0 0 0 0
1 2 1 0 : : : 0 0 0 0
0 1 2 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 0 : : : 1 2 1 0
0 0 0 0 : : : 0 1 2 1
0 0 0 0 : : : 0 0 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + a2 a 0 : : : 0 0 0a 1 + a2 a : : : 0 0 0
0 a 1 + a2 : : : 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 + a2 a 0
0 0 0 : : : a 1 + a2 a
0 0 0 : : : 0 a 1 + a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣1.

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 0 : : : 0 0 0 0
1 1 1 0 : : : 0 0 0 0
0 1 1 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 0 : : : 1 1 1 0
0 0 0 0 : : : 0 1 1 1
0 0 0 0 : : : 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ùò ðñïò ãñáììÞ 1
︷︸︸︷
=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 : : : 0 0 0 0
1 1 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 1 1 0
0 0 0 : : : 0 1 1 1
0 0 0 : : : 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 : : : 0 0 0 0
0 1 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 1 1 0
0 0 0 : : : 0 1 1 1
0 0 0 : : : 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ùò ðñïò ó�Þëç 1
︷︸︸︷
=
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=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 : : : 0 0 0 0
1 1 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 1 1 0
0 0 0 : : : 0 1 1 1
0 0 0 : : : 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 : : : 1 1 1 0
0 0 : : : 0 1 1 1
0 0 : : : 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣¢ñá an = an−1 − an−2; üðïõ a1 = 1 êáé a2 = 0: Ç ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáéïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞ. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò åîßóùóç x2 − x+ 1 = 0;Ý÷åé ñßæåò, x1 =

1

2
+ i√3

2
; x2 =

1

2
− i√3

2ÅðïìÝíùò, an = A(
1

2
+ i√3

2
)n +B(

1

2
− i√3

2
)n =

= A(cos
�
3

+ i sin �
3
)n +B(cos

−�
3

+ i sin −�
3

)n =

= A cos
n�
3

+Ai sin n�
3

+B cos
n�
3

−Bi sin n�
3

=

= (A +B) cos
n�
3

+ (A−B)i sin n�
3Áí ëïéðüí èÝóïõìå A+B = C êáé (A−B)i = D èá Ý÷ïõìå,an = C cos

n�
3

+D sin
n�
3

n=1;2
︷︸︸︷
=⇒

{ C
2 +

√
3

2 D = 1

−C
2 +

√
3

2 D = 0

}

=⇒
{ C = 1D = 1√

3

}ïðü�å �åëéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò, äçëáäÞ ç n× nïñßæïõóá, Ý÷åé �éìÞ, an = cos
n�
3

+
1√
3

sin
n�
3
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∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 0 : : : 0 0 0 0
1 2 1 0 : : : 0 0 0 0
0 1 2 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 0 : : : 1 2 1 0
0 0 0 0 : : : 0 1 2 1
0 0 0 0 : : : 0 0 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ùò ðñïò ãñáììÞ 1
︷︸︸︷
=

= 2 ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 : : : 0 0 0 0
1 2 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 2 1 0
0 0 0 : : : 0 1 2 1
0 0 0 : : : 0 0 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 : : : 0 0 0 0
0 2 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 2 1 0
0 0 0 : : : 0 1 2 1
0 0 0 : : : 0 0 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ùò ðñïò ó�Þëç 1
︷︸︸︷
=

= 2 ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 : : : 0 0 0 0
1 2 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 2 1 0
0 0 0 : : : 0 1 2 1
0 0 0 : : : 0 0 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 : : : 0 0 0 0...
0 0 : : : 1 2 1 0
0 0 : : : 0 1 2 1
0 0 : : : 0 0 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣¢ñá an = 2an−1 − an−2; üðïõ a1 = 2 êáé a2 = 3: Ç áíáäñïìéêÞ áõ�ÞïìïãåíÞò ó÷Ýóç Ý÷åé ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç x2 − 2x + 1 = 0; ìåäéðëÞ ÷áñáê�çñéó�éêÞ ñßæá x1 = x2 = 1: ¢ñá ç ãåíéêÞ �çò ëýóç åßíáé,an = (An+B)(1)n = An+B



186 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁêáé áðü �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá n = 1; 2 Ý÷ïõìå,
{ a1 = A+B = 2a2 = 2A+B = 3

}

=⇒
{ A = 1B = 1

}¢ñá, an = n + 1; ∀n ∈ N∗3.
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + a2 a 0 : : : 0 0 0a 1 + a2 a : : : 0 0 0
0 a 1 + a2 : : : 0 0 0...
0 0 0 : : : 1 + a2 a 0
0 0 0 : : : a 1 + a2 a
0 0 0 : : : 0 a 1 + a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ùò ðñïò ãñáììÞ 1
︷︸︸︷
=

= (1 + a2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + a2 a : : : 0 0 0a 1 + a2 : : : 0 0 0...
0 0 : : : 1 + a2 a 0
0 0 : : : a 1 + a2 a
0 0 : : : 0 a 1 + a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

−a ∣∣∣∣∣∣∣∣
∣
∣
∣
∣
∣

a a : : : 0 0 0
0 1 + a2 : : : 0 0 0...
0 0 : : : 1 + a2 a 0
0 0 : : : a 1 + a2 a
0 0 : : : 0 a 1 + a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ùò ðñïò ó�Þëç 1
︷︸︸︷
=

= (1 + a2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + a2 a : : : 0 0 0a 1 + a2 : : : 0 0 0...
0 0 : : : 1 + a2 a 0
0 0 : : : a 1 + a2 a
0 0 : : : 0 a 1 + a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−
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−a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + a2 : : : 0 0 0...
0 : : : 1 + a2 a 0
0 : : : a 1 + a2 a
0 : : : 0 a 1 + a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣¢ñá bn = (1 + a2)bn−1 − a2bn−2; ìå b1 = 1 + a2 êáé b2 = a4 +a2 + 1: Ç ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáé ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ìå÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç,x2 − (1 + a2)x + a2 = 0 =⇒ (x1 = 1 ∨ x2 = a2)¢ñá Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç,bn = A1n +Ba2n = A+Ba2n n=1;2

︷︸︸︷
=⇒

{ A+Ba2 = 1 + a2A+Ba4 = a4 + a2 + 1

}

=⇒

{ B = 1+a2a2 − Aa2A+ a2(1 + a2) − a2A = a4 + a2 + 1

}

=⇒

{ B = a4a2(a2+1)A = 1
1−a2

}ÅðïìÝíùò, bn =
1

1 − a2
+

a2(n+2)a2(a2 − 1)
=⇒bn =

1

1 − a2
− a2(n+1)

1 − a2
; ∀n ∈ N∗¢óêçóç 3.3. ¸ó�ù ü�é ó�ñßâïõìå Ýíá íüìéóìá n öïñÝò.ÕðÜñ÷ïõí ðñï-öáíþò 2n áêïëïõèßåò ðéèáíþí áðï�åëåóìÜ�ùí. �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùíáêïëïõèéþí �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí, ó�éò ïðïßåò ðï�Ý äåí åìöáíßæå�áé \ÊåöÜëé"(Ê) óå äéáäï÷éêÜ ó�ñéøßìá�á;



188 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¸ó�ù ìßá áêïëïõèßá ìÞêïõò n áðü Ê êáé � ðïõ äßíåé Ýíá ðéèáíü áðï�Ýëå-óìá. Áò ðÜñïõìå �çí �åëåõ�áßá èÝóç ó�çí áêïëïõèßá êáé áò �ç óçìåéþóïõìåóáí \îå÷ùñéó�Þ èÝóç". Ôü�å áí an åßíáé ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí ìÞêïõòn, ó�éò ïðïßåò äåí Ý÷ïõìå äýï äéáäï÷éêÜ K, èá Ý÷ïõìå �çí åîÞò ó÷Ýóç: ÅÜíó�ç èÝóç n, ðïõ îå÷ùñßóáìå, Ý÷ïõìå �, �ü�å èåùñïýìå �éò èÝóåéò áðü 1 åþòn-1 óáí ìßá íÝá áêïëïõèßá ìÞêïõò n-1, ó�çí ïðïßá ðÜëé äåí ðñÝðåé íá Ý÷ïõìåäýï Ê ãåé�ïíéêÜ, åíþ áí ó�ç èÝóç n Ý÷ïõìå Ê, �ü�å åðåéäÞ ó�ç èÝóç n-1 ðñÝ-ðåé õðï÷ñåù�éêÜ íá Ý÷ïõìå �, ðáßñíïõìå óáí íÝá áêïëïõèßá �éò èÝóåéò áðü1 åþò n-2. Ó' áõ�Ýò ç áêïëïõèßá ìÞêïõò n-2 äåí ðñÝðåé íá Ý÷åé äýï äéáäï-÷éêÜ Ê. ¸�óé Ý÷ïõìå �çí ïìïãåíÞ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç an = an−1 + an−2; ìåáñ÷éêÝò óõíèÞêåò a1 = 2 êáé a2 = 3:Áõ�Þ Ý÷åé ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç,x2 − x− 1 = 0 =⇒ (x1 =
1

2
+

√
5

2
∨ x2 =

1

2
−

√
5

2
)¸�óé, an = A(

1 +
√

5

2
)n +B(

1 −
√

5

2
)n n=1;2
︷︸︸︷
=⇒

{
1+

√
5

2 A+ 1−
√

5
2 B = 2

3+
√

5
2 A+ 3−

√
5

2 B = 3

}

=⇒
{ A = 5+3

√
5

10B = 5−3
√

5
10

}¢ñá, an =
5 + 3

√
5

10
(
1 +

√
5

2
)n +

5 − 3
√

5

10
(
1 −

√
5

2
)n; ∀n ∈ N∗:¢óêçóç 3.4. Íá âñåèåß ìå �ç âïÞèåéá �ùí ó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò ï áñéè-ìüò �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí ìÞêïõò n, ðïõ äåí ðåñéëáìâÜíïõí äéáäï÷éêÜìçäåíéêÜ.�éá n ≥ 0, Ýó�ù an ï áñéèìüò �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí ìÞêïõò n,ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí äéáäï÷éêÜ ìçäåíéêÜ. Áò åßíáé a(0)n ï áñéèìüò áõ�þí �ùíáêïëïõèéþí ðïõ �åëåéþíïõí óå ìçäÝí êáé a(1)n áõ�þí ðïõ �åëåéþíïõí óå Ýíá.�ñïöáíþò an = a(0)n + a(1)n : Åðßóçò éó÷ýåé ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç,an = 2a(1)n−1 + 1a(0)n−1



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 189áöïý áðü ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá n-1 øçößùí ðïõ �åëåéþíåé óå Ýíá, ìðïñïýìåíá ðÜñïõìå äýï áðïäåê�Ýò áêïëïõèßåò n øçößùí ðñïóèÝ�ïí�áò ó�ï �ÝëïòÝíáí Üóóï Þ Ýíá ìçäåíéêü, åíþ áðü ìßá äõáäéêÞ áêïëïõèßá n-1 øçößùí, ðïõ�åëåéþíåé óå ìçäÝí, ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ìüíï ìßá áðïäåê�Þ áêïëïõèßá nøçößùí ðñïóèÝ�ïí�áò Ýíáí Üóóï ó�ï �Ýëïò �çò. Óõíåðþò èá Ý÷ïõìå,an = a(1)n−1 + [a(1)n−1 + a(0)n−1] =

= a(1)n−1 + an−1 = an−1 + an−2¢ñá ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò ðïõ åðéëýåé �ï ðñüâëçìá åßíáé ç an = an−1 + an−2;ìå n ≥ 2 êáé a0 = 1; a1 = 2: Ç ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáé ïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞäåõ�Ýñïõ âáèìïý ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç x2 − x− 1 = 0:Áðü �çí ¢óêçóç 3.3 Ý÷ïõìå (x = 1−
√

5
2 ∨x = 1+

√
5

2 ):¸�óé ç áíáäñïìéêÞó÷Ýóç Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç �çò ìïñöÞò,an = A(
1 −

√
5

2
)n +B(

1 −
√

5

2
)n¢ñá áðü áñ÷éêÝò óõíèÞêåò a0 = 1 êáé a1 = 2 Ý÷ïõìå,

{ A+B = 1
1−

√
5

2 A+ 1+
√

5
2 B = 2

}

=⇒
{ A = 5−3

√
5

10B = 5+3
√

5
10

}ÅðïìÝíùò ï áñéèìüò �ùí äõáäéêþí áêïëïõèéþí ìÞêïõò n ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõíóõíå÷üìåíá ìçäåíéêÜ åßíáé,an =
5 − 3

√
5

10
(
1 −

√
5

10
)n +

5 + 3
√

5

10
(
1 +

√
5

2
)n¢óêçóç 3.5. Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù ó÷Ýóåéò áíáäñïìÞò:1. T (n) = 8T (

n
2
) + n3; T (1) = 12. T (n) = T (

n
2
) + 1; T (1) = 1
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n
2
) + n; T (1) = 14. T (n) = 3T (

n
2
) + 2n1:5; T (1) = 15. T (n) = 2T (

n
2
) + n log n; T (1) = 16. T (n) = 2T (
n
2

) + log n; T (1) = 11. T (n) = 8T (
n
2
) + n3 = 8[8T (

n
22

) + (
n
2
)3] + n3 =

= 82T (
n
22

) + 8(
n
2

)3 + n3 = 82[8T (
n
23

) + (
n
22

)3] + 8(
n
2

)3 + n3 =

= 83T (
n
23

) + 82(
n
22

)3 + 8(
n
2

)3 + n3 = : : : =
= 8iT (

n
2i ) +

i−1∑k=0

8k( n
2k )3¸�óé áí èåùñÞóïõìå n = 2i Ý÷ïõìå,T (n) = (23)iT (

n
2i ) +

i−1∑k=0

(23)k( n
2k )3 =⇒n3 +

i−1∑k=0

n3 = T (n) =⇒ T (n) = n3 + n3 log n¢ñá T (n) = O(n3 log n):2. T (n) = T (
n
2
) + 1 = T (

n
22

) + 1 + 1 = T (
n
23

) + 3 = : : : =
= T (

n
2i ) + i



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 191¸ó�ù ü�é n = 2i: Ôü�å,T (n) = log n + 1 =⇒ T (n) = O(log n)3. T (n) = 2T (
n
2
) + n = 2[2T (

n
22

) +
n
2
] + n =

= 22T (
n
22

) + 2n = 22[2T (
n
23

) +
n
22

] + 2n =

= 23T (
n
23

) + 3n = : : : = 2iT (
n
2i ) + inÅðïìÝíùò Üí n = 2i; Ý÷ïõìå,T (n) = n+ n log n =⇒ T (n) = O(n log n)4. T (n) = 3T (

n
2
) + 2n1:5 = 3[3T (

n
22

) + 2(
n
2
)1:5] + 2n1:5 =

= 32T (
n
22

) + 3 · 2(n
2
)1:5 + 2n1:5 =

= 32[3T (
n
23

) + 2(
n
22

)1:5] + 3 · 2(n
2
)1:5 + 2n1:5 =

= 33T (
n
23

) + 32 · 2( n
22

)1:5 + 3 · 2(n
2
)1:5 + 2n1:5 = : : : =

= 3iT (
n
2i ) +

i−1∑k=0

3k · 2( n
2k )1:5¢ñá áí n = 2i Ý÷ïõìå,T (n) = 3i +

i−1∑k=0

3k · 2( n
2k )1:5 = 3i + 2n1:5 i−1∑k=0

3k
(21:5)k =

= 3i + 2n1:5 ( 3
21:5 )i − 1

3
21:5 − 1

= 3i +
(1:06)i − 1

0:06 2n1:5 =⇒T (n) = O(33n1:5(1:06)log n) = O(n1:5(1:06)log n)
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n
2

) + n log n = 2[2T (
n
22

) +
n
2

log
n
2
] + n log n =

= 22T (
n
22

) + 2
n
2

log
n
2

+ n log n =

= 22[2T (
n
23

) +
n
22

log
n
22

] + 2
n
2

log
n
2

+ n log n =

= 23T (
n
23

) + n log
n
22

+ n log
n
2

+ n log n = : : : =
= 2iT (

n
2i ) +

i−1∑k=0

n log
n
2kÁí 2i = n; Ý÷ïõìå,T (n) = n + n[log n + log

n
2

+ : : : + log
n

2i−1
] =

= n + n log
ni

2021 : : : 2i−1
= n+ n log

ni
2
i(i−1)

2

=

= n(log n)2 − (log n)2

2
+

log n
2

+ n = O(n(log n)2)6. T (n) = 2T (
n
2
) + log n = 2[2T (

n
22

) + log
n
2
] + log n =

= 22T (
n
22

) + 2 log
n
2

+ log n =

= 22[2T (
n
23

) + log
n
22

] + 2 log
n
2

+ log n =

= 23T (
n
23

) + 22 log
n
22

+ 2 log
n
2

+ log n = : : : =
= 2iT (

n
2i ) +

i−1∑k=0

2k log
n
2k¢ñá áí 2i = n Ý÷ïõìå,T (n) = n+

i−1∑k=0

[2k log n] −
i−1∑k=0

2k log 2k =
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= n+ log n i−1∑k=0

2k − i−1∑k=0

k2k =

= n + (2i − 1) log n− (i2i − 2i+1 + 2) =

= n+ n log n− log n− (n log n− 2n + 2) = 3n− log n− 2¢ñá T (n) = O(n):¢óêçóç 3.6. ¸ó�ù ar ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí, ìå �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýìåíá åðéëÝîïõìå (ìå åðáíáëÞøåéò) r ãñÜììá�á áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2}, ìå�ïí ðåñéïñéóìü ü�é �ï ãñÜììá 0 èá åðéëåãåß æõãÝò öïñÝò. Âñåß�å ìßá ó÷ÝóçáíáäñïìÞò ãéá �ï ðñüâëçìá êáé ëýó�å �ç.(ÂëÝðå êáé ÊåöÜëáéï 2 ãéá ÝíáÜëëï �ñüðï ìå ãåííÞ�ñéåò óõíáñ�Þóåéò)¸ó�ù ar ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò. Ùò ãíùó�üí �ï óõíïëéêü ðëÞèïò �ùí�ñüðùí åðéëïãÞò r ãñáììÜ�ùí áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2}, ìå åðáíáëÞøåéò,åßíáé,
(r+2

2

)
=

(r + 1)(r + 2)

2
:ÅÜí ðÜñïõìå ìßá �õ÷áßá åðéëïãÞ r ãñáììÜ�ùí, �ü�å áõ�Þ ìðïñåß íá ðñï-êýøåé êá�Ü ìïíáäéêü �ñüðï åß�å áðü ìßá Ýãêõñç åðéëïãÞ r-1 ãñáììÜ�ùí ìå�çí ðñïóèÞêç åíüò ìçäåíéêïý, åÜí ç �õ÷áßá åðéëïãÞ åßíáé Üêõñç, åß�å áðüìßá Ýãêõñç åðéëïãÞ r ãñáììÜ�ùí ÷ùñßò áëëáãÞ, åÜí ç �õ÷áßá åðéëïãÞ åßíáéÝãêõñç. ¸�óé Ý÷ïõìå �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞòar−1 + ar =

(r + 1)(r + 2)

2
Þ an + an−1 =

(n + 1)(n + 2)

2Áõ�Þ åßíáé ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç ìå áí�ßó�ïé÷ç ïìï-ãåíÞ, an + an−1 = 0ðïõ Ý÷åé ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç x + 1 = 0 êáé áðëÞ ñßæá x = −1: ¢ñáç ïìïãåíÞò ëýóéò �çò ãñáììéêÞò åßíáé a(h)n = A(−1)n: �éá íá âñïýìå �çíåéäéêÞ ëýóç äïêéìÜæïõìå �çí a(p)n = Bn2 + Cn+D: Åßíáé,Bn2 + Cn+D +Bn2 − 2Bn+B + Cn− C +D =
n2

2
+

3n
2

+
2

2
=⇒
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





2B = 1
2

−2B + 2C = 3
2B − C + 2D = 1






=⇒







B = 1
4C = 1D = 7
8





¢ñá a(p)n = 1
4n2 + n+ 7

8 ; åðïìÝíùò,an = A(−1)n +
1

4
n2 + n+

7

8

n=1
︷︸︸︷
=⇒

1

4
+ 1 +

7

8
−A = 2 =⇒ A =

1

8
:Óõíåðþò, an =

2n2 + 8n+ 7 + (−1)n
8

; ∀n ∈ N∗¢óêçóç 3.7. Åíáò ðá�Ýñáò äßíåé ó�ï ãéï �ïõ n ÷éëéÜñéêá. Ï ãéïò ìðïñåßíá îïäÝøåé �á ëåö�Ü ìå �ïí åîÞò �ñüðï:ÊÜèå ìÝñá ìðïñåß íá êÜíåé ìßá áðü �éò áêüëïõèåò áãïñÝò:1. 1 âéâëßï (�éìÞ:1000 äñ÷.)2. 10 äéóêÝ�åò (�éìÞ:2000 äñ÷.)3. 1 èÞêç (�éìÞ:1000 äñ÷.)�ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí �ñüðùí íá îïäÝøåé �á ÷ñÞìá�á; (Åßíáéåýêïëï íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá ìå ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 2çò �Üîçò. �ñïóðáèÞó�åüìùò íá âñåß�å êáé ìßá ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 1çò �Üîçò, ç ïðïßá íá ëýíåé �ïðñüâëçìá).1ïò �ñüðïò ìå ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 2çò �Üîçò:¸ó�ù an ï áñéèìüò �ùí äõíá�þí �ñüðùí íá îïäÝøåé ï ãéïò n ÷éëéÜñéêá.Ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí �ñüðùí áõ�þí åßíáé �ï Üèñïéóìá �ùí �ñüðùí íáîïäÝøåé Ýíá ÷éëéÜñéêï åðß �ïõò �ñüðïõò íá îïäÝøåé �á õðüëïéðá n-1 ÷éëéÜñéêáóõí �ïõò �ñüðïõò íá îïäÝøåé äýï ÷éëéÜñéêá åðß �ïõò �ñüðïõò íá îïäÝøåé n-2÷éëéÜñéêá. ÄçëáäÞ, an = 2an−1 + an−2



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 195Ç ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáé ïìïãåíÞò áíáäñïìéêÞ 2çò �Üîçò. Å÷åé ÷áñáê�çñéó�éêÞåîßóùóç x2 − 2x− 1 = 0; ìå ñßæåò x1 = 1 +
√

2 êáé x2 = 1−
√

2: ¢ñá åßíáé,an = A(1 +
√

2)n +B(1 −
√

2)nìå a0 = 1; a1 = 2 êáé Ý�óé,
{ A+B = 1A+B +

√
2(A−B) = 2

}

=⇒
{ A+B = 1A−B = 1√

2

}

=⇒

{ A = 1
2 + 1

2
√

2B = 1
2 − 1

2
√

2

}¢ñá, an =
1

2
√

2
(1 +

√
2)n+1 − 1

2
√

2
(1 −

√
2)n+1; ∀n ∈ N2ïò �ñüðïò ìå ó÷Ýóç áíáäñïìÞò 1çò �Üîçò:�áñá�çñïýìå ü�é Ý÷ïõìå:a0 = 1; a1 = 2; a2 = 5; a3 = 12; : : : ;Þ áëëéþò an+1 = (1 +

√
2)an + (1 −

√
2)n+1: Áõ�Þ åßíáé ìßá ìç ïìïãåíÞòáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç 1çò �Üîçò, ç ïðïßá Ý÷åé óá ëýóç �ç æç�ïýìåíç áêïëïõèßá.¸÷ïõìå a(h)n = A(1 +

√
2)n: ¸ó�ù a(p)n = B(1 −

√
2)n: Ôü�å,B(1 −

√
2)n+1 = B(1 +

√
2)(1 −

√
2)n + (1 −

√
2)n+1 =⇒B(1 −

√
2) = B(1 +

√
2) + 1 =⇒ B −B√

2 = B +B√
2 + 1 −

√
2 =⇒B = −1 −

√
2

2
√

2¢ñá, an = A(1 +
√

2)n − 1

2
√

2
(1 −

√
2)n+1ïðü�å áöïý a0 = 1; Ý÷ïõìå,A− 1 −

√
2

2
√

2
= 1 =⇒ A =

1 +
√

2

2
√

2



196 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÓõíåðþò �åëéêÜ åßíáé,an =
1

2
√

2
(1 +

√
2)n+1 − 1

2
√

2
(1 −

√
2)n+1; ∀n ∈ N¢óêçóç 3.8. �ïéïò åßíáé ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá áíåâïýìå n óêáëéÜ, åÜíåìåßò êÜèå ó�éãìÞ áíåâáßíïõìå Ýíá Þ äýï óêáëéÜ;¸ó�ù an ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá áíåâïýìå n óêáëéÜ. Ôü�å áõ�üòèá åßíáé an = an−1 + an−2; ãéá�ß åß�å áíåâáßíïõìå Ýíá óêáëß ìå Ýíá �ñüðïêáé ìáò ìÝíïõí n-1 óêáëéÜ ìå an−1 �ñüðïõò, åß�å áíåâáßíïõìå 2 óêáëéÜ ìåÝíá �ñüðï êáé ìáò ìÝíïõí n − 2 óêáëéÜ ìå an−2 �ñüðïõò. Åðßóçò Ý÷ïõìåa0 = 1; a1 = 1: Êá�Ü óõíÝðåéá ç æç�ïýìåíç áêïëïõèßá (an) åßíáé ç áêïëïõèßá�ùí áñéèìþí Fibona

i ìå,an =

1√
5
(
1 +

√
5

2
)n+1 − 1√

5
(
1 −

√
5

2
)n+1; ∀n ∈ N¢óêçóç 3.9. �üóåò íüìéìåò áñéèìç�éêÝò åêöñÜóåéò ìÞêïõò n ÷ùñßò ðá-ñåíèÝóåéò êá�áóêåõÜæïí�áé áðü �á ó�ïé÷åßá 0,1,2,: : : ;9 êáé �á óýìâïëá �ùíäõáäéêþí ðñÜîåùí +; ∗ êáé =:�éá êÜèå èå�éêü áêÝñáéï n Ýó�ù an ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí íüìéìùíáñéèìç�éêþí åêöñÜóåùí ìÞêïõò n, ðïõ êá�áóêåõÜæïí�áé áðü �á äÝêá äå-êáäéêÜ øçößá êáé �ïõò �ñåéò äõáäéêïýò �åëåó�Ýò. Ôü�å ðñïöáíþò a1 = 10áöïý ïé ìüíåò íüìéìåò åêöñÜóåéò ìÞêïõò 1 åßíáé �á 10 äåêáäéêÜ øçößá. Åðß-óçò Ý÷ïìå a2 = 100 äéü�é ïé ìüíåò íüìéìåò åêöñÜóåéò ìÞêïõò äýï åßíáé ïé00,01,: : : ;99. Èåùñïýìå ü�é äåí ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ðåñé��Ü \+" ìðñïó�Ü áðüèå�éêïýò áñéèìïýò.�éá n ≥ 3 äéáêñßíïõìå �éò åîÞò äýï ðåñéð�þóåéò ãéá �ï an :

• ÅÜí x åßíáé ìßá áñéèìç�éêÞ Ýêöñáóç ìå n-1 óýìâïëá, �ï �åëåõ�áßïóýìâïëï ðñÝðåé íá åßíáé Ýíá øçößï. Ìå ðñïóèÞêç ó�á äåîéÜ áõ�ïý�ïõ øçößïõ åíüò áêüìá øçößïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå 10an−1 áñéèìç-�éêÝò åêöñÜóåéò n øçößùí üðïõ �á äýï �åëåõ�áßá �ïõò óýìâïëá åßíáéäåêáäéêÜ øçößá.
• ¸ó�ù y ìßá Ýêöñáóç n-2 óõìâüëùí. �éá íá ðÜñïõìå ìßá Ýêöñáóç nóõìâüëùí (ðïõ äåí ðñïêýð�åé áðü �çí ðñïçãïýìåíç ðåñßð�ùóç) ðñï-óèÝ�ïìå ó�á äåîéÜ �çò y ìßá áðü �éò 29 åêöñÜóåéò äýï óõìâüëùí

+1;: : : ;+9;+0; ∗1;: : : ;∗9;∗0; =1;: : : ;=9:



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 197Áðü �éò ðáñáðÜíù äýï ðåñéð�þóåéò ðáßñíïõìå �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò,an = 10an−1 + 29an−2üðïõ n ≥ 2 êáé a1 = 10; a2 = 100: Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç åßíáé ïìïãåíÞòáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç 2ïõ âáèìïý ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç,x2 − 10x− 29 = 0 =⇒ (x = 5 − 3
√

6 ∨ x = 5 + 3
√

6)¢ñá Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç �çò ìïñöÞò,an = A(5 − 3
√

6)n +B(5 + 3
√

6)nêáé áöïý a1 = 10; a2 = 100 ðáßñíïõìå �éò åîéóþóåéò,
{

(5 − 3
√

6)A+ (5 + 3
√

6)B = 10

(79 − 30
√

6)A+ (79 + 30
√

6)B = 100

}

=⇒
{ A = − 5

3
√

6B = 5
3
√

6

}Óõíåðþò �åëéêÜ ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò, ç ïðïßááðï�åëåß êáé �çí áðÜí�çóç ó�ï ðñüâëçìá ðïõ �Ýèçêå, åßíáé ç,an = − 5

3
√

6
(5 − 3

√
6)n +

5

3
√

6
(5 + 3

√
6)n:¢óêçóç 3.10. Åíá äõáäéêü äÝíäñï n êïñõöþí åßíáé åß�å Üäåéï, áí n = 0;åß�å ìßá �ñéÜäá (Ti; r; Tn−i−1); üðïõ r åßíáé Ýíáò äéáêåêñéììÝíïò êüìâïò (çñßæá), Ti åßíáé Ýíá äõáäéêü äÝíäñï i êïñõöþí êáé Tn−i−1 åßíáé Ýíá äõáäéêüäÝíäñï n-i-1 êïñõöþí (áñéó�åñü êáé äåîéü õðïäÝíäñï áí�ßó�ïé÷á.). �üóáäõáäéêÜ äÝíäñá n êïñõöþí õðÜñ÷ïõí;Eó�ù an ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí äõáäéêþí äÝíäñùí ìå n êïñõöÝò.Ôü�å, an =

n−1∑i=0

aian−i−1ãéá�ß ï an åßíáé Üèñïéóìá �ùí �ñüðùí ó÷çìá�éóìïý áñéó�åñïý õðïäÝíäñïõ ìå
0; 1; 2; : : : ; n− 1 êüìâïõò åðß �ïõò �ñüðïõò áí�ßó�ïé÷á ó÷çìá�éóìïý äåîéïý
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Tn-i-1iT

Ó÷Þìá 3.1: Ôï äõáäéêü äÝíäñï �çò ¢óêçóçò 3.10.õðïäÝíäñïõ ìå �ïõò õðüëïéðïõò êüìâïõò, äçëáäÞ n−1; n−2; : : : ; 1; 0: ¸�óéèá Ý÷ïõìåan+1 =

n∑i=0

aian−i =⇒
∞∑n=0

an+1xn =

∞∑n=0

n∑i=0

aian−ixn =⇒

1x ∞∑n=0

an+1xn+1 =

∞∑n=0

n∑i=0

aian−ixn A(x) ãåííÞ�ñéá �çò an
︷︸︸︷
=⇒

1x [A(x) − a0] = [A(x)]2 =⇒ xA2(x) −A(x) + 1 = 0 =⇒A(x) =
1 ±

√
1 − 4x

2x =
1

2x ± 1

2x [1 −
∞∑k=1

1

2k − 1

(2kk )xk]êé åðåéäÞ an ≥ 0 åðéëÝãïõìå �ï \−" êáé Ý÷ïõìåA(x) =
1

2x ∞∑k=1

1

2k − 1

(
2kk )xk =

∞∑k=0

1

2(2k + 1)

(
2k+2k+1

)xk
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1

2(2n + 1)

(
2n+2n+1

) Þ an =
1n + 1

(
2nn ); n ≥ 0Ïé áñéèìïß áõ�ïß êáëïýí�áé êáé áñéèìïß Catalan.¢óêçóç 3.11. Ìå �ç âïÞèåéá �ùí ó÷Ýóåùí áíáäñïìÞò íá õðïëïãéó�åß ïáñéèìüò �ùí �ñüðùí åðéëïãÞò r áí�éêåéìÝíùí ìå åðáíáëÞøåéò áðü Ýíá óýíïëïn äéáöïñå�éêþí áí�éêåéìÝíùí.¸ó�ù n èå�éêüò áêÝñáéïò. �éá r ≥ 0; Ýó�ù an;r ï áñéèìüò �ùí �ñüðùíåðéëïãÞò r áí�éêåéìÝíùí ìå åðáíáëÞøåéò áðü n äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá. �éán ≥ 0; áò åßíáé {b1; b2; : : : ; bn} �ï óýíïëï áõ�þí �ùí áí�éêåéìÝíùí êáé áòèåùñÞóïõìå �ï áí�éêåßìåíï b1: Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò:

• Ôï áí�éêåßìåíï b1 äåí åðéëÝãå�áé ðï�Ý. Ôü�å �á r áí�éêåßìåíá åðé-ëÝãïí�áé áðü �ï óýíïëï {b2; : : : ; bn}: Áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé ìå an−1;r�ñüðïõò.
• Ôï áí�éêåßìåíï b1 åðéëÝãå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí ìßá öïñÜ. Ôü�å ðñÝðåé íáåðéëÝîïìå r-1 áí�éêåßìåíá áðü �ï óýíïëï {b1; b2; : : : ; bn} Ý�óé þó�å íáåßíáé äõíá�Þ ç åðáíåðéëïãÞ �ïõ b1: ÕðÜñ÷ïõí an;r−1 �ñüðïé ãéá íáåðé�åõ÷èåß áõ�ü.Áöïý ïé ðáñáðÜíù äýï �ñüðïé åðéëïãÞò �ùí r áí�éêåéìÝíùí åßíáé áìïéâáßááðïêëåéüìåíïé êáé êáëýð�ïõí üëåò �éò äõíá�Ýò åðéëïãÝò Ý÷ïõìå,an;r = an−1;r + an;r−1¸ó�ù fn =

∞∑r=0

an;rxrç ãåííÞ�ñéá óõíÜñ�çóç �çò áêïëïõèßáò an;0; an;1; : : : : Áðü �çí ðñïçãïýìåíçó÷Ýóç ãéá n ≥ 1; r ≥ 1 ðáßñíïõìå,an;rxr = an−1;rxr + an;r−1xr =⇒
∞∑r=1

an;rxr =
∞∑r=1

an−1;rxr +
∞∑r=1

an;r−1xr



200 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁËáìâÜíïí�áò õðüøç �éò ðñïöáíåßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò an;0 = 1 ãéá n ≥ 0 êáéa0;r = 0 ãéá r > 0 ðáßñíïõìå,fn − an;0 = fn−1 − an−1;0 + x ∞∑r=1

an;r−1xr−1 =⇒fn − 1 = fn−1 − 1 + xfn =⇒ fn − xfn = fn−1 =⇒fn =
fn−1

1 − x =⇒ fn =
1

(1 − x)n = (1 − x)−nÁöïý ï an;r åßíáé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ xr åéò �ï áíÜð�õãìá �çò fn èá Ý÷ïìåan;r =
(−nr )(−1)r =

(n+r−1r )1¢óêçóç 3.12. �üóåò áêïëïõèßåò ìÞêïõò n ìðïñïýí íá ó÷çìá�éó�ïýí áðü�á a,b,
,d ìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�å �á a,b íá ìçí åßíáé ðï�Ý ãåé�ïíéêÜ.¸ó�ù an ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí n øçößùí áðü �á {a; b; 
; d}, ó�éòïðïßåò �á a,b äåí åßíáé ðï�Ý ãåé�ïíéêÜ, êáé ïé ïðïßåò áñ÷ßæïõí áðü a Þ b.¼ìïéá Ýó�ù bn ï áñéèìüò �ùí áí�ßó�ïé÷ùí áêïëïõèéþí, ðïõ áñ÷ßæïõí áðü
 Þ d. Ôü�å,
{ an = 2bn−1 + an−1bn = 2bn−1 + 2an−1

}

=⇒

{ ∑∞n=1 anxn = 2x∑∞n=1 bn−1xn−1 + x∑∞n=1 an−1xn−1
∑∞n=1 bnxn = 2x∑∞n=1 bn−1xn−1 + 2x∑∞n=1 an−1xn−1

} a0=0;b0=1
︷︸︸︷
=⇒

{ A(x) = 2xB(x) + xA(x)B(x) − 1 = 2xB(x) + 2xA(x) } =⇒
{ A(x) = 2xx−1 [−B(x)]B(x) − 1 = 2xB(x) + 4x2

1−xB(x) } =⇒B(x) =
x− 1

2x2 + 3x− 1
=⇒ B(x) =

1
2(x− 1)

(x + 3+
√

17
4 )(x + 3−

√
17

4 )
=⇒1Ôï áðï�Ýëåóìá ðïõ ðñïÝêõøå åßíáé ãíùó�ü áðü �ç ó�ïé÷åéþäç èåùñßá �çò Óõíäõáó�é-êÞò ÁíÜëõóçò, üðïõ êáé Ý÷åé áðïäåé÷èåß ìå êáèáñÜ óõíäõáó�éêÜ åðé÷åéñÞìá�á.
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√
17+7

4
√

17x + 3+
√

17
4

+

√
17−7

4
√

17x + 3−
√

17
4

=⇒B(x) =

√
17 + 7

3
√

17 + 17
(1 +

4x
3 +

√
17

)−1 +

√
17 − 7

3
√

17 − 17
(1 +

4x
3 −

√
17

)−1 =⇒B(x) =

√
17 + 7

3
√

17 + 17

∞∑k=0

(− 4

3 +
√

17
)kxk +

√
17 − 7

3
√

17 − 17

∞∑k=0

(− 4

3 −
√

17
)kxkïðü�å,bn =

√
17 + 7

3
√

17 + 17
(− 4

3 +
√

17
)n +

√
17 − 7

3
√

17 − 17
(− 4

3 −
√

17
)n ∀n ∈ N:¼ìùò, bn = 2bn−1 + 2an−1 =⇒ an + bn =

bn+1

2
=⇒an + bn =

1

2
· [

√
17 + 7

3
√

17 + 17
(− 4

3 +
√

17
)n+1 +

√
17 − 7

3
√

17 − 17
(− 4

3 −
√

17
)n+1]

∀n ∈ N∗¢óêçóç 3.13. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå ðáñåíèÝóåéòó�ï ãéíüìåíï x1 · x2 · : : : · xn âÜæïí�áò ðáñÝíèåóç óå êÜèå äýï üñïõò �ïõãéíïìÝíïõ, Ý�óé þó�å íá ðïëëáðëáóéÜæïí�áé äýï üñïé êÜèå öïñÜ.Áò åßíáé an ï áñéèìüò �ùí �ñüðùí íá �ïðïèå�Þóïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�ïãéíüìåíï n üñùí. Èåùñïýìå �á äýï õðïãéíüìåíá x1 · x2 · : : : · xn−r êáéxn−r+1 · xn−r+2 · : : : · xn: ÕðÜñ÷ïõí an−r �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéòó�çí 1ç Ýêöñáóç êáé ar �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò ó�ç 2ç Ýêöñáóç,åðïìÝíùò ar ·an−r �ñüðïé íá âÜëïõìå ðáñåíèÝóåéò óå üëï �ï ãéíüìåíï, üðïõâåâáßùò �ï �åëåõ�áßï æåýãïò åêöñÜóåùí, ðïõ èá ðïëëáðëáóéáó�åß åßíáé �ïæåýãïò �ùí äýï ðáñáðÜíù õðïãéíïìÝíùí. Ï�áí �ï r êéíçèåß áðü 1 åþò n-1ðáßñíïõìå �ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò,an = an−1a1 + an−2a2 + : : : + a2an−2 + a1an−1;



202 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁìå a1 = 1 ÈÝ�ïõìå a0 = 0 êáé ãñÜöïõìå �çí ðñïçãïýìåíç,an =

n∑i=0

aian−i =⇒
∞∑n=2

anxn =

∞∑n=2

n∑i=0

aian−ixn =⇒A(x) − a1x− a0 = A2(x) − a2
0 − (a1a0 + a0a1)x =⇒A2(x) −A(x) + x = 0 =⇒ A(x) =

1 ±
√

1 − 4x
2Äå÷üìáó�å �ç ëýóç ìå �ï \-", ðïõ äßäåé èå�éêïýò óõí�åëåó�Üò äõíÜìåùí �ïõx. ¸�óé Ý÷ïõìå,

√
1 − 4x = (1 − 4x) 1

2 = 1 +
∞∑n=1

[− 2n(2n−2n−1

)xn]ïðü�å, A(x) =
1 · 1
2

+
1

2
[

∞∑n=1

2n(2n−2n−1

)xn] =⇒ A(x) =

∞∑n=1

1n(2n−2n−1

)xn¢ñá åßíáé, an =

{
0 n = 0
1n(2n−2n−1

) n = 1; 2; 3; : : :¢óêçóç 3.14. Íá âñåèåß ï áñéèìüò dn �ùí �ñéãùíéóìþí åíüò êõñ�ïý n-ãþíïõ. Ôñéãùíéóìüò åßíáé Ýíá óýíïëï áðü n-3 äéáãþíéåò, üðïõ êÜèå äýï áð'áõ�Ýò äåí �Ýìíïí�áé ó�ï åóù�åñéêü �ïõ n-ãþíïõ.Áò îå÷ùñßóïõìå äýï ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò �ïõ n-ãþíïõ, Ýó�ù �éò A,B, êéáò åßíáé 1; 2; : : : ; n− 2 ïé õðüëïéðåò n-2 êïñõöÝò �ïõ n-ãþíïõ, üðùò äéá�ñÝ-÷ïõìå �çí ðåñéöÝñåéá �ïõ n-ãþíïõ áðü �ï Á ðñïò �ï Â. Ôü�å ï áñéèìüò �ùí�ñéãùíéóìþí åßíáé, Ýó�ù Tn, ßóïò ìå �ïí áñéèìü �ùí �ñéãùíéóìþí åíüò (n-1)-ãþíïõ, ìå äïóìÝíç �çí Á ó�ïí �ñéãùíéóìü �ïõ n-ãþíïõ, óõí �ïí áñéèìü�ùí �ñéãùíéóìþí åíüò (n-1)-ãþíïõ, ìå äïóìÝíç �ç B ó�ïí �ñéãùíéóìü �ïõn-ãþíïõ, óõí, �Ýëïò, �ïí áñéèìün−2∑k=3

TkTn+1−k;
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A
n-2

1

n-3

2
(2) (3) (3)

(1)
K-1

B

Ó÷Þìá 3.2: Ôï êõñ�ü n-ãùíï �çò ¢óêçóçò 3.14.üðïõ �ï k êéíåß�áé áðü �çí êïñõöÞ 2 åþò �çí êïñõöÞ n-3, ïðü�å êáé ó÷ç-ìá�ßæå�áé Ýíá k-ãùíï, ìå êïñõöÝò Á; 1; : : : ; k − 1; êé Ýíá (n+1-k)-ãùíï, ìåêïñõöÝò k − 1; k; : : : ; n− 2; B; (k = 3; 4; : : : ; n− 2): ¸�óé Ý÷ïõìå,Tn =

n−2∑k=3

TkTn−k+1 + 2Tn−1

T2=1
︷︸︸︷
=⇒ Tn =

n−1∑k=2

TkTn+1−k Tk=Sk−2
︷︸︸︷
=⇒Sn−2 =

n−1∑k=2

Sk−2Sn−1−k =⇒ Sn−2 =

n−3∑k=0

SkSn−3−k =⇒

∞∑n=3

Sn−2xn−3 =
∞∑n=3

n−3∑k=0

SkSn−3−kxn−3 =⇒ 1x [S(x) − s0] = S2(x) =⇒xS2(x) − S(x) + 1 = 0 =⇒ S(x) =
1 ±

√
1 − 4x

2x¢ñá (âëÝðå ¢óêçóç 3.10) ïé Sn åßíáé ïé áñéèìïß Catalan, äçëáäÞ,Sn =
1n+ 1

(2nn );



204 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁüðïõ n ≥ 0: ÅðïìÝíùò,Tn = Sn−2 =⇒ Tn =
1n− 1

(2n−4n−2

); n ≥ 3¢óêçóç 3.15.1. �üóåò áêïëïõèßåò n øçößùí áðü �á øçößá 0,1,2,3 Ý÷ïõí ìïíü áñéèìüáðü 0;2. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí n øçößùí áðü �á 0,1 ó�éò ïðïßåò�ï äåßãìá 010 åìöáíßæå�áé ó�ï n{ïó�ü øçößï.1. ¸ó�ù an−1 ï áñéèìüò �ùí (n-1)-øçößùí áêïëïõèéþí, ðïõ Ý÷ïõí ìïíüáñéèìü áðü 0. Ôü�å ï áñéèìüò �ùí áêïëïõèéþí (n-1)-øçößùí, ðïõÝ÷ïõí æõãü áñéèìü 0, åßíáé 4n−1 − an−1: Óå êÜèå ìßá áðü �éò an−1áêïëïõèßåò ìå ìïíü áñéèìü 0, �á øçößá 1,2,3 ìðïñïýí íá ðñïó�åèïýí,ãéá íá äþóïõí áêïëïõèßåò ìÞêïõò n ìå ìïíü áñéèìü 0. Óå êÜèå ìßá áðü�éò 4n−1 −an−1 áêïëïõèßåò ìå æõãü áñéèìü 0 �ï 0 ìðïñåß íá ðñïó�åèåßãéá íá ðÜñïõìå áêïëïõèßåò ìÞêïõò n ìå ìïíü áñéèìü 0. ¸�óé,an = 3an−1 + 4n−1 − an−1;üðïõ a1 = 1; êáé Ý�óé èÝ�ïõìå a0 = 0 êáé Ý÷ïõìå,an − 2an−1 = 4n−1; a0 = 0Ç ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáé ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ ìå áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞan − 2an−1 = 0 êáé ÷áñáê�çñéó�éêÞ ñßæá x = 2, ïðü�å a(h)n = A2n:ÄïêéìÜæïõìå a(p)n = B4n êáé Ý÷ïõìå,B4n − 2B4n−1 = 4n−1 =⇒ 4B − 2B = 1 =⇒ B =
1

2ïðü�å, an = A2n +
1

2
4n n=0
︷︸︸︷
=⇒ A+

1

2
= 0 =⇒ A = −1

2ÅðïìÝíùò, an =
1

2
4n − 1

2
2n; ∀n ∈ N:



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 2052. ¸ó�ù an ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò áêïëïõèéþí. Ìå�áîý üëùí �ùí áêï-ëïõèéþí n äõáäéêþí øçößùí õðÜñ÷ïõí 2n−3 áêïëïõèßåò, ðïõ Ý÷ïõí�á 010 óáí �ñßá �åëåõ�áßá øçößá.Áõ�Ýò ìðïñïýí íá äéáéñåèïýí óå äýïïìÜäåò: Áõ�Ýò, ðïõ Ý÷ïõí �ï 010 íá åìöáíßæå�áé ó�ï n-ïó�ü øçößïêé áõ�Ýò, ó�éò ïðïßåò �ï 010 äåí åìöáíßæå�áé ó�ï n-ïó�ü øçößï. Ó�çíðñþ�ç ïìÜäá õðÜñ÷ïõí an áêïëïõèßåò, åíþ ïé áêïëïõèßåò �çò äåý�å-ñçò ïìÜäáò ðñÝðåé íá åìöáíßæïõí �ï 010 ó�ï (n-2) øçößï, áöïý áõ�üòåßíáé ï ìïíáäéêüò ëüãïò, ãéá �ïí ïðïßï äå äå÷üìáó�å �çí åìöÜíéóç�ïõ 010 ó�á �ñßá �åëåõ�áßá øçößá. ¸�óé ç �åëåõ�áßá ïìÜäá Ý÷åé an−2áêïëïõèßåò, ïðü�å,
2n−3 = an + an−2; n ≥ 5; a3 = 1; a4 = 2¸÷ïõìå, an + an−2 = 0 =⇒ x2 + 1 = 0 =⇒ x = ±i¢ñá, a(h)n = Ain +B(−i)n =

= A(cos
�
2

+ i sin �
2
)n +B(cos

−�
2

+ i sin −�
2

)n =

= (A+B) cos
n�
2

+ i(A−B) sin
n�
2

=

= C cos
n�
2

+D sin
n�
2ÄïêéìÜæïõìå a(p)n = F2n;F2n + F2n−2 = 2n−3 =⇒ 8F + 2F = 1 =⇒ F =

1

10¢ñá, an = C cos
n�
2

+D sin
n�
2

+
1

10
2n n=3;4
︷︸︸︷
=⇒

{
−D + 4

5 = 1C + 8
5 = 2

}

=⇒
{ D = −1

5C = 2
5

}ÅðïìÝíùò, an =
2

5
cos

n�
2

− 1

5
sin

n�
2

+
2n
10
; ∀n ∈ N:



206 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢óêçóç 3.16. Íá ëõèåß ç ó÷Ýóç áíáäñïìÞò an = 10a2n−1; n ≥ 1; a0 = 1:ÈÝ�ïõìå bn = log an ìå b0 = log 1 = 0 êáé Ý÷ïõìå,
log an = log 10 + log a2n−1 =⇒ log an = 2 log an−1 + log 10 =⇒bn = 2bn−1 + 1Ç �åëåõ�áßá Ý÷åé ëýóç (âëÝðå ¢óêçóç 3.1) bn = 2n+1 − 1; ∀n ∈ N; êáé Üñáan = 10bn =⇒ an = 102n+1−1; ∀n ∈ N:



ÊåöÜëáéï 4Èåùñßá ÌÝ�ñçóçò P�olyaThe old Ro
ker wore his hair too long,wore his trouser 
u�s tootight.Unfashionable to the end-drank his ale too light.Death's head belt bu
kle-yesterday's dreams-The transport 
af'prophet of doomRinging no 
hange in his double-sewn seams,in his post-war-babegloom.Now he's too old to Ro
k'n'Roll but he's too young to dieYes, he's too old to Ro
k'n'Roll but he's too young to die...He on
e owned a Harley Davidson and a Triumph Bonneville.Counted his friends in burned out spark plugs And prays that healways will.But he's the last of the blue blood greaser boys All his mates aredoing timeMarried with three kids up by the ring road Sold their soulsstraight down the lineAnd some of them own little sports 
ars and meet at the ten-nis 
lub do's For drinks on a Sunday-work on Monday They'vethrown away their blue suede shoes.Now they're too old to Ro
k'n'Roll but they're too young to dieYes, they're too old to Ro
k'n'Roll but they're too yoyng to die...So the old Ro
ker gets out his bike to make a ton before he takes



208 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁhis leaveUpon the A1 by S
ot
h Corner just like it used to be.And as he 
ies-tears in his eyes-his wind-whipped words e
ho the�nal takeAs he hits the trunk road doing around 120 with no room left tobrakeAnd he was too old to Ro
k'n'RollAnd he was too young to die...Too Old To Ro
k'n'Roll:Too Young To DieJETHRO TULL



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 209¢óêçóç 4.1. ¸ó�ù pk ï áñéèìüò �ùí äéáìåñßóåùí åíüò óõíüëïõ, ðïõ ðå-ñéÝ÷åé k ó�ïé÷åßá. Åßíáé ðñïöáíþò p0 = 1: Äåßî�å ü�épn+1 =

n∑i=0

(ni)pi:�éá íá äéáìåñßóïõìå Ýíá óýíïëï S ìå |S| = n+ 1 áêïëïõèïýìå �çí åîÞòìÝèïäï. Îå÷ùñßæïõìå Ýíá ó�ïé÷åßï áðü �á n+1 ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ êáé�ï âÜæïõìå ó�çí Üêñç. Åðåé�á åß�å äçìéïõñãïýìå ìßá äéáìÝñéóç ðáßñíïí�áòìáæåìÝíá n ó�ïé÷åßá áðü �á õðüëïéðá n ìå (nn) �ñüðïõò êáé äéáìåñßæïí�áò�á õðüëïéðá n − n = 0 ó�ïé÷åßá, åß�å äçìéïõñãïýìå ìßá äéáìÝñéóç ðáßñíï-í�áò ìáæåìÝíá n-1 ó�ïé÷åßá áðü �á n ìå ( nn−1

) �ñüðïõò êáé äéáìåñßæïí�áò �ïõðüëïéðï 1 ó�ïé÷åßï, åß�å : : :, åß�å, ãåíéêþò, ðáßñíïõìå ìáæß n − k ó�ïé÷åßáìå ( nn−k) �ñüðïõò êáé �á õðüëïéðá k ó�ïé÷åßá �á äéáìåñßæïõìå åëåýèåñá ìåpk �ñüðïõò. ÔÝëïò ó�ï óýíïëï �ùí ìáæåìÝíùí ó�ïé÷åßùí ðñïóèÝ�ïõìå �ïó�ïé÷åßï, ðïõ îå÷ùñßóáìå. Áõ�ü åîáóöáëßæåé ü�é ïðïéåóäÞðï�å äýï äéáìåñß-óåéò, ðïõ êÜíáìå ìå �ïí ðáñáðÜíù �ñüðï èá åßíáé äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò.¸�óé ï óõíïëéêüò áñéèìüò äéáìåñßóåùí èá åßíáé:pn+1 =
(nn)p0 +

( nn−1

)p1 +
( nn−2

)p2 + : : : + ( nn−n)pn =

=
(n
0

)p0 +
(n
1

)p1 + : : : + (nn)pn =

=
n∑i=0

(ni)pi¢óêçóç 4.2. ¸ó�ù S Ýíá óýíïëï, ðïõ ðåñéÝ÷åé n ó�ïé÷åßá.1. �üóåò äéáöïñå�éêÝò äéìåëåßò ó÷Ýóåéò ó�ï óýíïëï S õðÜñ÷ïõí;2. �üóåò áð' áõ�Ýò åßíáé áíáêëáó�éêÝò;3. �üóåò áð' áõ�Ýò åßíáé óõììå�ñéêÝò;4. �üóåò áð' áõ�Ýò äåí åßíáé ïý�å áíáêëáó�éêÝò ïý�å óõììå�ñéêÝò;5. �üóåò áð' áõ�Ýò åßíáé ó÷Ýóåéò éóïäõíáìßáò;



210 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ1. Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí äéìåëþí ó÷Ýóåùí éóïý�áé ìå �ïí ðëçèÜñéèìï�ïõ óõíüëïõ �ùí ìç êåíþí õðïóõíüëùí �ïõ êáñ�åóéáíïý ãéíïìÝíïõS × S: Åßíáé |S × S| = n2: ¸�óé ï ðëçèÜñéèìïò �ïõ óõíüëïõ �ùí ìçêåíþí õðïóõíüëùí �ïõ S × S èá åßíáé 2n2 − 1:2. �éá íá åßíáé ìßá áðü �éò äéìåëåßò ó÷Ýóåéò ó�ï S áíáêëáó�éêÞ ðñÝðåéïðùóäÞðï�å íá ðåñéÝ÷åé �á æåýãç (x; x); x ∈ S ∀x ∈ S: Áõ�Ü åßíáéðñïöáíþò n �ï ðëÞèïò.Ôá õðüëïéðá æåýãç �ïõ S×S ìðïñåß íá áíÞêïõíÞ íá ìçí áíÞêïõí ó�ç äéìåëÞ ó÷Ýóç. ¸�óé ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò åßíáé
2n2−n = 2n(n−1):3. �éá íá åßíáé ìßá äéìåëÞò ó÷Ýóç ó�ï S óõììå�ñéêÞ ðñÝðåé åÜí ðåñéÝ÷åéÝíá áðü �á n2 − n æåõãÜñéá �ùí (x; y) ∈ S2; x 6= y; íá ðåñéÝ÷åé êáé�ï (y; x). ¸�óé ìßá �Ý�ïéá ó÷Ýóç åß�å èá ðåñéÝ÷åé �ï (x; y) åß�å äå èá�ï ðåñéÝ÷åé, åß�å åðßóçò èá ðåñéÝ÷åé æåýãç (n �ï ðëÞèïò) �çò ìïñöÞò
(x; x); x ∈ S; åß�å åëåýèåñá äåí èá �á ðåñéÝ÷åé. Óõíåðþò ï áñéèìüò �ùíóõììå�ñéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé,

2n · 2n2
−n
2 − 1 = 2

n(n+1)
2 − 14. ×ñçóéìïðïéþí�áò �çí Áñ÷Þ Åãêëåéóìïý-Áðïêëåéóìïý ðáßñíïõìå ãéá�ï æç�ïýìåíï áñéèìü,

2n2−1−2n(n−1)−2
n(n+1)

2 +1+2
n2

−n
2 = 2n2−2n2−n−2

n2+n
2 +2

n2
−n
2 −1+1 =

= 2n2 − 2n2−n − 2
n2+n

2 + 2
n2

−n
25. Áöïý êÜèå ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò äéáìåñßæåé �ï S óå êëÜóåéò éóïäõíáìßáòêáé áí�éó�ñüöùò, ï áñéèìüò �ùí ó÷Ýóåùí éóïäõíáìßáò èá éóïý�áé ìå�ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí äéáìåñßóåùí �ïõ S óå êëÜóåéò éóïäõíá-ìßáò. Áõ�üò åßíáé áðü �çí Üóêçóç 4.1,pn =

n−1∑i=0

(n−1i )pi¢óêçóç 4.3. Ïé Ýîé üøåéò åíüò êýâïõ èá ÷ñùìá�éó�ïýí ìå 6 äéáöïñå�éêÜ÷ñþìá�á, êÜèå üøç ìå Ýíá äéáöïñå�éêü ÷ñþìá. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåßíá ãßíåé áõ�ü;
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(1)
(3)

Ó÷Þìá 4.1: Ï êýâïò �çò Üóêçóçò 4.3 êáé ïé Üîïíåò óõììå�ñßáò �ïõ.Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò éóïý�áé ìå x, üðïõ x åßíáé ï áñéèìüò �ùí êëÜóåùíéóïäõíáìßáò, ó�éò ïðïßåò äéáéñåß�áé �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí ÷ñùìá�éóìþí,áðü �ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò �çí åðáãïìÝíç áðü �çí ïìÜäá ìå�áèÝóåùí G �ïõêýâïõ. Áðü �ï Èåþñçìá �ïõ Burnside åßíáé,x =
1

|G|
∑ð∈Gø(ð)Ôï |G| åßíáé 24 äéü�é ïé äõíá�Ýò óõììå�ñßåò �ïõ êýâïõ åßíáé ïé åîÞò 24:

• ç �áõ�ï�éêÞ ìå ø(ð) = 6!

• �ñåéò ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 180ï ãýñù áðüÜîïíåò, ðïõ óõíäÝïõí êÝí�ñá áðÝíáí�é üøåùí,ìå ø(ð) = 0

• Ýîé ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 90o ãýñù áðü Üîïíåò,ðïõ óõíäÝïõí �á êÝí�ñá áðÝíáí�é üøåùí,ìå ø(ð) = 0
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• Ýîé ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 180o ãýñù áðü Üîï-íåò, ðïõ óõíäÝïõí �á ìÝóá áðÝíáí�é áêìþí, ìå ø(ð) = 0; êáé �Ýëïò
• ïê�þ ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 120o ãýñù áðüÜîïíåò, ðïõ óõíäÝïõí áðÝíáí�é êïñõöÝò,ìå ø(ð) = 0¢ñá, x =

1

|G|
∑ð∈Gø(ð) =

1

24
6! =

6!

4!
= 30¢óêçóç 4.4. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí êïëéÝ ìå ðÝí�å ÷Ü-í�ñåò,ðïõ ìðïñåß íá åßíáé êß�ñéíåò, ìðëÝ Þ Üóðñåò. Äýï êïëéÝ èåùñïýí�áéßäéá åÜí ç ðåñéó�ñïöÞ �ïõ åíüò äßíåé �ï Üëëï. (�éá áðëü�ç�á èåùñïýìå ü�é�á êïëéÝ äåí åðé�ñÝðå�áé íá áíáðïäïãõñéó�ïýí.)¸ó�ù S �ï óýíïëï, ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �á 35 = 243 äéáöïñå�éêÜ êïëéÝ,ü�áí äåí ëáìâÜíïí�áé õðüøéí ïé éóïäõíáìßåò ëüãù ðåñéó�ñïöþí. ¸ó�ù åðß-óçò G = {ð1; ð2; ð3; ð4; ð5} ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí, üðïõ ð1 åßíáé ç �áõ�ï�éêÞìå�Üèåóç, ð2 ç ìå�Üèåóç, ðïõ áðåéêïíßæåé Ýíá êïëéÝ ó' Ýíá Üëëï, ðïõ åßíáéßäéï ìå �ï ðñïçãïýìåíï ðåñéó�ñáììÝíï êá�Ü ìßá ÷Üí�ñá äåîéüó�ñïöá, êáéð3; ð4; ð5 ïé ìå�áèÝóåéò, ðïõ áðåéêïíßæïõí Ýíá êïëéÝ ó' Ýíá üìïéï ì' áõ�ü,áëëÜ ðåñéó�ñáììÝíï äåîéüó�ñïöá êá�Ü äýï, �ñåéò êáé �Ýóóåñéò ÷Üí�ñåò áí�ß-ó�ïé÷á.Ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, ðïõ ðáñáìÝíïõí áìå�Üâëç�á,

• áðü �çí ð1 åßíáé 243
• áðü �çí ð2 åßíáé 3 äéü�é ç ðåñéó�ñïöÞ �ïõ êïëéÝ êá�Ü ìßá èÝóç èá äþóåé�ï ßäéï êïëéÝ ìüíï ü�áí êáé ïé ðÝí�å ÷Üí�ñåò Ý÷ïõí �ï ßäéï ÷ñþìá
• áðü �éò ð3; ð4; ð5 åßíáé ïìïßùò 3¸�óé óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá �ïõ Burnside èá Ý÷ïõìå ãéá �ï æç�ïýìåíïáñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí êïëéÝ,

1

5
(243 + 3 + 3 + 3 + 3) = 51



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 213¢óêçóç 4.5. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é èá �õðþóïõìå üëïõò �ïõò áñéèìïýò ìå 5 øç-ößá óå êïììá�Üêéá ÷áñ�éïý, ìå Ýíáí áñéèìü óå êÜèå êïììá�Üêé. �ñïöá-íþò õðÜñ÷ïõí 105 �Ý�ïéá êïììÜ�éá. (�éá áñéèìïýò ìéêñü�åñïõò �ïõ 10.000,óõìðëçñþíïõìå �ïí áñéèìü ìå ìçäåíéêÜ ó�çí áñ÷Þ.) �áñá�áý�á, áöïý �áøçößá 0,1,6,8 êáé 9 ãßíïí�áé 0,1,9,8 êáé 6 áí�ßó�ïé÷á, ü�áí äéáâáó�ïýí áíÜ-ðïäá, õðÜñ÷ïõí æåýãç áñéèìþí, ðïõ èá ìïéñáó�ïýí �ï ßäéï êïììÜ�é ÷áñ�éïý,�ï ïðïßï èá äéáâÜæå�áé Þ ßóéá Þ áíÜðïäá. �.÷. ìðïñïýìå íá ö�éÜîïõìå ÝíáêïììÜ�é ÷áñ�éïý ãéá �ïõò äýï áñéèìïýò 89.166 êáé 99.168. �üóá äéáöïñå-�éêÜ êïììá�Üêéá ÷áñ�éïý ÷ñåéáæüìáó�å ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç ãéá �ïõò 105áõ�ïýò áñéèìïýò;¸ó�ù S �ï óýíïëï, ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �ïõò 105 áñéèìïýò, êáé G çïìÜäá ìå�áèÝóåùí �ïõ S, ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �éò ìå�áèÝóåéò ð1; ð2; üðïõ ð1åßíáé ç �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç êáé ð2 ç ìå�Üèåóç, ðïõ áðåéêïíßæåé Ýíáí áñéèìüó�ï S åß�å ó�ïí åáõ�ü �ïõ, åÜí äå äßíåé Üëëïí áñéèìü ü�áí áíáðïäïãõñéó�åß,åß�å ó�ïí áñéèìü, ðïõ ðñïêýð�åé áð' áõ�üí ü�áí äéáâáó�åß áíÜðïäá. Ï áñéè-ìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, ðïõ ðáñáìÝíïõí áìå�Üâëç�á áðü �çí ð1 åßíáé 105,åíþ ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ S, ðïõ ðáñáìÝíïõí áìå�Üâëç�á áðü �çíð2 åßíáé 105 − 55 + 3 · 52; ãéá�ß õðÜñ÷ïõí 105 − 55 áñéèìïß, ðïõ ðåñéÝ÷ïõíÝíá �ïõëÜ÷éó�ïí ó�ïé÷åßï åê �ùí 2,3,4,5 êáé 7, ðïõ äåí äéáâÜæå�áé áíÜðïäá,êáé 3 · 52 áñéèìïß, ðïõ ðáñáìÝíïõí ßäéïé åß�å äéáâáó�ïýí ßóéá åß�å áíÜðïäá.¢ñá ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí êïììá�éþí áðü ÷áñ�ß, ðïõ ÷ñåéÜæå�áé íáö�éÜîïõìå åßíáé,
1

2
(105 + 105 − 55 + 3 · 52) = 105 − 1

2
55 +

3

2
52 = 98475¢óêçóç 4.6. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí óåéñþí, ðïõ ö�éÜ÷íï-í�áé áðü 3 ÷Üí�ñåò, ðïõ ìðïñåß íá åßíáé ìðëÝ Þ êß�ñéíåò.¸ó�ù D = {1; 2; 3} �ï óýíïëï �ùí �ñéþí èÝóåùí óå êÜèå óåéñÜ êáéR = {b; y} �ï óýíïëï �ùí äýï åéäþí ãéá �éò ÷Üí�ñåò. ¸ó�ù åðßóçò w(b) = bêáé w(y) = y; �á âÜñç �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ R. Åßíáé G = {

(123
123

); (123321

)
};üðïõç ðñþ�ç ìå�Üèåóç åßíáé ç �áõ�ï�éêÞ, åíþ ç äåý�åñç áí�éó�ïé÷åß ó�çí áí�éìå-�Üèåóç �ùí äýï Üêñùí �çò óåéñÜò.Ï äåßê�çò êýêëùí �çò G åßíáé,PG(x1; x2) =

1

2
(x3

1 + x1x2)



214 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁêáé ï áñéèìüò åýñåóçò ó÷çìá�éóìþí,
1

2
[(b + y)3 + (b+ y)(b2 + y2)] = b3 + 2b2y + 2by2 + y3Áðü �ïí áñéèìü åýñåóçò ó÷çìá�éóìþí, âëÝðïõìå ü�é õðÜñ÷åé ìßá óåéñÜ, ðïõðåñéÝ÷åé 3 ìðëÝ ÷Üí�ñåò, 2 óåéñÝò, ðïõ ðåñéÝ÷ïõí 2 ìðëÝ ÷Üí�ñåò êáé 1 êß�ñéíçê.ë.ð. ÈÝ�ïí�áò w(b) = w(y) = 1 âñßóêïõìå ü�é ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþíó÷çìá�éóìþí åßíáé 6.¢óêçóç 4.7.1. Ïé Ýîé üøåéò åíüò êýâïõ èá ÷ñùìá�éó�ïýí ìå 1 Þ ðåñéóóü�åñá áðü 6äéáöïñå�éêÜ ÷ñþìá�á. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß íá ãßíåé áõ�ü;2. Åíá áð' áõ�Ü �á 6 ÷ñþìá�á åßíáé êüêêéíï. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí�ñüðùí íá ÷ñùìá�ßóïõìå �ïí êýâï Ý�óé þó�å áêñéâþò �ñåéò áðü �éòüøåéò �ïõ íá âáöïýí êüêêéíåò.1. ¸ó�ù G ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå üëåò �éò äõíá�Ýòðåñéó�ñïöÝò �ïõ êýâïõ. ÕðÜñ÷ïõí 24 ìå�áèÝóåéò ó�çí ïìÜäá, ðïõ÷ùñßæïí�áé ó�éò åîÞò 5 êá�çãïñßåò,

• ç �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x6
1

• 3 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 180o ãýñù áðüÜîïíåò, ðïõ óõíäÝïõí �á êÝí�ñá áðÝíáí�é ðëåõñþí (üøåùí),ìåáíáðáñáó�Üóåéò x2
1x2

2

• 6 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 90o ãýñù áðü Üîï-íåò, ðïõ óõíäÝïõí �á êÝí�ñá áðÝíáí�é üøåùí,ìå áíáðáñáó�Üóåéòx2
1x4

• 6 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 180o ãýñù áðüÜîïíåò, ðïõ óõíäÝïõí �á ìÝóá áðÝíáí�é áêìþí,ìå áíáðáñáó�Ü-óåéò x3
2 êáé �Ýëïò

• 8 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 120o ãýñù áðüÜîïíåò, ðïõ óõíäÝïõí áðÝíáí�é êïñõöÝò, ìå áíáðáñáó�Üóåéò x2
3
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1

24
(x6

1 + 3x2
1x2

2 + 6x2
1x4 + 6x3

2 + 8x2
3)ïðü�å ï áñéèìüò åýñåóçò �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò åßíáé,

1

24
[(x+y+z+r+s+t)6+3(x+y+z+r+s+t)2(x2+y2+z2+r2+s2+t2)2+

+6(x2 + y2 + z2 + r2 + s2 + t2)3+
+6(x + y + z + r + s + t)2(x4 + y4 + z4 + r4 + s4 + t4)+

+8(x3 + y3 + z3 + r3 + s3 + t3)2]êáé èÝ�ïí�áò x = y = z = r = s = t = 1 ðáßñíïõìå,
1

24
(66 + 3 · 62 · 62 + 6 · 63 + 6 · 62 · 6 + 8 · 62) = 2226�ñüðïé ÷ñùìá�éóìïý.2. Áò õðïèÝóïõìå ü�é Ýíá áðü �á ÷ñþìá�á åßíáé �ï êüêêéíï (Ýó�ù �ïx) êáé ü�é èÝëïõìå �ïõò �ñüðïõò ÷ñùìá�éóìïý �ïõ êýâïõ, Ý�óé þó�åáêñéâþò �ñåéò áðü �éò üøåéò �ïõ íá åßíáé êüêêéíåò. Ôü�å áíáëýïí�áò�ïí áñéèìü åýñåóçò êáé èÝ�ïí�áò y + z + r + s+ t = ë; y2 + z2 + r2 +s2 + t2 = ì; y3 +z3 +r3 +s3 + t3 = ñ; y4 +z4 +r4 +s4 + t4 = í Ý÷ïõìå,

1

24
[(x+ë)6+3(x+ë)2(x2+ì)2+6(x2+ì)3+6(x+ë)2(x4+í)+8(x3+ñ)2]

=
1

24
[

6∑k=0

(6k)xkë6−k + 3(x2 + 2ëx + ë2)(x4 + 2ìx2 + ì2)+

+6(x6 + 3x4ì + 3x2ì2 + ì3)+

+6(x2 + 2ëx + ë2)(x4 + í) + 8(x6 + 2x3ñ + ñ2)]ïðü�å ãéá �á x3 Ý÷ïõìå,
1

24
[
(
6
3

)ë3x3 + 3 · 4ëìx3 + 8 · 2ñx3] =
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=

1

24
[20(y+z+r+s+t)3x3+12(y+z+r+s+t)(y2+z2+r2+s2+t2)x3+

+16(y3 + z3 + r3 + s3 + t3)x3]ïðü�å èÝ�ïí�áò x = y = z = r = s = t = 1 ðáßñíïõìå,
1

24
(20 · 53 + 12 · 5 · 5 + 16 · 5) = 120�ñüðïé ÷ñùìá�éóìïý �ïõ êýâïõ, Ý�óé þó�å áêñéâþò �ñåéò áðü �éò üøåéò�ïõ íá åßíáé êüêêéíåò.¢óêçóç 4.8. Ïé Ýîé üøåéò åíüò êýâïõ èá ÷ñùìá�éó�ïýí ìå 4 äéáöïñå�éêÜ÷ñþìá�á A,B,C êáé D. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñåß íá ÷ñùìá�éó�åß ï êýâïò,Ý�óé þó�å äýï áðü �éò üøåéò �ïõ íá ÷ñùìá�éó�ïýí Á, äýï B, ìßá C êáé ìßáD. ÅÜí �á ÷ñþìá�á åßíáé �Ýóóåñá, �ü�å ï áñéèìüò åýñåóçò êëÜóåùí éóïäõ-íáìßáò ãßíå�áé áðü �çí Üóêçóç 4.7,

1

24
[(x + y + z + r)6 + 3(x + y + z + r)2(x2 + y2 + z2 + r2)2+

+6(x+y+z+r)2(x4+y4+z4+r4)+6(x2+y2+z2+r2)3+8(x3+y3+z3+r3)2];ïðü�å �ïõò åðéèõìç�ïýò ÷ñùìá�éóìïýò �ïõò ðáßñíïõìå áðü �ï,
1

24
[(x + y + z + r)6 + 3(x + y + z + r)2(x2 + y2 + z2 + r2)2]Ôï ãéíüìåíï (x + y + z + r)6 äßíåé �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x2y2zr ßóï ìå (62) ·(4

2

)
· 2 · 1 = 180 êáé �ï 3(x+ y+ z+ r)2(x2 + y2 + z2 + r2)2 äßíåé óõí�åëåó�Þ�ïõ x2y2zr 3 · 2 · 2 = 12; ïðü�å ïé æç�ïýìåíïé �ñüðïé åßíáé,

180 + 12

24
= 8¢óêçóç 4.9. Åíáò êýëéíäñïò, ðïõ Ý÷åé äéáéñåèåß óå 6 �ìÞìá�á èá ÷ñùìá-�éó�åß ìå 1 Þ ðåñéóóü�åñá áðü äéáöïñå�éêÜ ÷ñþìá�á. Ìå ðüóïõò �ñüðïõòåðé�õã÷Üíå�áé áõ�ü;
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Ó÷Þìá 4.2: Ï êýëéíäñïò �çò Üóêçóçò 4.8 äéáéñåìÝíïò óå Ýîé �ìÞìá�á êáé ïÜîïíáò óõììå�ñßáò �ïõ.¸ó�ù G ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå üëåò �éò äõíá�Ýò óõì-ìå�ñßåò �ïõ êõëßíäñïõ. ¸÷ïõìå äýï ìå�áèÝóåéò ó�ç G:
• �çí �áõ�ï�éêÞ,ãéá �çí ïðïßá ç êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç åßíáé x6

1

• �çí ðåñéó�ñïöÞ ãýñù áðü ïñéæüí�éï Üîïíá, ðïõ ÷ùñßæåé �ï �ñß�ï áðü�ï �Ý�áñ�ï ìÝñïò, êá�Ü 180o, ìå áíáðáñÜó�áóç x3
2Óõíåðþò ï äåßê�çò êýêëùí PG �çò G åßíáé,PG =

1

2
(x6

1 + x3
2)êáé áí ìå y1; y2; : : : ; yn óõìâïëßóïõìå �á äéáöïñå�éêÜ ÷ñþìá�á, ï áñéèìüòåýñåóçò �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ãßíå�áé,

1

2
[(y1 + y2 + : : : + yn)6 + (y2

1 + y2
2 + : : : + y2n)3]
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(3)

(2)

Ó÷Þìá 4.3: Ç 2 × 4 óêáêéÝñá �çò Üóêçóçò 4.10 êáé ïé Üîïíåò óõììå�ñßáò�çò.¸�óé ãéá y1 = y2 = : : : = yn = 1 Ý÷ïõìå ü�é ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí÷ñùìá�éóìïý åßíáé,
1

2
(n6 + n3) =

n3(n3 + 1)

2¢óêçóç 4.10. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí óêáêéÝñùí ìå äéáó�Üóåéò 2 × 4, ðïõáðï�åëïýí�áé áðü Üóðñá êáé êüêêéíá �å�ñÜãùíá, ìå �ïí ðåñéïñéóìü ü�é �áêüêêéíá �å�ñÜãùíá èá åßíáé 3 êáé �á Üóðñá 5. (Èåùñïýìå ü�é ïé óêáêéÝñåòáíáðïäïãõñßæïí�áé.)¸ó�ù G ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå üëåò �éò äõíá�Ýò ðåñé-ó�ñïöÝò �çò óêáêéÝñáò. ¸÷ïõìå |G| = 4; ãéá�ß ó�çí G áíÞêïõí,
• ç �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x8

1

• ç ìå�Üèåóç, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå ðåñéó�ñïöÞ �çò óêáêéÝñáò ãýñù áðüÜîïíá, ðïõ åßíáé êÜèå�ïò ó�ç óêáêéÝñá êáé äéÝñ÷å�áé áðü �ï êÝí�ñï�çò, êá�Ü 180o; ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x4
2
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• ç ìå�Üèåóç, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå ðåñéó�ñïöÞ êá�Ü 180o ãýñù áðü �ïíïñéæüí�éï Üîïíá, ðïõ êüâåé �éò äýï ãñáììÝò �çò óêáêéÝñáò, ìå áíáðá-ñÜó�áóç x4

2 êáé
• ç ìå�Üèåóç, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå ðåñéó�ñïöÞ ãýñù áðü �ïí êÜèå�ï Üîïíá,ðïõ êüâåé ó�ç ìÝóç �éò 4 ó�Þëåò �çò óêáêéÝñáò, êá�Ü 180o, ìå áíáðá-ñÜó�áóç x4

2¸�óé ï äåßê�çò êýêëùí �çò G åßíáé,
1

4
(x8

1 + 3x4
2)êáé ãéá �ïí áñéèìü åýñåóçò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò Ý÷ïõìå,

1

4
[(x + y)8 + 3(x2 + y2)4] =

1

4
[

8∑k=0

(8k)xky8−k + 3

4∑k=0

(4k)x2ky8−2k]èÝëïõìå �ï óõí�åëåó�Þ �ïõ x3y5; ïðü�å Ý÷ïõìå,
1

4
[
(8
3

)
+ 3 · 0]x3y5 = 14x3y5¢óêçóç 4.11. ¸ó�ù Ýíáò êõêëéêüò äßóêïò Ä êáé �Ýóóåñéò Üîïíåò, Ýíáòïñéæüí�éïò, Ýíáò êá�áêüñõöïò êáé äýï äéáãþíéïé, ìå êëÞóåéò 45o êáé −45oáí�ßó�ïé÷á, ðïõ äéÝñ÷ïí�áé áðü �ï êÝí�ñï �ïõ êáé �ïí äéáéñïýí óå 8 éóïåì-âáäéêïýò êõêëéêïýò �ïìåßò.1. Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýí ïé 8 áõ�ïß éóåìâáäéêïß �ï-ìåßò íá ÷ñùìá�éó�ïýí ìå 3 ÷ñþìá�á, áí ïé äýï ðñþ�ïé Üîïíåò (ïñéæü-í�éïò êáé êÜèå�ïò) åßíáé äéáöïñå�éêïß áðü �ïõò äýï äéáãþíéïõò;2. Ìå ðüóïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ìðïñïýí íá ÷ñùìá�éó�ïýí ìå 3 ÷ñþ-ìá�á, åÜí êáé ïé 4 Üîïíåò åßíáé üìïéïé ìå�áîý �ïõò;1. ¸ó�ù G ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå üëåò �éò äõíá�Ýòóõììå�ñßåò �ïõ êõêëéêïý äßóêïõ. ¸÷ïõìå,

• 4 ðåñéó�ñïöÝò, êáèåìéÜ ãýñù áðü Ýíáí áðü �ïõò �Ýóóåñéò Üîïíåòêá�Ü 180o, ìå êõêëéêÝò áíáðáñáó�Üóåéò x4
2
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D

(1)
(2)

(4)
(3)

Ó÷Þìá 4.4: Ï êõêëéêüò äßóêïò Ä �çò Üóêçóçò 4.11 ìå �ïõò �Ýóóåñéò Üîïíåò�ïõ.
• �çí �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x8

1

• 3 ðåñéó�ñïöÝò ãýñù áðü Üîïíá êÜèå�ï ó�ï êÝí�ñï �ïõ êõêëéêïýäßóêïõ êá�Ü 90o; 180o; 270o áí�ßó�ïé÷á , ìå êõêëéêÝò áíáðáñá-ó�Üóåéò x2
4; x4

2; x2
4 áí�ßó�ïé÷á¸�óé ï äåßê�çò êýêëùí PG �çò G åßíáé,PG =

1

8
(x8

1 + 4x4
2 + 2x2

4 + x4
2) =

1

8
(x8

1 + 5x4
2 + 2x2

4)ïðü�å ãéá 3 ÷ñþìá�á ï áñéèìüò åýñåóçò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò åßíáé,
1

8
[(x + y + z)8 + 5(x2 + y2 + z2)4 + 2(x4 + y4 + z4)2]

x=y=z=1
︷︸︸︷
=

=
1

8
(38 + 5 · 34 + 2 · 32) = 8732. ÅÜí ïé �Ýóóåñéò Üîïíåò ëçöèïýí üìïéïé ìå�áîý �ïõò, åê�üò �ùí ðáñá-ðÜíù 8 ìå�áèÝóåùí èá Ý÷ïõìå êáé Üëëåò 4,
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• �éò ðåñéó�ñïöÝò êá�Ü 45o; 135o; 225o êáé 315o ãýñù áðü �ïí êÜ-èå�ï ó�ï êÝí�ñï �ïõ êýêëïõ Üîïíá, ìå êõêëéêÝò áíáðáñáó�Üóåéòx8ïðü�å ï äåßê�çò êýêëùí PG ãßíå�áé,PG =

1

12
(x8

1 + 5x4
2 + 2x2

4 + 4x8)ïðü�å ï áñéèìüò åýñåóçò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ãßíå�áé,
1

12
[(x+y+z)8+5(x2+y2+z2)4+2(x4+y4+z4)2+4(x8+y8+z8)]

x=y=z=1
︷︸︸︷
=

=
1

12
(38 + 5 · 34 + 2 · 32 + 4 · 3) = 583¢óêçóç 4.12. Âñåß�å �ïõò äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò ÷ñùìá�éóìïý �ùí ïê�þêïñõöþí åíüò êýâïõ ìå äýï ÷ñþìá�á x êáé y.Èåùñïýìå �ï óýíïëï D �ùí 8 êïñõöþí �ïõ êýâïõ, �ï óýíïëï R = {x; y}�ùí 2 ÷ñùìÜ�ùí ìå w(x) = x êáé w(y) = y: Áí G åßíáé ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí,ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå üëåò �éò äõíá�Ýò ðåñéó�ñïöÝò �ïõ êýâïõ, èá Ý÷ïõìå

|G| = 24 ìå�áèÝóåéò, ðïõ åßíáé ïé åîÞò,
• ç �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç, ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x8

1

• 3 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 180o ãýñù áðü Üîïíåò,ðïõ óõíäÝïõí �á êÝí�ñá áðÝíáí�é üøåùí, ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóçx4
2

• 6 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 90o ãýñù áðü Üîïíåò,ðïõ óõíäÝïõí �á êÝí�ñá áðÝíáí�é üøåùí, ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóçx2
4

• 6 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò ãýñù áðü Üîïíåò, ðïõåíþíïõí �á ìÝóá áðÝíáí�é áêìþí, ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x4
2

• 8 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 120ï ãýñù áðü Üîïíåò,ðïõ óõíäÝïõí áðÝíáí�é êïñõöÝò, ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x2
1x2

3



222 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÓõíåðþò ï äåßê�çò êýêëùí PG �çò ïìÜäáò G åßíáé,PG =
1

24
(x8

1 + 9x4
2 + 6x2

4 + 8x2
1x2

3)êáé ï áñéèìüò åýñåóçò ó÷çìá�éóìþí,
1

24
[(x + y)8 + 9(x2 + y2)4 + 6(x4 + y4)2 + 8(x + y)2(x3 + y3)2]ÈÝ�ïõìå x = y = 1 êáé õðïëïãßæïõìå �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí ó÷çìá-�éóìþí

1

24
(28 + 9 · 24 + 6 · 22 + 8 · 22 · 22) = 23ðïõ åßíáé ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò.¢óêçóç 4.13. ÈåùñÞó�å �çí êëÜóç �ùí ïñãáíéêþí ìïñßùí �çò ìïñöÞòX

|X − C − X
|Xüðïõ C åßíáé Ü�ïìï Üíèñáêá êáé êÜèå × óõìâïëßæåé ïðïéïäÞðï�å áðü �á óõ-ó�á�éêÜ CH3 (ìåèýëéï),C2H5 (áéèýëéï), H (õäñïãüíï) Þ Cl (÷ëþñéï). ÊÜèå�Ý�ïéï ìüñéï ìðïñåß íá ìïí�åëïðïéçèåß óáí Ýíá êáíïíéêü �å�ñÜåäñï ìå �ïÜ�ïìï �ïõ Üíèñáêá íá êá�áëáìâÜíåé �çí êåí�ñéêÞ èÝóç êáé �á óõó�á�éêÜ× ó�éò êïñõöÝò. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ìïñßùí áõ�Þò �çòìïñöÞò.Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò óõìðßð�åé ìå �ïí áñéèìü �ùí êëÜóåùí éóïäõíá-ìßáò �ùí óõíáñ�Þóåùí ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï óýíïëï D �ùí �åóóÜñùí êïñõ-öþí �ïõ �å�ñáÝäñïõ êáé ðåäßï �éìþí �ï óýíïëï R �ùí �åóóÜñùí óõó�á�éêþíCH3; C2H5;H êáé Cl; êáé ïìÜäá ìå�áèÝóåùí G �ï óýíïëï üëùí �ùí äõíá-�þí ìå�áèÝóåùí, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò ðåñéó�ñïöÝò �ïõ �å�ñáÝäñïõ. Áõ�Ýòåßíáé,

• ç �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x4
1
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• 8 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝò 120o ãýñù áðü Üîïíåò,ðïõ óõíäÝïõí ìßá êïñõöÞ ìå �ï êÝí�ñï �çò áðÝíáí�é üøåùò, ìå êõêëéêÞáíáðáñÜó�áóç x1x3

• 3 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýíóå ðåñéó�ñïöÝò 180o ãýñù áðü Üîïíåò,ðïõ óõíäÝïõí ìÝóá áðÝíáí�é áêìþí, ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x2
2¸�óé ï äåßê�çò êýêëùí PG åßíáé,PG =

1

12
(x4

1 + 8x1x3 + 3x2
2)êáé ï áñéèìüò åýñåóçò ó÷çìá�éóìþí,

1

12
[(x+y+z+w)4+8(x+y+z+w)(x3+y3+z3+w3)+3(x2+y2+z2+w2)2]ïðü�å ãéá x = y = z = w = 1 Ý÷ïõìå ãéá �ï æç�ïýìåíï áñéèìü,

1

12
(44 + 8 · 4 · 4 + 3 · 42) = 36¢óêçóç 4.14. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí �ñüðùí íá ÷ñùìá�ß-óïõìå 5 áðü �éò 8 êïñõöÝò åíüò êýâïõ ìáýñåò êáé �éò õðüëïéðåò 3 Üóðñåò.¸ó�ù G ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå üëåò �éò äõíá�Ýò óõì-ìå�ñßåò �ïõ êýâïõ. ÕðÜñ÷ïõí 24 �Ý�ïéåò ìå�áèÝóåéò,

• ç �áõ�ï�éêÞ ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x8
1

• 3 ðåñéó�ïöÝò 180o ãýñù áðü Üîïíåò, ðïõ åíþíïõí �á ìÝóá áðÝíáí�éüøåùí, ìå áíáðáñÜó�áóç x4
2

• 6 ðåñéó�ñïöÝò 90o ãýñù áðü �ïõò ßäéïõò Üîïíåò, ìå áíáðáñáó�Üóåéò x2
4

• 6 ðåñéó�ñïöÝò 180o ãýñù áðü Üîïíåò, ðïõ óõíäÝïõí �á ìÝóá áðÝíáí�éáêìþí, ìå áíáðáñáó�Üóåéò x4
2 êáé �Ýëïò

• 8 ðåñéó�ñïöÝò 120o ãýñù áðü Üîïíåò, ðïõ åíþíïõí áðÝíáí�é êïñõöÝò,ìå áíáðáñáó�Üóåéò x2
1x2

3



224 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¸�óé ï äåßê�çò êýêëùí PG �çò G åßíáé,PG =
1

24
(x8

1 + 9x4
2 + 6x2

4 + 8x2
1x2

3)êáé ï áñéèìüò åýñåóçò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ãéá äýï ÷ñþìá�á x,y åßíáé,
1

24
[(x + y)8 + 9(x2 + y2)4 + 6(x4 + y4)2 + 8(x + y)2(x3 + y3)2] =

=
1

24
[

8∑k=0

(8k)xky8−k + 9
4∑k=0

(4k)x2ky8−2k+
+6(x8 + 2x4y4 + y8) + 8(x2 + 2xy + y2)(x6 + 2x3y3 + y6)]:¸�óé ï óõí�åëåó�Þò �ïõ x5y3 åßíáé,

1

24
[
(8
5

)
+ 8 · 2] =

1

24
(
6 · 7 · 8

6
+ 16) = 3:¢ñá ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí åßíáé 3.¢óêçóç 4.15. Äåßî�å ü�é ï n8 + 17n4 + 6n2 äéáéñåß�áé ìå �ï 24 ãéá êÜèåèå�éêü áñéèìü n.�íùñßæïõìå ü�é ï áñéèìüò åýñåóçò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ãéá �ï ÷ñùìá-�éóìü �ùí êïñõöþí åíüò êýâïõ ìå �á n ÷ñþìá�á a1; a2; : : : ; an åßíáé,

1

24
[(a1 + a2 + : : : + an)8 + 9(a2

1 + a2
2 + : : :+ a2n)4+

+6(a4
1 + : : : + a4n)2 + 8(a1 + a2 + : : : + an)2(a3

1 + a3
2 + : : : + a3n)2]¸�óé èÝ�ïí�áò a1 = a2 = : : : = an = 1 ðáßñíïõìå �ïí áñéèìü �ùí äõíá�þí÷ñùìá�éóìþí �ùí êïñõöþí �ïõ êýâïõ ìå 1 Þ ðåñéóóü�åñá áðü n äéáöïñå�éêÜ÷ñþìá�á, ðïõ åßíáé,n8 + 9n4 + 6n2 + 8n2n2

24
=
n8 + 17n4 + 6n2

24Ïðùò åîçãÞèçêå, ï áñéèìüò áõ�üò áíáðáñéó�Ü �ñüðïõò ÷ñùìá�éóìïý êáéóõíåðþò åßíáé áêÝñáéïò.
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Ó÷Þìá 4.5: Ç êáíïíéêÞ ðõñáìßäá ìå �ïí Üîïíá óõììå�ñßáò �çò.¢óêçóç 4.16. ¸ó�ù D �ï óýíïëï �ùí 4 üøåùí ìßáò êáíïíéêÞò ðõñáìßäáòêáé G ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí �ïõ D, ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �çí ðåñéó�ñïöÞ �çòðõñáìßäáò.1. Âñåß�å �ï äåßê�ç êýêëùí PG �çò G.2. Åíá Þ ðåñéóóü�åñá áðü 4 ÷ñþìá�á, ÷ñõóáöß, êüêêéíï, Üóðñï êáé ìðëÝ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá íá âÜøïõìå �éò üøåéò �çò ðõñáìßäáò. Âñåß�å �ïíáñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí ÷ñùìá�éóìþí.1. ¸ó�ù G ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí �çò ðõñáìßäáò D. Åßíáé |G| = 3 äéü�éó�ç G õðÜñ÷ïõí,
• ç �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x4

1

• ç ìå�Üèåóç, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå ðåñéó�ñïöÞ êá�Ü 120o ãýñù áðü�ïí êá�áêüñõöï Üîïíá, ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ï êÝí�ñï �çò âÜóåþò�çò, ìå áíáðáñÜó�áóç x1x3 êáé �Ýëïò
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• ç ìå�Üèåóç, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå ðåñéó�ñïöÞ êá�Ü −120o ãýñù áðü�ïí ßäéï Üîïíá, ìå áíáðáñÜó�áóç x1x3¢ñá ï äåßê�çò êýêëùí PG �çò G åßíáé,PG =

1

3
(x4

1 + 2x1x3)2. ÅÜí èÝëïõìå íá âÜøïõìå �éò 4 üøåéò �çò ðõñáìßäáò ìå 4 ÷ñþìá�á, Ýó�ùx,y,z,t, ðáßñíïõìå ãéá �ïí áñéèìü åýñåóçò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò,
1

3
[(x + y + z + t)4 + 2(x + y + z + t)(x3 + y3 + z3 + t3)] x=y=z=t=1

︷︸︸︷
=

=
1

3
(44 + 2 · 4 · 4) = 96ðïõ åßíáé ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò.¢óêçóç 4.17. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí ìå �ïõò ïðïßïõò 6 óöáßñåò,3 êüêêéíåò, 2 Üóðñåò êáé 1 ìðëÝ, ìðïñïýí íá �ïðïèå�çèïýí óå �ñßá äéáöï-ñå�éêÜ êïõ�éÜ.¸ó�ù D �ï óýíïëï �ùí 6 óöáéñþí , D = {a; b; 
; d; e; f}; üðïõ ïé a,b,
åßíáé êüêêéíåò, ïé d,e åßíáé Üóðñåò êáé ç f åßíáé ìðëÝ. ¸ó�ù åðßóçò R �ïóýíïëï �ùí êïõ�éþí ìå R = {
1; 
2; 
3}; êáé w(
1) = 
1; w(
2) = 
2 êáéw(
3) = 
3:Ï äåßê�çò êýêëùí �çò ïìÜäáò ìå�áèÝóåùí G åðß �ïõ D âñßóêå�áé ìå�ç ìÝèïäï �ùí ãåííç�ñéþí óõíáñ�Þóåùí. ¸÷ïõìå ó�çí ïìÜäá 12 óõíïëéêÜìå�áèÝóåéò, áöïý Ý÷ïõìå 3! ìå�áèÝóåéò �ùí ó�ïé÷åßùí a,b,
, 2! ìå�áèÝóåéò�ùí ó�ïé÷åßùí d,e êáé �Ýëïò 1 ìå�Üèåóç �ïõ ó�ïé÷åßïõ e, äçëáäÞ óõíïëéêÜ

3! · 2! · 1 = 12 ìå�áèÝóåéò. ¸�óé,PG =
1

12
[(x3

1 + 3x1x2 + 2x3)(x2
1 + x2)x1] =

=
1

12
(x6

1 + 4x4
1x2 + 2x3

1x3 + 3x2
1x2

2 + 2x1x2x3)ïðü�å ï áñéèìüò åýñåóçò ó÷çìá�éóìþí ãßíå�áé,
1

12
[(
1+
2+
3)6+4(
1+
2+
3)4(
21+
22+
23)+2(
1+
2+
3)3(
31+
32+
33)+
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+3(
1 + 
2 + 
3)2(
21 + 
22 + 
23)2 + 2(
1 + 
2 + 
3)(
21 + 
22 + 
23)(
31 + 
32 + 
33)]ÈÝ�ïí�áò 
1 = 
2 = 
3 = 1 ðáßñíïõìå,

1

12
(36 + 4 · 35 + 2 · 34 + 3 · 34 + 2 · 33) = 180¢óêçóç 4.18. �üóïé åßíáé ïé �ñüðïé ÷ñùìá�éóìïý ìå ìáýñï êáé Üóðñï÷ñþìá ìéáò 2 × 2 óêáêéÝñáò, ü�áí ëáìâÜíïí�áé õðüøéí ïé ðåñéó�ñïöÝò �çòóêáêéÝñáò êáé ìáò åíäéáöÝñïõí ïé ó÷çìá�éóìïß ìüíïí ùò ðñïò �çí áí�ßèåóÞ�ïõò. (ÄçëáäÞ áí óå Ýíá ó÷çìá�éóìü �á ÷ñþìá�á åíáëëáãïýí, ï ó÷çìá�é-óìüò, ðïõ ðñïêýð�åé, èåùñåß�áé ßäéïò ìå �ïí áñ÷éêü.)¸ó�ù D = {a; b; 
; d} �ï óýíïëï �ùí 4 �å�ñáãþíùí �çò óêáêéÝñáò êáéR = {x; y} �ï óýíïëï �ùí 2 ÷ñùìÜ�ùí, ìáýñï êáé Üóðñï. ¸ó�ùG = {

(ab
dab
d); (ab
db
da); (ab
d
dab); (ab
ddab
)}üðïõ ïé ìå�áèÝóåéò áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò ðåñéó�ñïöÝò �çò óêáêéÝñáò. Ï�áí ìáòåíäéáöÝñïõí ïé ó÷çìá�éóìïß ìüíïí ùò ðñïò �çí áí�ßèåóÞ �ïõò, Ý÷ïõìå êáé�çí ïìÜäá ìå�áèÝóåùí, H = {
(xyxy); (xyyx)}åðß �ïõ óõíüëïõ R �ùí ÷ñùìÜ�ùí, üðïõ ç äåý�åñç ìå�Üèåóç óçìáßíåé �çíåíáëëáãÞ �ùí 2 ÷ñùìÜ�ùí x êáé y. Áðü �çí åðÝê�áóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõP�olya, èá ðÜñïõìå ãéá �ïí æç�ïýìåíï áñéèìü �ñüðùí,

1

8
(
�4�z4

1

+
�2�z2

2

+ 2
��z4 )[e2(z1+z2+z3+z4) + e2(z2+z4)]z1=z2=z3=z4=0 =

=
1

8
[24e2(z1+z2+z3+z4) + 22e2(z1+z2+z3+z4)+

+22e2(z2+z4) + 2 · 2e2(z1+z2+z3+z4) + 2 · 2e2(z2+z4)]z1=:::=z4=0 =

=
1

8
(24 + 22 + 22 + 2 · 2 + 2 · 2) = 4¢óêçóç 4.19. Åíáò ïñéóìÝíïò áñéèìüò ìõíçìÜ�ùí èá áíáðáñáó�áèïýí áðüáêïëïõèßåò ìÞêïõò n áðü 4 øçößá êáé èá ìå�áäïèïýí ìÝóù åíüò êáíáëéïýåðéêïéíùíßáò. �éá êÜèå Ýíá áðü �á øçößá 0,1,2 êáé 3, ðïõ èá ëáìâÜíå�áé,



228 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÝíá áí�ßó�ïé÷ï öù�Üêé èá áíÜâåé, Ý�óé þó�å íá ìðïñåß íá áðïèçêåýå�áé çáðïó�åëëüìåíç áêïëïõèßá. Äõó�õ÷þò ó�á öù�Üêéá ãéá �á øçößá 2 êáé 3 äåíåß÷áí äïèåß ïíüìá�á ü�áí ö�éÜ÷�çêå ï äÝê�çò êé Ý�óé äåí õðÜñ÷åé �ñüðïòíá êáèïñéó�åß ðïéï áðü �á äýï øçößá áðïó�Ýëëå�áé. ¸�óé äåí ìðïñïýìåíá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå üëåò �éò 4n n-áêïëïõèßåò ãéá íá áíáðáñáó�Þóïõìå
4n äéáöïñå�éêÜ ìõíÞìá�á. Æç�åß�áé ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ìõíçìÜ�ùíìÞêïõò n, ðïõ ìðïñïýí íá áðïó�áëïýí.¸ó�ù D = {a1; a2; : : : ; an} �ï óýíïëï �ùí n èÝóåùí ó�çí áêïëïõèßáìÞêïõò n áðü �á 4 øçößá {0; 1; 2; 3}: ¸ó�ù R = {0; 1; 2; 3} �ï óýíïëï �ùí4 áõ�þí øçößùí. Ôü�å, G = {

(a1a2:::ana1a2:::an)}åßíáé ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí G �ïõ D êáéH = {
(0123
0123

); (01230132

)
}åßíáé ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí �ïõ R. Ï áñéèìüò �ùí äéáöïñå�éêþí ìõíçìÜ�ùí,ðïõ ìðïñïýí íá áðïó�áëïýí éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí äéáöïñå�éêþí ó÷ç-ìá�éóìþí áðü �ï D ó�ï R êáé óýìöùíá ìå �çí åðÝê�áóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò�ïõ P�olya éóïý�áé ìå,

1

|G| ·
1

|H|PG(
��z1 ; ��z2 ; : : :)PH(ez1+z2+:::; e2(z2+z4+:::); : : :) =

=
1

2
(
�n�zn1 )(e4z1 + e2z1)z1=0 =

=
1

2
(4ne4z1 + 2ne2z1)z1=0 =

1

2
(4n + 2n)¢óêçóç 4.20. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýí 5 âéâëßá, 2 áðü �á ïðïßá åßíáéßäéá, íá ìïéñáó�ïýí óå 4 ðáéäéÜ åÜí ìå�áîý �ïõò õðÜñ÷åé Ýíá æåõãÜñé üìïéùíäéäýìùí.¸ó�ù D = {a; b; 
; d; e} �ï óýíïëï �ùí 5 âéâëßùí, ïðïõ �á a,b åßíáéßäéá. Áöïý 2 �ñüðïé êá�áìåñéóìïý �ùí âéâëßùí åßíáé éóïäýíáìïé åÜí ï Ýíáòðñïêýð�åé áðü �ïí Üëëïí ìå åíáëëáãÞ �ùí a,b Ý÷ïõìå,G = {

(ab
deab
de); (ab
deba
de)}



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 229�çí ïìÜäá ìå�áèÝóåùí �ïõ D. ¸ó�ù R = {u; v; x; y} �ï óýíïëï �ùí �åóóÜ-ñùí ðáéäéþí ìå �á u,v äéäýìïõò. Áöïý 2 �ñüðïé êá�áìåñéóìïý �ùí âéâëßùíåßíáé éóïäýíáìïé åÜí ïé äßäõìïé u,v áëëÜæïõí ìå�áîý �ïõò �á âéâëßá, ðïõðáßñíïõí, Ý÷ïõìå H = {
(uvxyuvxy); (uvxyvuxy)}�çí ïìÜäá ìå�áèÝóåùí �ïõ R.Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí �ñüðùí êá�áìåñéóìïý �ùí 5 âéâëßùí ó�á 4ðáéäéÜ åßíáé óýìöùíá ìå �ç ãåíßêåõóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ P�olya,

1

|G| ·
1

|H|PG(
��z1 ; ��z2 ; : : :)PH(ez1+z2+:::; e2(z2+z4+:::); : : :) =

=
1

2
· 1

2
(
�5�z5

1

+
�3�z3

1

· ��z2 )[e4(z1+z2) + e2(z1+z2)e2z2 ]z1=z2=0 =

=
1

4
[45e4(z1+z2) + 44e4(z1+z2) + 25e2(z1+z2)e2z2+

+4 · 23e2(z1+z2)e2z2 ]z1=z2=0 =

=
1

4
(45 + 44 + 25 + 4 · 23) =

1

4
1:344 = 336¢óêçóç 4.21. Ïé ðëåõñÝò åíüò �å�ñáãþíïõ ÷ñùìá�ßæïí�áé ìå �ñßá ÷ñþ-ìá�á. Äýï ÷ñùìá�éóìïß êáëïýí�áé éóïäýíáìïé åÜí ï Ýíáò ðñïêýð�åé áðü�ïí Üëëï ìå ðåñéó�ñïöÞ �ïõ �å�ñáãþíïõ êáé / Þ ìå ìå�Üèåóç �ùí ÷ñùìÜ�ùí.Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò �ùí ÷ñùìá�éêþí ó÷çìá�éóìþí.¸ó�ù D = {a; b
; d} �ï óýíïëï �ùí ðëåõñþí �ïõ �å�ñáãþíïõ êáé G çïìÜäá ìå�áèÝóåùí åðß �ïõ D ìå,G = {

(ab
dab
d); (ab
ddab
); (ab
db
da); (ab
d
dab); (ab
dbad
); (ab
dd
ba); (ab
d
bad); (ab
dad
b)}:¸ó�ù åðßóçò R = {x; y; z} �ï óýíïëï �ùí �ñéþí ÷ñùìÜ�ùí êáé Ç ç ïìÜäáìå�áèÝóåùí �ïõ R ìå,H = {
(xyzxyz); (xyzxzy); (xyzzyx); (xyzyxz); (xyzyzx); (xyzzxy)}:¸÷ïõìå, PG =

1

8
(x4

1 + 2x2
1x2 + 3x2

2 + 2x4)



230 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ

Ó÷Þìá 4.6: Ôï �å�ñÜãùíï �çò Üóêçóçò 4.21 êáé ïé Üîïíåò óõììå�ñßáò �ïõ.êáé PH =
1

6
(x3

1 + 3x1x2 + 2x3)¸�óé óýìöùíá ìå �çí åðÝê�áóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ P�olya ï æç�ïýìåíïòáñéèìüò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò �ùí ÷ñùìá�éêþí ó÷çìá�éóìþí åßíáé,
1

|G| ·
1

|H|PG(
��z1 ; ��z2 ; : : :) × PH(ez1+z2+:::; e2(z2+z4+:::); : : :) =

=
1

8
· 1

6
(
�4�z4

1

+ 2
�2�z2

1

· ��z2 + 3
�2�z2

2

+ 2
��z4 )×

×[e3(z1+z2+z3+z4) + 3ez1+z2+z3+z4e2(z2+z4) + 2e3z3 ]z1=z2=z3=z4=0 =

=
1

48
[34e3(z1+:::+z4) + 3ez1+:::+z4e2(z2+z4)+

+2(33e3(z1+:::+z4) + 3ez1+:::+z4e2(z2+z4) + 6ez1+:::+z4e2(z2+z4))+

+3(32e3(z1+:::+z4) + 3ez1+:::+z4e2(z2+z4) + 6ez1+:::+z4e2(z2+z4)+
+6ez1+:::+z4e2(z2+z4) + 12ez1+:::+z4e2(z2+z4))+



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 231
+2(3e3(z1+:::+z4) + 3ez1+:::+z4e2(z2+z4) + 6ez1+:::+z4e2(z2+z4))] =

=
1

48
[34 + 3 + 2(33 + 3 + 6) + 3(32 + 3 + 6 + 6 + 12) + 2(3 + 3 + 6) =

=
1

48
288 = 6¢óêçóç 4.22.1. Ôá �å�ñÜãùíá ìéáò 4 × 4 óêáêéÝñáò èá ÷ñùìá�éó�ïýí ìå ìáýñç êáéÜóðñç ìðïãéÜ. �éá íá äçìéïõñãÞóïõìå üëïõò �ïõò ìáõñüáóðñïõò ó÷ç-ìá�éóìïýò, ðüóá äéáöïñå�éêÜ ó÷Þìá�á ðñÝðåé íá êÜíïõìå;2. ÅÜí êÜèå ó÷Þìá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß åß�å üðùò åßíáé åß�å óáí�ï áñíç�éêü �ïõ (äçëáäÞ íá èåùñïýìå �ï ìáýñï Üóðñï êáé �ï Üóðñïìáýñï ó�ï ó÷Þìá), ðüóá äéáöïñå�éêÜ ó÷Þìá�á ðñÝðåé íá êÜíïõìå;(Ó�ç ëýóç, ðïõ ðáñïõóéÜæïõìå, èåùñïýìå ãéá åõêïëßá ü�é ç óêáêéÝñáäåí åßíáé äéáöáíÞò, äçëáäÞ äåí ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå êÜðïéï Ýãêõñï ó÷Þìáìå áíáðïäïãýñéóìá êÜðïéïõ Üëëïõ. )1. ¸ó�ù D = {a1; a2; : : : ; a16} �ï óýíïëï �ùí 16 �å�ñáãþíùí �çò 4 × 4óêáêéÝñáò êáé G = {ð1; ð2; ð3; ð4} ç ïìÜäá ìå�áèÝóåùí åðß �ïõ D ìåð1 �ç �áõ�ï�éêÞ ìå�Üèåóç, ìå êõêëéêÞ áíáðáñÜó�áóç x16

1 ; ð2 �ç ìå-�Üèåóç, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå áñéó�åñüó�ñïöç ðåñéó�ñïöÞ �çò óêáêéÝñáòêá�Ü 90o ãýñù áðü Üîïíá, êÜèå�ï ó�ï êÝí�ñï �çò, ìå êõêëéêÞ áíáðá-ñÜó�áóç x4
4; êáé ð3; ð4 ìå�áèÝóåéò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåñéó�ñïöÝòêá�Ü 180o êáé 270o, áí�ßó�ïé÷á, ãýñù áðü �ïí ßäéï Üîïíá, ìå êõêëé-êÝò áíáðáñáó�Üóåéò x8

2; x4
4; áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å ï äåßê�çò êýêëùí �çò Gåßíáé, PG =

1

4
(x16

1 + x8
2 + 2x4

4)¸ó�ù R = {x; y} �ï óýíïëï �ùí 2 ÷ñùìÜ�ùí, ìáýñï êáé Üóðñï.¸ó�ù åðßóçò w(x) = x êáé w(y) = y: Ôü�å ï áñéèìüò åýñåóçò ó÷çìá-�éóìþí ãßíå�áé,
1

4
[(x + y)16 + (x2 + y2)8 + 2(x4 + y4)4]



232 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÈÝ�ïí�áò x = y = 1 ðáßñíïõìå ãéá �ï æç�ïýìåíï áñéèìü ó÷çìÜ�ùí,
1

4
(216 + 28 + 2 · 24) = 164562. ÅðéðëÝïí Ý÷ïõìå êáé �çí ïìÜäá ìå�áèÝóåùíH = {

(xyxy); (xyyx)}ðÜíù ó�ï R ìå äåßê�ç êýêëùí PH = x2
1 +x2: Ôü�å óýìöùíá ìå �ï ãå-íéêåõìÝíï Èåþñçìá �ïõ P�olya ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò ó÷çìÜ�ùí åßíáé,

1

|G| ·
1

|H|PG(
��z1 ; ��z2 ; : : :)×PH(ez1+z2+:::; e2(z2+z4+:::); : : :)z1=z2=:::=0 =

=
1

4
· 1

2
(
�16�z16

1

+
�8�z8

2

+ 2
�4�z4

4

)[e2(z1+z2+z3+z4) + e2(z2+z4)]z1=:::=z4=0 =

=
1

8
(216 + 28 + 28 + 2 · 24 + 2 · 24) = 8264



ÊåöÜëáéï 5Áñ÷Þ Åãêëåéóìïý{ÁðïêëåéóìïýI 
an see that your head has been twisted and fedwith worthless foam from the mouthI 
an tell you are torn between staying andreturning ba
k to the SouthYou' ve been fooled into thinking thatthe �nishing end is at handYet there' s no one to beat you, no one to defeat you'
ept the thoughts of yourself feeling badI' d forever talk to you, but soon my wordswould turn into a meaningless ringFor deep in my heart I know there' sno help I 
an bringEverything passes, everything 
hanges just dowhat you thing you should doAnd someday, maybe, who knows, baby,I'll 
ome and be 
rying to you To RamonaBOB DYLAN





�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 235¢óêçóç 5.1. �üóåò �ïðïèå�Þóåéò �ùí öçößùí 0; 1; 2; : : : ; 9 õðÜñ÷ïõí, ó�éòïðïßåò �ï ðñþ�ï øçößï íá åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï 1 êáé �ï �åëåõ�áßï øçößïíá åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï 8 ;¸ó�ù N = 10! ïé óõíïëéêÝò ìå�áèÝóåéò �ùí øçößùí 0; 1; : : : ; 9: ¸ó�ùåðßóçò 
1 �ï ãåãïíüò �ï ðñþ�ï øçößï ó�éò ìå�áèÝóåéò íá åßíáé ìéêñü�åñï Þßóï ìå �ï 1 êáé 
2 �ï ãåãïíüò �ï �åëåõ�áßï øçößï íá åßíáé ìåãáëý�åñï Þ éóïìå �ï 8. Ôü�å áíáæç�ïýìå �ï N(
1 
2) êáé Ý÷ïõìå,N(
1 
2) = N −N(
1) −N(
2) +N(
1
2) =

= 10! − 2 · 9! − 2 · 9! + 4 · 8! = 2338560¢óêçóç 5.2. �üóïé áêÝñáéïé ìéêñü�åñïé �ïõ 70 åßíáé ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé ìå �ïí70; (Ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé óçìáßíåé ü�é äåí Ý÷ïõí êïéíïýò äéáéñÝ�åò ìå åîáßñåóç�ç ìïíÜäá)Åßíáé 70 = 2 · 5 · 7: ¸ó�ù S = {1; 2; 3; : : : ; 70} ìå N = |S| = 70 êáé
i; (1 ≤ i ≤ 3) �ï ãåãïíüò Ýíáò áñéèìüò k ∈ S íá äéáéñåß�áé ìå �ï 2, �ï 5 Þ�ï 7 áí�ßó�ïé÷á. �éá íá åßíáé Ýíáò k ∈ S ó÷å�éêÜ ðñþ�ïò ìå �ï 70 ðñÝðåé íáìçí åßíáé äéáéñÝóéìïò ìå êáíÝíáí áðü �ïõò 2,5,7, ïðü�å øÜ÷íïõìå �ï,N(
1 
2 
3) =

= N−[N(
1)+N(
2)+N(
3)]+[N(
1
2)+N(
1
3)+N(
2
3)]−N(
1
2
3) =

= 70 − (35 + 14 + 10) + (7 + 5 + 2) − 1 = 24¢óêçóç 5.3. �üóåò ëÝîåéò n øçößùí áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2} õðÜñ÷ïõí,ìå Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí 0, Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí 1 êáé Ýíá �ïõëÜ÷éó�ïí 2;¸ó�ù S �ï óýíïëï �ùí ëÝîåùí n øçößùí áðü �ï áëöÜâç�ï {0; 1; 2} ìåN = |S| = 3n: ¸ó�ù åðßóçò 
i ìå 0 ≤ i ≤ 2 �ï ãåãïíüò ìßá ëÝîç n øçößùí�ïõ S íá ìÞí ðåñéÝ÷åé �ï øçößï i. Ôü�å æç�Üìå �ï N(
0 
1 
2) êáé Ý÷ïõìå,N(
0 
1 
2) =

= N −N(
0)−N(
1)−N(
2)+N(
0
1)+N(
0
2)+N(
1
2)−N(
0
1
2) =

= 3n − 2n − 2n − 2n + 1 + 1 + 1 − 0 =

= 3n − 3 · 2n + 3 = 3(3n−1 − 2n + 1)



236 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢óêçóç 5.4. Óå Ýíá ó÷ïëåßï õðÜñ÷ïõí 1000 ìáèç�Ýò. Áð' áõ�ïýò ïé 400 ìé-ëÜíå �áëëéêÜ, ïé 300 É�áëéêÜ êáé 200 ìéëÜíå �åñìáíéêÜ. ÅÜí õðÜñ÷ïõí 200ìáèç�Ýò,ðïõ ìéëÜíå ïðïéåóäÞðï�å 2 ãëþóóåò êáé 100 ìáèç�Ýò, ðïõ ìéëÜíåêáé �éò 3 ãëþóóåò, ðüóïé åßíáé ïé ìáèç�Ýò, ðïõ äå ìéëÜíå êáììéÜ ãëþóóá;¸ó�ù S �ï óýíïëï �ùí ìáèç�þí ìå N = |S| = 1000:¸ó�ù åðßóçò F,I,G�á ãåãïíü�á Ýíáò ìáèç�Þò íá ìéëÜåé �áëëéêÜ, É�áëéêÜ Þ �åñìáíéêÜ áí�ß-ó�ïé÷á. Ôü�å øÜ÷íïõìå �ïN(F I G) êáé óýìöùíá ìå �çí Áñ÷Þ Åãêëåéóìïý-Áðïêëåéóìïý Ý÷ïõìå, N(F I G) =

= N −N(F ) −N(I) −N(G) +N(FI) +N(FG) +N(IG) −N(FIG) =

= 1000 − 400 − 300 − 200 + 200 − 100 = 200¢óêçóç 5.5. Óå Ýíá ÓåìéíÜñéï Ìáèçìá�éêþí äéáñêåßáò 12 åâäïìÜäùí ï�éþñãïò óõíÜí�çóå 7 áðü �ïõò ðáëéïýò �ïõ óõììáèç�Ýò ó�ï 5ï Ëýêåéï.Êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ óåìéíáñßïõ ãåõìÜ�éóå ìå êÜèå óõììáèç�Þ �ïõ 35 öï-ñÝò, ìå êÜèå æåõãÜñé óõììáèç�þí �ïõ 16 öïñÝò, ìå êÜèå �ñéÜäá 8 öïñÝò, ìåêÜèå �å�ñÜäá 4 öïñÝò, ìå êÜèå ðåí�Üäá 2 öïñÝò, ìå êÜèå åîÜäá 1 öïñÜ, åíþäåí åãåõìÜ�éóå êáìéÜ öïñÜ êáé ìå �ïõò åð�Ü ìáæß. Áí ï �éþñãïò ãåõìÜ�éæåêáèçìåñéíÜ êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ùí 84 çìåñþí �ïõ óåìéíáñßïõ, õðÞñîå ìÝñáêá�Ü �çí ïðïßá ãåõìÜ�éóå ìüíïò;¸ó�ù {1; 2; : : : ; 7} �ï óýíïëï �ùí åð�Ü óõììáèç�þí ìå �ïõò ïðïßïõòóõíáí�Þèçêå ï �éþñãïò ó�ï óåìéíÜñéï. Áò åßíáé 
i; 1 ≤ i ≤ 7; �ï ãåãïíüòü�é ï �éþñãïò ãåõìÜ�éóå ìå �ïí óõììáèç�Þ �ïõ i. Ôü�å áíáæç�ïýìå �ïíáñéèìü N(
1 
2 : : : 
7): ¢ñá åßíáé, ü�é,N(
1 
2 : : : 
7) = N −
(7
1

)N(
i) +
(7
2

)N(
i
j) − (73)N(
i
j
k)+
+
(7
4

)N(
i
j
k
l)−(75)N(
i
j
k
l
m)+
(7
6

)N(
i
j
k
l
m
n)−N(
1
2 : : : 
7) =

= 84 − 7 · 35 + 21 · 16 − 35 · 8 + 35 · 4 − 21 · 2 + 7 · 1 − 0 = 0¢ñá ï �éþñãïò äåí ãåõìÜ�éóå ìüíïò êáìéÜ öïñÜ êá�Ü �ç äéÜñêåéá �ïõ óå-ìéíáñßïõ.



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 237¢óêçóç 5.6. �éá n ∈ Z+; áò åßíáé ö(n) o áñéèìüò �ùí èå�éêþí áêåñáßùím, üðïõ 1 ≤ m < n êáé (m;n) = 1; äçëáäÞ m,n åßíáé ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé. Áõ�Þç óõíÜñ�çóç åßíáé ãíùó�Þ óáí óõíÜñ�çóç öé �ïõ Euler. Íá âñåèåß Ýíáò�ýðïò, ðïõ íá ìáò äßíåé �ï ö(n).�éá êÜèå n ≥ 2 ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå �ï n óáí n = pe11 pe22 : : : pett ; üðïõp1; p2; : : : ; pt åßíáé äéáêåêñéììÝíïé ðñþ�ïé áñéèìïß êáé ei ≥ 1; 1 ≤ i ≤ t:¸ó�ù S = {1; 2; : : : ; n} ìå N = |S| = n êáé ãéá 1 ≤ i ≤ t, ëÝìå ü�é �ïk ∈ S éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç 
i; åÜí �ï k åßíáé äéáéñÝóéìï äéÜ �ïõ pi. Ôü�åãéá 1 ≤ k ≤ n; (k; n) = 1 åÜí �ï k äåí åßíáé äéáéñÝóéìï ìå êáíÝíá ðñþ�ïpi; 1 ≤ i ≤ t: ÅðïìÝíùò ö(n) = N(
1 
2 : : : 
t): ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå,ö(n) = N(
1 
2 : : : 
t) =

= N −N(
1) −N(
2) − : : :−N(
t)
+N(
1
2) +N(
1
3) + : : : +N(
t−1
t)

−N(
1
2
3) −N(
1
2
4) − : : :−N(
t−2
t−1
t)
+ : : : + (−1)tN(
1
2 : : : 
t) =

= n− [
np1

+ : : : + npt ] + [
np1p2

+ : : : + npt−1pt ]−
−[

np1p2p3
+ : : : + npt−2pt−1pt ] + : : :+ (−1)t np1p2 : : : pt =

=
np1p2 : : : pt [p1p2 : : : pt − (p2p3 : : : pt + : : : + p1p2 : : : pt−1)+

+(p3p4 : : : pt + : : : + p1p2 : : : pt−2) − : : : + (−1)t] =

=
np1p2 : : : pt (p1 − 1)(p2 − 1) : : : (pt − 1) == np1 − 1p1

p2 − 1p2
: : : pt − 1pt =

= n∏pi\n pi − 1pi = n∏pi\n(1 − 1pi )¢óêçóç 5.7. ¸ó�ù n ∈ Z+:1. �ñïóäéïñßó�å �ï ö(2n)



238 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ2. �ñïóäéïñßó�å �ï ö(2np); üðïõ p ðñþ�ïò.(ö åßíáé ç óõíÜñ�çóç öé �ïõ Euler ìå ö(n) �ïí áñéèìü �ùí áêåñáßùí mìå 1 ≤ m < n; ðïõ åßíáé ó÷å�éêÜ ðñþ�ïé ìå �ïí n.)�íùñßæïõìå áðü �çí Üóêçóç 5.6 ü�é éó÷ýåéö(n) = n∏p\n(1 − 1p )1. ÈÝ�ïõìå üðïõ n �ï 2n: Ôü�å ï ìüíïò ðñþ�ïò äéáéñÝ�çò �ïõ 2n åßíáé ï2, ïðü�å ö(2n) = 2n(1 − 1

2
) = 2n−12. ÈÝ�ïõìå üðïõ n �ï 2np: Ôü�å ïé ìüíïé ðñþ�ïé äéáéñÝ�åò åßíáé ïé 2 êáép. ¸�óé ö(2np) = 2np(1 − 1

2
)(1 − 1p) = 2n−1(p− 1)¢óêçóç 5.8. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí èå�éêþí áêåñáßùí n,1 ≤ n ≤ 100êáé n íá ìçí äéáéñåß�áé áðü �ïõò 2,3 êáé 5.¸ó�ù S = {1; 2; 3; : : : ; 100} ìå N = |S| = 100 êáé 
i ìå 1 ≤ i ≤ 3 çéäéü�ç�á ï k ìå 1 ≤ k ≤ 100 (k ∈ S) íá äéáéñåß�áé áí�ßó�ïé÷á ìå �ï 2,3 êáé5. Ôü�å øÜ÷íïõìå �ï N(
1 
2 
3) êáé Ý÷ïõìå,N(
1 
2 
3) =

= N −N(
1)−N(
2)−N(
3)+N(
1
2)+N(
2
3)+N(
1
3)−N(
1
2
3) =

= 100 − 50 − 33 − 20 + 16 + 10 + 6 − 3 = 26¢óêçóç 5.9. Åíáò öïé�ç�Þò èÝëåé íá ö�éÜîåé Ýíá ðñüãñáììá ãéá ìéá ÷ñï-íéêÞ ðåñßïäï 7 çìåñþí, Ý�óé þó�å êÜèå ìÝñá íá ìåëå�Ü Ýíá ìüíï ìÜèçìá.Ôá ìáèÞìá�á åßíáé ìáèçìá�éêÜ, öõóéêÞ, ÷çìåßá êáé ïéêïíïìßá. Íá âñåèåßï áñéèìüò áõ�þí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí.
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Ó÷Þìá 5.1: Äýï áðü �ïõò ãñÜöïõò, ðïõ ìå�ñÜìå ó�çí Üóêçóç 5.10.Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò éóïý�áé ìå �éò ëÝîåéò 7 øçößùí, ðïõ ìðïñïýìå íáö�éÜîïõìå áðü �ï áëöÜâç�ï {ì; ö; ÷; ï}, üðïõ üìùò óå êÜèå ëÝîç èá ÷ñçóé-ìïðïéïýìå êÜèå ãñÜììá �ïõ áëöáâÞ�ïõ áõ�ïý �ïõëÜ÷éó�ïí 1 öïñÜ. ¸ó�ùS �ï óýíïëï üëùí �ùí ëÝîåùí 7 øçößùí áðü �ï óõãêåêñéììÝíï áëöÜâç�ï.Ôü�å N = |S| = 47 = 16:384: ¸ó�ù åðßóçò 
i; 1 ≤ i ≤ 4; ç éäéü�ç�á �ïãñÜììá ì,ö,÷,ï íá ìçí ðåñéÝ÷å�áé êáììéÜ öïñÜ óå ìßá ëÝîç �ïõ S áí�ßó�ïé÷á.ÄçëáäÞ èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �ï,N(
1 
2 
3 
4) = N − [N(
1) +N(
2) +N(
3) +N(
4)]+
+[N(
1
2) +N(
1
3) + : : : +N(
3
4)]−

−[N(
1
2
3) +N(
1
2
4) +N(
1
3
4) +N(
2
3
4)]+
+N(
1
2
3
4) =

= 16:384 − 4 · 37 + 6 · 27 − 4 + 0 = 8400¢óêçóç 5.10. �üóïé ìç êá�åõèõíüìåíïé ãñÜöïé 5 óçìåßùí, ÷ùñßò áðïìï-íùìÝíá óçìåßá êáé ÷ùñßò èçëåéÝò, õðÜñ÷ïõí;¸ó�ù S �ï óýíïëï �ùí ìç êá�åõèõíüìåíùí ãñÜöùí ìå óçìåßá {a;b;
;d;e};ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí èçëåéÝò. Ôü�å Ý÷ïõìå N = |S| = 210; áöïý õðÜñ÷ïõí
(
5
2

)
= 10 ãñáììÝò, ìå �éò ïðïßåò åßíáé äõíá�üí íá óõíäåèïýí �á óçìåßá �ïõãñÜöïõ êáé êÜèå ìßá áð' áõ�Ýò �éò ãñáììÝò ìðïñåß íá ðåñéëáìâÜíå�áé Þ íáìçí ðåñéëáìâÜíå�áé ó�ï ãñÜöï áíåîÜñ�ç�á áðü �éò õðüëïéðåò.
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i; 1 ≤ i ≤ 5; ç óõíèÞêç ðïõ êáèïñßæåé ü�é ó�ï äïèÝí�áãñÜöï �ï óçìåßï a,b,
,d Þ e áí�ßó�ïé÷á, åßíáé áðïìïíùìÝíï. �ñïöáíþò çáðÜí�çóç ó�ï ðñüâëçìá åßíáé,N(
1 
2 
3 
4 
5) = N −
(5
1

)N(
i) +
(5
2

)N(
i
j)−
−
(5
3

)N(
i
j
k) +
(5
4

)N(
i
j
k
l) − (55)N(
1
2
3
4
5) =

= 210 − 5 · 26 + 10 · 23 − 10 · 2 + 5 · 1 − 1 = 768:¢óêçóç 5.11. ÅÜí ñßîïõìå ïê�þ äéáöïñå�éêÜ æÜñéá, ðïéá åßíáé ç ðéèáíü-�ç�á íá åìöáíéó�ïýí êáé �á Ýîé äõíá�Ü åíäå÷üìåíá .¸ó�ù 
i; 1 ≤ i ≤ 6; �ï ãåãïíüò íá ìçí åìöáíéóèåß �ï åíäå÷üìåíï i.Ôü�å áíáæç�ïýìå �ï N(
1 
2 : : : 
6): ¸÷ïõìå,N = 68; N(
i) = 58; N(
i
j) = 48N(
i
j
k) = 38; N(
i
j
k
l) = 28; N(
i
j
k
l
m) = 1êáé �Ýëïò, N(
1
2 : : : 
6) = 0ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ü�é,N(
1 
2 : : : 
6) = N −
(6
1

)
58 +

(6
2

)
48 −

(6
3

)
38 +

(6
4

)
28 −

(6
5

)
+ 0 = 191520:¢ñá ç æç�ïýìåíç ðéèáíü�ç�á íá åìöáíéó�ïýí êáé �á Ýîé äõíá�Ü åíäå÷üìåíáåßíáé P = N(
1 
2:::
6)N = 191520

68 = 0:114¢óêçóç 5.12. Ìßá ãéáãéÜ Ý÷åé 8 åããüíéá ó�á ïðïßá áñÝóïõí �á ðáãù�Ü.Ó�çí êá�ÜøõîÞ �çò Ý÷åé áñêå�ü ðáãù�ü ãéá íá âÜëåé 6 ìðÜëëåò êñÝìá, 3ìðÜëëåò óïêïëÜ�á, 6 ìðÜëëåò öñÜïõëá êáé 5 ìðÜëëåò ìüêá. Ôçí çìÝñá �ùíãåííåèëßùí �çò üëá �á åããüíéá �çò �çí åðéóêÝð�ïí�áé êáé �ï ìåãáëý�åñï �çòáðáñéèìåß ðüóåò áðáé�Þóåéò õðÜñ÷ïõí ãéá êÜèå åßäïò ðáãù�ïý. Ìå ðüóïõò�ñüðïõò åßíáé äõíá�üí íá æç�Þóïõí �á åããüíéá ðáãù�ü Ý�óé þó�å íá öÝñïõí�ç ãéáãéÜ ó�ç äýóêïëç èÝóç íá ìçí ìðïñåß íá �á éêáíïðïéÞóåé.



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 241¸ó�ù N ï áñéèìüò üëùí �ùí �ñüðùí ìå �ïõò ïðïßïõò ìðïñïýí �á åããüíéáíá æç�Þóïõí ðáãù�ü. �ñïöáíþò åßíáé N = 48 = 65536: Áò åßíáé 
i çéäéü�ç�á êÜðïéïò áðü �ïõò �ñüðïõò áõ�ïýò íá ìçí ìðïñåß íá åîõðçñå�çèåßëüãù áíåðÜñêåéáò �ïõ ðáãù�ïý i (1 ≤ i ≤ 4): Ôü�å ðñïöáíþò ï áñéèìüò �ùí�ñüðùí, ðïõ äåí öÝñíïõí óå äýóêïëç èÝóç �ç ãéáãéÜ åßíáé ï N(
1 
2 
3 
4):¢ñá åßíáé,N(
1 
2 
3 
4) = N − (N(
1) +N(
2) +N(
3) +N(
4)) +
(
4
2

)N(
i
j)−
−
(
4
3

)N(
i
j
k) +
(
4
4

)N(
1
2
3
4) =

= 48 − (
(8
7

)
· 4 +

(8
4

)
· 44 +

(8
7

)
· 4 +

(8
6

)
· 42) + 0 − 0 + 0 = 47104Áöïý êá�áöÝñáìå íá õðïëïãßóïõìå ìå �ç âïÞèåéá �çò Áñ÷Þò Åãêëåéóìïý-Áðïêëåéóìïý �ïõò �ñüðïõò áõ�ïýò ðïõ äåí öÝñíïõí óå äýóêïëç èÝóç �çãéáãéÜ ü�áí ðÜñåé �éò áðáé�Þóåéò �ùí åããïíþí �çò, åßíáé åýêïëï, äåäïìÝíïõü�é ãíùñßæïìå �ï óõíïëéêü áñéèìü �ùí äõíá�þí áðáé�Þóåùí, íá õðïëïãß-óïõìå �ïí áñéèìü �ùí �ñüðùí ðïõ äõóêïëåýïõí �ç ãéáãéÜ. Áõ�üò åßíáéÍ −Í(
1 
2 
3 
4) = 65536 − 47104 = 18432¢óêçóç 5.13. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí ìç áñíç�éêþí áêåñáßùí ëýóåùí �çòåîéóþóåùò x1 + x2 + x3 + x4 = 18; ìå xi ≤ 7; 1 ≤ i ≤ 4:¸ó�ù S �ï óýíïëï �ùí ëýóåùí �çò åîéóþóåùò x1 + x2 + x3 + x4 = 18;ìå 0 ≤ xi ãéá 1 ≤ i ≤ 4: Åßíáé ðñïöáíþò |S| = N =

(4+18−1
18

)
=
(21
18

):ËÝìå ü�é ìßá ëýóéò (x1; x2; x3; x4) éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç 
i; 1 ≤ i ≤ 4;åÜí xi > 7 Þ xi ≥ 8: Ôü�å ç áðÜí�çóç ó�ï äïóìÝíï ðñüâëçìá åßíáé çN(
1 
2 
3 
4):Ó�ç óõãêåêñéìÝíç ðåñßð�ùóç, ðïõ åîå�Üæïìå, Ý÷ïõìå N(
1) = N(
2) =N(
3) = N(
4): Õðïëïãßæïõìå �ï N(
1) ùò åîÞò: Âñßóêïõìå �ïí áñéèìü �ùíáêåñáßùí ëýóåùí �çò åîéóþóåùò x1 + x2 + x3 + x4 = 10; xi ≥ 0; 1 ≤ i ≤ 4:Ôü�å ðñïóèÝ�ïõìå 8 ó�çí �éìÞ �ïõ x1 êáé ðáßñíïõìå �éò ëýóåéò �çò åîßóùóçò,ðïõ éêáíïðïéïýí �çí óõíèÞêç 
1: ¢ñá N(
i) =
(
4+10−1

10

)
=
(
13
10

); ãéá êÜèå
1 ≤ i ≤ 4: Ìå ðáñüìïéï åðé÷åßñçìá âñßóêïõìå ü�é ï N(
1
2) åßíáé ï áñéèìüò�ùí áêåñáßùí ëýóåùí �çò x1 + x2 + x3 + x4 = 2 ìå xi ≥ 0; 1 ≤ i ≤ 4:¢ñá N(
1
2) =

(4+2−1
2

)
=
(5
2

): ÔÝëïò åßíáé ðñïöáíÝò ü�é N(
i
j
k) = 0 ãéáïðïéáäÞðï�å åðéëïãÞ �ñéþí óõíèçêþí, êáé N(
1
2
3
4) = 0:



242 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁÓýìöùíá ëïéðüí ìå �çí Áñ÷Þ Åãêëåéóìïý-Áðïêëåéóìïý èá Ý÷ïõìå ãéá�ïí æç�ïýìåíï áñéèìü ëýóåùí �çò åîßóùóçò, ðïõ éêáíïðïéïýí �ïõò äïóìÝ-íïõò ðåñéïñéóìïýò,N(
1 
2 
3 
4) = N−
(4
1

)N(
1)+(42)N(
1
2)−(43)N(
1
2
3)+(44)N(
1
2
3
4) =

=
(21
18

)
−
(4
1

)(13
10

)
+
(4
2

)(5
2

)
− 0 + 0 = 246¢óêçóç 5.14. Âñåß�å �ïí áñéèìü �ùí èå�éêþí áêåñáßùí x ðïõ åßíáé �Ý�ïéïéþó�å x ≤ 9999999 êáé �ï Üèñïéóìá �ùí øçößùí �ïõò éóïý�áé ìå 31.¸ó�ù x1; x2; : : : ; x7 �á äåêáäéêÜ øçößá �ïõ áñéèìïý x, ðïõ éêáíïðïéåß �éòáðáé�Þóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. �ñïöáíþò ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí áêåñáßùíáõ�þí éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí áêåñáßùí ëýóåùí �çò åîßóùóçò,x1 + x2 + : : : + x7 = 31üðïõ 0 ≤ xi ≤ 9 ãéá 1 ≤ i ≤ 7: Áò åßíáé ëïéðüí 
i ç éäéü�ç�á ó�ç ëýóç

(x1; x2; : : : ; x7) �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò �ï xi íá åßíáé ìåãáëý�åñï �ïõ 9.Ôü�å áíáæç�ïýìå ðñïöáíþò �ï N(
1 
2 : : : 
7):¸÷ïõìå (ÂëÝðå êáé Üóêçóç 5.13) ü�é,N =
(31+7−1

31

)
=
(37
31

); N(
i) =
(21+7−1

21

)
=
(27
21

); N(
i
j) =
(11+7−1

11

)
=
(17
11

)N(
i
j
k) =
(1+7−1

1

)
=
(7
1

); N(
i
j
k
l) = 0; N(
i
j
k
l
m) = 0N(
i
j
k
l
m
n) = 0; N(
1
2 : : : 
7) = 0¸�óé óýìöùíá ìå �çí Áñ÷Þ Åãêëåéóìïý-Áðïêëåéóìïý Ý÷ïõìå,N(
1 
2 : : : 
7) =
(37
31

)
−
(7
1

)(27
21

)
+
(7
2

)(17
11

)
−
(7
3

)(7
1

)
= 512365¢óêçóç 5.15. Ìå ðüóïõò �ñüðïõò ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå 9 óöáßñåò ìÝóááðü Ýíá êïõ�ß ðïõ ðåñéÝ÷åé 12 óöáßñåò, �ñåéò åê �ùí ïðïßùí åßíáé ðñÜóéíåò,�ñåéò Üóðñåò, �ñåéò ìðëå êáé �ñåéò êüêêéíåò.Ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò �ñüðùí åðéëïãÞò éóïý�áé ìå �ïí áñéèìü �ùí áêå-ñáßùí ëýóåùí �çò åîßóùóçò,x1 + x2 + x3 + x4 = 9



�ñïâëÞìá�á êáé Ëýóåéò 243üðïõ 0 ≤ xi ≤ 3 ãéá 1 ≤ i ≤ 4: Áò åßíáé, üðùò êáé ó�çí Üóêçóç 5.14, 
iç éäéü�ç�á óå êÜðïéá ëýóç (x1; x2; x3; x4) �çò ðáñáðÜíù åîßóùóçò �ï xi íáåßíáé ìåãáëý�åñï �ïõ 3. Ôü�å ðñïöáíþò ï æç�ïýìåíïò áñéèìüò ëýóåùí åßíáéï N(
1 
2 
3 
4):Èá Ý÷ïõìå, êá�Ü �ñüðï áíÜëïãï, ü�é,N =
(
9+4−1

9

)
=
(
12
9

); N(
i) =
(
5+4−1

5

)
=
(
8
5

); N(
i
j) =
(
1+4−1

1

)
=
(
4
1

)N(
i
j
k) = 0; N(
1
2
3
4) = 0ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå,N(
1 
2 
3 
4) =
(12

9

)
−
(4
1

)(8
5

)
+
(4
2

)(4
1

)
− 0 + 0 = 20¢óêçóç 5.16. �üóåò äéáöïñå�éêÝò áêÝñáéåò ëýóåéò õðÜñ÷ïõí ãéá �çí åîß-óùóç x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 20; 0 ≤ xi ≤ 8Óå áñéèìïèåùñç�éêÞ ãëþóóá áíáæç�ïýìå �éò äéáìåñßóåéò �ïõ 20 óå Üèñïé-óìá 6 �ï ðïëý áêåñáßùí, áðü �ïõò ïðïßïõò êáíÝíáò äåí ðñÝðåé íá õðåñâáßíåé�ïí 8. Óå óõíäõáó�éêÞ ãëþóóá áíáæç�ïýìå �ïõò �ñüðïõò ìå �ïõò ïðïßïõòìðïñïýìå íá �ïðïèå�Þóïõìå 20 üìïéåò ìðÜëëåò óå 6 äéáêåêñéììÝíá êïõ�éÜìå �ïí ðåñéïñéóìü êÜèå êïõ�ß íá Ý÷åé �ï ðïëý 8 ìðÜëëåò. Áò åßíáé, 
i �ïãåãïíüò �ï êïõ�ß i íá ðåñéÝ÷åé ðÜíù áðü 8 ìðÜëëåò êáé N(
i) ï áñéèìüò �ùí�ïðïèå�Þóåùí 20 ìðáëëþí ó�á 6 êïõ�éÜ þó�å íá óõìâáßíåé �ï ãåãïíüò i.Ôü�å æç�ïýìå �ïí áñéèìü N(
1 
2 : : : 
6) êáé Ý÷ïõìå,N(
1 
2 
3 
4 
5 
6) = N −

∑i N(
i) +
∑i;j N(
i
j) −∑i;j;kN(
i
j
k)+

+
∑i;j;k;lN(
i
j
k
l) − ∑i;j;k;l;mN(
i
j
k
l
m) +N(
1
2
3
4
5
6) =

= N − 6N(
i) +
(6
2

)N(
i
j) =

=
25!

20!5!
− 6

(11 + 5)!

11!5!
+
(6
2

)(2 + 5)!

2!5!
=

= 53:130 − 6 · 4368 + 15 · 21 = 27237



244 ÄÉÁÊÑÉÔÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÁ¢óêçóç 5.17. Íá âñåèåß ï áñéèìüò �ùí ìå�áèÝóåùí �ùí ãñáììÜ�ùí �ïõËá�éíéêïý áëöáâÞ�ïõ a; b; 
; : : : ; x; y; z ó�éò ïðïßåò äåí åìöáíßæïí�áé �á äåßã-ìá�á spin,game,path êáé net.¸ó�ù S �ï óýíïëï üëùí �ùí äõíá�þí ìå�áèÝóåùí. Åßíáé N = |S| = 26!:Av 
i; 1 ≤ i ≤ 4; åßíáé ç éäéü�ç�á íá åìöáíßæå�áé �ï äåßãìá spin,game,pathêáé net áí�ßó�ïé÷á, �ü�å øÜ÷íïõìå ãéá �ï N(
1 
2 
3 
4); êáé Ý÷ïõìå,N(
1 
2 
3 
4) = N −N(
1) −N(
2) −N(
3) −N(
4)+
+N(
1
2) +N(
1
3) + : : :+N(
3
4)−

−N(
1
2
3) −N(
1
2
4) −N(
1
3
4) −N(
2
3
4)+
+N(
1
2
3
4) =

= 26! − 23! − 23! − 23! − 24! + 20! + 20! − 0 + 0 = 4; 02593 × 1026¢óêçóç 5.18. ¸ó�ù �á ðåðåñáóìÝíá óýíïëá Á,Â ìå |A| = m; |B| = nêáé m ≥ n: Áò åßíáé A = {a1; a2; : : : ; am}; Â = {b1; b2; : : : ; bn} êáé S= �ïóýíïëï üëùí �ùí óõíáñ�Þóåùí f : A −→ B: �ñïöáíþò N = |S| = nm: �éá
1 ≤ i ≤ n; áò åßíáé 
i ç óõíèÞêç ó�ï S, ðïõ éêáíïðïéåß�áé ü�áí ç óõíÜñ�çóçf : A −→ B äåí Ý÷åé ó�ï ðåäßï �éìþí �çò �ï bi. Íá âñåèåß ï áñéèìüòN(
1 
2 : : : 
n):N(
1 
2 : : : 
n) = N −

(n
1

)N(
i) +
(n
2

)N(
i
j)−
−
(n
3

)N(
i
j
k) + : : :+ (−1)nN(
1
2 : : : 
n) =

= nm −
(n
1

)
(n− 1)m +

(n
2

)
(n− 2)m − : : :+ (−1)n−1

( nn−1

)
1m =

=

n∑k=0

(nk)(−1)k(n− k)m
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