
Εισαγωγή στη Συναρτησιακή Ανάλυση – 12/6/2017

1. (2µ) ΄Εστω c0 ο χώρος των µηδενικών ακολουθιών και `∞ ο χώρος των ϕραγµένων ακολουθιών
πραγµατικών αριθµών. Αποδείξτε ότι :

(α) Ο (c0, ‖ · ‖∞) είναι κλειστός υπόχωρος του `∞.

(ϐ) Ο c0 µε νόρµα την ‖x‖ =
∑∞

n=1
|xn|
2n δεν είναι πλήρης.

2. (2µ) (α) Ορίζουµε T, S : C[0, 1]→ C[0, 1] µε

(Tf)(t) = t

∫ 1

0

f(s)ds, (Sf)(t) = tf(t).

(i) Αποδείξτε ότι οι T, S είναι ϕραγµένοι γραµµικοί τελεστές.

(ii) Βρείτε τους T ◦ S και S ◦ T . Είναι σωστό ότι T ◦ S = S ◦ T ;

(iii) Υπολογίστε τις ‖T‖, ‖S‖, ‖T ◦ S‖ και ‖S ◦ T‖.

(ϐ) ΄Εστω X χώρος Banach. Αν BX =
∞⋃

n=1
An, όπου κάθε An είναι συµπαγές υποσύνολο του X,

αποδείξτε ότι ο X είναι χώρος πεπερασµένης διάστασης.

3. (2µ) (α) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα. Για κάθε διανυσµατικό υπόχωρο Y του X, ορίζουµε

N(Y ) = {f ∈ X∗ : f(y) = 0 για κάθε y ∈ Y }.

(i) Αποδείξτε ότι ο N(Y ) είναι κλειστός διανυσµατικός υπόχωρος του X∗.

(ii) Αποδείξτε ότι αν Y1, Y2 είναι κλειστοί διανυσµατικοί υπόχωροι του X και Y1 6= Y2, τότε N(Y1) 6=
N(Y2).

(ϐ) ΄Εστω X αυτοπαθής χώρος Banach και Y διανυσµατικός υπόχωρος του X∗ µε την εξής ιδιότητα :
για κάθε x 6= 0 στον X υπάρχει f ∈ Y τέτοιο ώστε f(x) 6= 0. Αποδείξτε ότι Y = X∗.

4. (2µ) (α) ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y ϕραγµένος γραµµικός τελεστής. Αποδείξτε ότι τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Υπάρχει δ > 0 ώστε ‖T (x)‖ > δ‖x‖ για κάθε x ∈ X.

(ii) Ο T είναι 1-1 και ο T (X) είναι κλειστός υπόχωρος του Y .

(ϐ) ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y γραµµικός τελεστής. Αποδείξτε ότι ο T είναι ϕραγµένος
αν και µόνο αν για κάθε g ∈ Y ∗ ισχύει g ◦ T ∈ X∗.

5. (2µ) (α) ΄Εστω H χώρος Hilbert και W,Z κλειστοί υπόχωροι του H µε την εξής ιδιότητα : αν w ∈W
και z ∈ Z, τότε w ⊥ z (οι W και Z είναι κάθετοι). Αποδείξτε ότι ο W + Z είναι κλειστός υπόχωρος του
H.
(ϐ) ΄Εστω H χώρος Hilbert και T : H → H γραµµικός τελεστής τέτοιος ώστε T 2 = T και ‖T‖ ≤ 1. Αν
F = KerT , αποδείξτε ότι :

(i) T (H) ⊆ F⊥.

(ii) Ο T είναι η ορθογώνια προβολή στον F⊥.

6. (2µ) (α) ΄Εστω X χώρος Banach και Y,Z κλειστοί υπόχωροι του X µε X = Y +Z και Y ∩Z = {0}.
Αποδείξτε ότι ο X/Y είναι ισόµορφος µε τον Z.
(ϐ) ΄Εστω X χώρος Banach και (xn) ακολουθία στον X µε την εξής ιδιότητα : για κάθε x∗ ∈ X∗ ισχύει∑∞

n=1 |x∗(xn)| < +∞. Αποδείξτε ότι : για κάθε t = (tn) ∈ c0 η σειρά
∑∞

n=1 tnxn συγκλίνει.
[Υπόδειξη : Για κάθε n > 1 ϑεωρήστε τον τελεστή Tn : X∗ → `1 µε Tn(x∗) = (x∗(x1), . . . , x

∗(xn), 0, . . .).]

Καλή Επιτυχία !


